RZUT UKOSNY Z OPOREM

OPOR LINIOWY F = —kv

Zakladamy ruch ciala o masie m w polu grawitacyjnym Ziemi z przy$pieszeniem § = (0, — g) (rzut uko$ny w
plaszczyinie zy) i pod wplywem sily oporu powietrza liniowej z predkoscia:

—

Fop = —kU = (—kvg, — kvy) (1)

Stata oporu k | X35 = kg jest zalezna od wtasnodci osrodka i ksztattu ciata. Wzér (1)) jest stusznym przyblizeniem
m S

na sile oporu dla niewielkich predkosci ciala wzgledem osrodka i przeplywéw ustalonych (laminarnych).

Réwnania dynamiki
Zapisujemy II zasade dynamiki Newtona :

mi=mj—ki = —=g——0 (2)

Wprowadzamy wspélczynnik oporu 5 = % [é] Dostajemy 2 réwnania algebraiczne dla sktadowych v, oraz v,:

dv
L~ S~ g B, (3)
Réwnania predkosci

Rozwiazujemy uklad rownan rézniczkowych ze wzgledu na v, i v, (np. metoda zmiennych rozdzielonych -
w réwnaniu na v, robimy wczeéniej podstawienie za prawa strone) z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych:
12(0) = vog = v cos &, vy (0) = v, = vp sin . Otrzymujem:

Vs (t) = vop e Pt vy (t) = <voy n g) e Bt (4)
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Roéwnania potozenia
Znajdujemy wspdlrzedne polozenia (réwnania ruchu), catkujac wspélrzedne predkosci z warunkami poczatko-
wymi: z(0) = y(0) = 0. Otrzymujemyﬂ
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(6 =" (1) o(t) <ﬂ +52) (1-e) - S (5)

Réwnanie toru
Na podstawie réwnania na skladowa x(t) z rozwiazan otrzymujemy zaleznosci na t:

(1—e7) -5, tz—éln(l—ﬁx) (6)
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Podstawiamy zaleznosci @ do réwnania na skladowa y(t) z rozwiazan i otrzymujemy réwnanie toru:

y<x)=(“°y+ g )a:—&—gln(l—ﬁm) (7)

Vozr ozl B2 Voz
Mozna zauwazy¢ w réwnaniu toru (7)), ze Z& = tga.

Ksztalt toru (wykres funkeji ) przedstavxsii)no na rys. w zaleznos$ci od parametru .

Parametry rzutu

Mozemy wyznaczy¢ parametry rzutu ukosnego z oporem, podobnie jak w przypadku idealnym (bez oporéw):
czas wznoszenia, czas ruchu, zasieg, wysokosé maksymalna.

Czas wznoszenia t; wyznaczymy z warunku vy (t7) = 0. Na podstawie (4) mamy:

h;m@+ﬁf> (8)

1Szczegbdlowe rozwigzanie réwnan (3) podano w ??
2Szczegblowe rozwigzanie réwnan (4) podano w 77



Rysunek 1: Wykres toru dany réwnaniem @ dla réznych wyboréw wspoélczynnika oporu § oraz danych po-
czatkowych: vg = 10 m/s, o = 45°. Warto zauwazy¢, ze dla rzutu okraglym kamieniem o $rednicy 2 cm (masa
takiego kamienia to ok. 11 g), sila oporu dana jest przez wzdér Stokesa, a wiec stata oporu to k = 6mnr (r -
promien kulki; 1 - wsp. lepkosci oérodka wyrazony w mPa-s). Mozna wiec oszacowaé wielko$é wspdlezynnika
oporu 3 dla kamienia rzucanego w réznych osrodkach: w powietrzu 3 ~ 10~4, w wodzie 3 ~ 0,02, w oleju 8 ~ 1
(w jednostkach 1/s). Wida¢ stad, ze dla w miare nieduzych cial (np. kul o niewielkich promieniach) rzucanych
w powietrzu wplyw sity oporu na ruch jest pomijalny.

Wysoko$¢ maksymalna w rzucie hmar = y(t1), stad:

_ Yoy g UOyﬁ
hmaw—ﬁ_ﬂzln<1+ g ) (9)
Czas ruchu otrzymamy z warunku y(t;,) = 0, co prowadzi do nieanalitycznego réwnania:
t 1
e (10)
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Rozwiazaniem réwnania jest funkcja specjalna (W Lamberta). Sprébujemy znalezé rozwiazanie przyblizone
dla matych argumentéw eksponenty. Przyblizenie Taylora wokét Bty = 0 do wyrazu kwadratowego prowadzi

do: 5
’on
tr] = —9 11
LTy prags (11)

Zasigg rzutu obliczymy jako z = x(t;)). Podstawiajac za 1 — e P!t na podstawie do réwnania na x ,

otrzymamy:
Voz 9

— ¢ 12
vogB+g (12)
Teraz podstawiajac za ty] przyblizona formute z (11)), dostajemy:
200200y 9
2= —" 13
('U()yﬂ + 9)2 ( )

Zauwazamy, ze 200, V0, = vg sin(2a). Trzeba mieé¢ na uwadze, ze przyblizone formuly oraz (13) sa stusznie
naprawde jedynie dla malych parametréw § (rzedu 0,01). Jak tatwo stwierdzi¢ na podstawie rys. |1 niezgodnosé
zaczyna by¢ znaczaca juz przy 8 = 0,1.



Przypadek szczegblny: =0

Rozwiazania ogdlne musza sprowadzaé sie do rozwigzan znanych dla przypadku bez oporéw (5 = 0). Widzimy,
ze zwykle podstawienie § = 0 do rownan , , oraz wzorOw na parametry rzutu, prowadzi do rozbieznosci
wszedzie tam, gdzie 8 wystepuje w mianowniku. Nalezy znalezé graniczna postaé¢ tych rownan przy przejsciu
B8 — 0, a wigc dokona¢ rozwinie¢ w szereg Taylora do wyrazéw 1. albo 2. rzedu wzgledem (. Pamigtamy, ze:
e Pl a1 — Bt + 1522 oraz In(1+ ¢f) =~ B — 1262

Dokonamy teraz odpowiednich przyblizen / rozwinieé dla kolejnych wielkosci.
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