Promieniowanie emitowane przez

przyspieszony tadunek elektryczny

Opracowanie na podstawie rozdziatu 11 Griffithsa

Tymoteusz Prostak

1. Idea promieniowania

W tym opracowaniu przez promieniowanie rozumiem energie pola elektromagnetycznego,
ktéra odrywa sie od zrddla i ucieka do nieskonczonosci. Takg definicje przyjmuje Griffiths
w rozdziale 11: interesuje nas strumien wektora Poyntinga przez bardzo duza powierzchnie
zamknieta.
P(r,t) = /s da = Ml (E x B) - da. (Griffiths 11.1)
0

Poniewaz zaburzenia elektromagnetyczne rozchodza si¢ z predkoscia ¢, energia przecina-
jaca sfere promienia r w chwili ¢ opuscita Zrédto wczesniej:
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Dla promieniowania istotne sg tylko te czesci pol, ktére w strefie dalekiej maleja jak
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a po przemnozeniu przez pole powierzchni sfery, proporcjonalne do r2, dostaje sie

skoriczona moc. Cztony pél typu 1/72, 1/r3 itd. nie daja promieniowania do nieskoriczonogci.

2. Potencjaly op6Znione

Dla ogélnego rozktadu tadunku i pradu potencjaty opdznione maja postac
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Sens jest taki, ze pole w punkcie obserwacji nie zalezy od aktualnego stanu zZrodta, lecz

C

od stanu zrédta w czasie opdznionym.

2.1. Dlaczego dla tadunku punktowego pojawia sie czynnik Liénarda-
Wiecherta

Jezeli tadunek punktowy porusza sie po trajektorii w(t), to nie mozna naiwnie napisaé
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Problemem nie jest to, ze tadunek zmienia warto$é¢, lecz to, ze zmienia potozenie.

Odlegtosé

R(t,) = [r — w(t,)] (8)

zalezy od czasu opdznionego, a sam czas opozniony spetnia réwnanie uwiktane

Poprawne potencjaty Liénarda-Wiecherta sa

1
V(r,t) = d , (10)
dmeg R(1 — R - v/c)

v
A(r,t) = 5V (r,t). (11)
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Wszystkie wielkosci po prawej stronie sg liczone w czasie opoéznionym. Czynnik

1-R-v/c (12)

jest geometrycznym efektem ruchu zrédta. Jesli tadunek porusza sie w strone obserwatora,

kolejne zaburzenia docieraja gesciej w czasie; jesli ucieka, docieraja rzadziej.



3. Promieniowanie ladunku punktowego

3.1. Pelne pole Liénarda-Wiecherta

Pole elektryczne poruszajacego sie tadunku punktowego zapisuje sie w postaci

g R 2 2 :
E(r,t) = Treg (R u) [(c v)u+ R x (u x a)} : (Griffiths 11.62)

gdzie

u=cR —v. (13)

Wektor R prowadzi od opéznionego potozenia tadunku do punktu obserwacji, a R = |R/|.
Predkos¢ v i przyspieszenie a sg liczone w czasie opdznionym.

Pole magnetyczne jest

1.
B(r,t) = -R x E(r,1). (Griffiths 11.63)
c
W polu elektrycznym sa dwa fizycznie rézne czlony:

1. (¢ — v*)u — pole predkoSciowe, malejace jak 1/R?;
2. R x (u x a) — pole przyspieszeniowe, malejace jak 1/R.

Promieniowanie pochodzi tylko z pola przyspieszeniowego:

B R uxa)l (Criffiths 11.66)

Eq =
T 4neg (R-u)?

3.2. Ladunek chwilowo spoczywajacy: wzor Larmora

Jezeli w czasie opdznionym tadunek chwilowo spoczywa, to

v =0, u = cR. (14)
Wtedy
__ 9 [R (R -
Erad = m |:R X (R X a):| . (Grlfﬁths 1168)
7, tozsamosci
Rx(Rxa)=(R-aR—a (15)



wynika

R x (ﬁxa)‘z —a?— (R -a)? = a?sin?0. (16)
Zatem
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i dostajemy
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Srad = 62 R (Griffiths 11.69)
Catkowita moc:
P = /Srad -da (18)
2,2 2r
Hogq~a .2
= T6r20 /0 /0 sin” # sin 6dfd¢. (19)
Uzywajac
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otrzymuje sie wzér Larmora:
fi0q°a’®
P = . (Griffiths 11.70)
67c

Profil promieniowania, ksztaltem przypominajacy torus, jest proporcjonalny do sin? 6.
Ladunek nie promieniuje wzdtuz kierunku przyspieszenia, natomiast najmocniej promieniuje

w kierunku poprzecznym do swojego przyspieszenia.

3.3. Ladunek poruszajacy sie: poprawka czasowa i rozktad katowy

Dla v # 0 pojawia sie subtelnos¢: moc przechodzaca przez sfere obserwatora nie jest
automatycznie tg sama moca, z jaka energia opuscita tadunek. Jest to podobny mechanizm
geometryczny jak w zjawisku Dopplera. Jezeli Zroédto porusza si¢ w strone obserwatora,
kolejne porcje energii docieraja szybciej, niz byty emitowane.

Zwiazek miedzy czasem obserwacji ¢ i czasem emisji ¢, jest

(21)



Rézniczkujac,

dt R-v R-u
=1 = ) 22
dt, c Re (22)
Dlatego jezeli dW/dt jest moca przechodzaca przez sfere, to moc opuszczajaca tadunek
Wynosi
dw  dW dt R -u\ dW
- — - iffiths 11.71
dt, — dt dt, ( Re ) dt (Griffiths 11.71)

Stad rozktad katowy promieniowanej mocy:

‘ 2

P 2 |[Rx(uxa
aF__q (> a) (Criffiths 11.72)

dQ  167%, (R -u)’

3.4. Wzo6r Liénarda

Caltkujac réwnanie (11.72), otrzymujemy w przypadku relatywistycznym

6mc c

2.6 2 1
p—HaT [aQ - ’V *a ] , S (Griffiths 11.73)

7= 1/1—1)2/02'

Dwa szczegdlne przypadki:
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Dla duzych predkosci promieniowanie skupia sie w waskim stozku w kierunku ruchu

czastki.

4. Sita reakcji promieniowania

Skoro tadunek promieniuje, energia musi skads pochodzi¢. Naturalnie oczekuje sie sity

reakcji dziatajacej na tadunek. Naiwnie mozna by napisaé

Fiog-v=-PF, (25)

ale to rownanie jest chwilowo btedne. Powdd: pole predkosciowe nie promieniuje do

nieskonczonosci, ale moze magazynowac i oddawacé energie w poblizu czastki.



Dla przedziatu czasu, po ktérym uktad wraca do tego samego stanu, mozna uzy¢ bilansu
sredniego, w ktorym brana jest pod uwage zmiana energii tylko cztonu zwigzanego z

przyspieszeniem, z racji tego , ze predkos¢ jest periodyczna :

t 2 ot
TP -vdt= 2T [T 2 (Griffiths 11.78)

t1 67TC t1

Prawg strone catkuje sie przez czesci:

t2 t2dv dv
2dt = — .t 2
~/t1 “ t1 dt dt ( 6)
t
:v-a|if—/2é1~vdt. (27)
t1

Jezeli stan poczatkowy i konicowy sa takie same, wyraz brzegowy znika. Najprostsza sita

zgodna z tym bilansem to

,uoq2
F.q= al. (Griffiths 11.80)
6mc

Jest to wzor Abrahama-Lorentza. Sita zalezy od pochodnej przyspieszenia, a nie od
samego przyspieszenia. To prowadzi do znanych trudnosci klasycznej elektrodynamiki

tadunku punktowego: rozwigzan uciekajacych i preakceleracji.

5. Dipol i zrédto rozciggte

5.1. Dowolne male zrédto

Dla zlokalizowanego Zrédia rozwijamy potencjaty opéznione wzgledem rozmiaru zrédta r'.
Zachowujemy wyrazy do pierwszego rzedu w r’, poniewaz wlasnie ten rzad daje elektryczny
moment dipolowy. Jednoczesnie w strefie dalekiej, przy obliczaniu pdél promieniowania,

zostawiamy tylko wyrazy proporcjonalne do 1/7.
Po takim rozwinigciu potencjat skalarny ma postac
1 Pplty) f-plt
Vi, t) ~ Qo)  £-B)) (Criffiths 11.51)

dmeg | T r2 re

a potencjatl wektorowy zapisuje sie jako

(L
Ar,t) ~ Z;p(r(’). (Griffiths 11.54)

Po podstawieniu do



A
E:—VV—aat, B=VxA, (28)

oraz po zostawieniu tylko sktadnikéw typu 1/7, otrzymujemy pola promieniowania

E~ " (5 x (£ x plto))] ] (Griffiths 11.56)
Ay
o Mo . . .
B ~ - [t x p(to)] | (Griffiths 11.57)
Wektor Poyntinga:
S~ MO i )]QSm2 2 (Criffiths 11.59)
~ o2albto R riffiths 11.
Catkowita moc w przyblizeniu dipolowym:
Mo .. 2 .
Paa(to) =~ —[P(to)]” | (Griffiths 11.60)
67c

Whiosek: monopol elektryczny nie promieniuje, bo catkowity tadunek jest zachowany.

Pierwszy zwykle promieniujacy wktad to zmienny dipol elektryczny.

5.2. Oscylujacy dipol elektryczny

Rozwazamy krotki dipol o dtugosci d, dla ktorego

p(t) = po cos(wt)z, Po = qod. (29)

W modelu kroétkiego dipola rozwijamy odlegltosci od obu koncéw dipola do punktu ob-

serwacji r+ z doktadnosciag do pierwszego rzedu wzgledem rozmiaru dipola d. Rownoczesnie
zaktadamy, ze dipol jest maty wzgledem dtugosci fali,

d< ) A=TC (30)

W strefie promieniowania, czyli dla

> A, (31)

w polach E i B zostawiamy tylko wyrazy proporcjonalne do 1/r. Wyrazy 1/r% i 1/r3

opisuja pole bliskie, ale nie daja skonczonej mocy promieniowanej w nieskonczono$c.

Dla



p(t) = —w?po cos(wt)z (32)
otrzymujemy w strefie promieniowania

_ popow?® sin

E= 1 cos|w(t —r/c)]6, (Griffiths 11.18)
m
QLU L PR (Griffiths 11.19)
R w(t —r/c)le. ri :

Sredni wektor Poyntinga:

2 4 i2

Hopsw” sin” @
(S) = 02 2
32méec r

(Griffiths 11.21)

Calkowita $rednia moc:

_ uop3w4
127¢ |

(P) (Griffiths 11.22)

6. Zastosowania

6.1. Promieniowanie synchrotronowe

W ruchu po okregu: predkosé jest styczna do toru, a przyspieszenie jest dosrodkowe.Korzystajac
ze wzajemnej prostopadtosci wektora predkosci i przyspieszenia:

Wybieramy osie tak, aby

vV = vz, a = ax, (33)

Kierunek obserwacji zapisujemy jako

t =sinfcos¢pX +sinfsinpy + cos b z. (34)

Wprowadzamy
v 1
p= P V= N (35)

Po podstawieniu tego przypadku do rozktadu katowego promieniowania tadunku punk-

towego otrzymuje sie

dP  pog*a® (1 — Beosh)? — (1 — 37)sin®  cos® ¢

dQ  16n2c (1 — B cosh)® (36)

8



To jest wersja dla v L a. Dla matych predkoéci, czyli § < 1, mianownik jest bliski

jednosci i wracamy jako$ciowo do klasycznego obrazu promieniowania poprzecznego. Dla

predkosci relatywistycznych, gdy 5 ~ 1, czynnik

(1—pBcosh)™

(37)

silnie wzmacnia promieniowanie w kierunku ruchu. Dlatego promieniowanie nie wyglada

juz jak symetryczny torus wokét przyspieszenia, lecz jest skupione w waskim stozku do

przodu, czyli mniej wiecej wzdtuz v.

Calkujac po wszystkich kierunkach, dostaje sie

2 2. 4
p_ ey
e

Jest to zgodne ze wzorem Liénarda. Rzeczywiscie, dla v L a

lv x a|* = v?d?,

wiec

P =

f0q*7° a2 — via
6me
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Dla ruchu po okregu

wiec
P pog’y* vt
6mc R?

(39)

(40)
(41)

(42)

(43)

(44)

Wymnika z tego, ze relatywistyczny elektron poruszajacy sie po zakrzywionym torze traci

energie bardzo intensywnie, a promieniowanie jest skupione w kierunku jego chwilowej

predkosci.



6.2. Straty w obwodach pradu przemiennego i opér promieniowa-
nia

Prad przemienny oznacza przyspieszanie tadunkow, wiec obwdéd moze promieniowac. Dla

krotkiego dipola wygodnie opisuje sie to przez opér promieniowania:

Dla oscylujacego dipola

Po = qod, (45)
srednia moc promieniowania jest
2,4
HoPow
P) = : 46
(P) = (46)
Amplituda pragdu w przewodzie:
[0 = qoW. (47)
Definicja oporu promieniowania:
Lo
(P) = 5 0 Frad- (48)
Zatem
2(P)
Rrad = 12 (49)
0
_ 2 /J‘Oqu2w4 (50)
gw?  12mc
2 12
pow=d
= 51
6mc (51)
Poniewaz
w 27
Z_2r 52
c )\ Y ( )
to
R — Ho€ 2nd : (53)
rad — 61 A .

Dla pgc ~ 37752
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d 2
Riaq ~ 790 <A> Q| (54)

Jesli d < A\, wktad radiacyjny jest maly. Jezeli rozmiar przewodu staje si¢ porownywalny

z dtugoscig fali, uktad zaczyna dziatac¢ jak antena.

6.3. Obwod RC przy rozladowaniu kondensatora

Niech kondensator ptaski ma pojemnos$é¢ C', odlegtosé oktadek d i poczatkowy tadunek Q.

Po podtaczeniu rezystora R

Q(t) = Qoe™/ ), (55)

Moment dipolowy kondensatora mozna oszacowaé jako

p(t) = Q(t)d. (56)
Stad
pt) = dQ(t) = d&G_t/(RC). (57)
R2C?
7 wzoru dipolowego
Mo . 2
P(t) = —|p(t o8
(1) = L2 ) (59)
dostajemy
MOszg —2t/(RC)
P(t) = ——— . 59
(t) 6reRIC1C (59)
Energia wypromieniowana:
Ea = [ P(t)dt (60)
0
f10d* Q5 /°° —2t/(RC)
= = %0 dt 1
6reRACE Jo € (61)
_ MonQ%
~ 127cR3C3° (62)
Energia poczatkowa kondensatora:
0



Utamek wypromieniowanej energii:

Erad _ NUdQ _ HoC d 2 (64)
Uy 6mcR3C?  67R \ cRC
Dla danych z Griffithsa:
C = 1pF, R = 1000 €2, d = 0,1 mm, (65)
mamy
RC =107"s, cRC ~ 0,3m, (66)
~33-107" 67
cRC (67)
Poniewaz
[oC 377 _9
~ ~2.0-10 68
6rR 67 - 1000 ’ (68)
to
E
nd ~ 221077 (69)
0

Whiosek: dla typowych uktadéw elektronicznych energia promieniowana przy roztadowa-

niu kondensatora jest praktycznie pomijalna. Gtéwna strata energii zachodzi w rezystorze.

7. Przyklady rachunkowe

7.1. Przyklad 1. Obracajacy sie dipol

Rozwazmy obracajacy sie moment dipolowy

p(t) = po[cos(wt)x + sin(wt)y]. (70)

W czasie opdznionym zapisujemy

Y =w(t—r/c), (71)

p(to) = po(cos X +siny y). (72)

12



Korzystamy z postaci

E =" [p(to) - (p(to) - 1)i]. (73)

Potrzebne rzuty:
p(to) - @ = po cos O cos(v) — ¢), (74)
p(to) - = posin(¢ — ¢). (75)

Czes¢ radialna znika, wiec

_ Mopow2

[cos 0 cos(v) — ¢)@ + sin(v) — ¢) ] | (76)

Poniewaz B = (1/¢)t x E,

2
B-= “Ziz‘;f [— sin( — $)8 + cos 0 cos(v — ¢) @] | (77)

Dla promieniowania

EZ
S=—rt. (78)
HoC
Po policzeniu £? i uérednieniu po czasie:
_ poppw’ 2 91
(S) = 920 (14 cos®O)1|. (79)
Catkowita moc:
2 4
HoPow
= 6730 : (80)

Podsumowanie

Najkrocej: promieniowanie elektromagnetyczne jest zwigzane z cztonami pél malejacymi jak
1/r. Dla tadunku punktowego zrédlem tych cztonéw jest przyspieszenie. Dla malego zrédla
rozciggtego najnizszym zwykle istotnym wktadem jest promieniowanie dipola elektrycznego.
W zwyktych obwodach promieniowanie czesto istnieje formalnie, ale jest bardzo mate,

chyba ze rozmiar ukltadu staje sie poréwnywalny z dtugoscia fali.
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