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Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#m_ft
Tematyka: wprowadzenie fizyczne; réwnania polozenia, predkosci; ruch wzgledny.

10.

. Jaka jest jednostka stalej G w prawie Newtona (Fy, = G

Mm
2

)? W oparciu o analize wymiarows prosze

I

od jest poprawny? m — masa, g — przyspieszenie grawitacyjne, d — odleglos¢,

sprawdzié, czy wzor T = 27

I — moment bezwladnosci (o wymiarze iloczynu masy i kwadratu dlugosci).

[Orear P.2/R.1] ZnajdZ postaé zaleznosci sity oporu F' powietrza od powierzchni pola przekroju S, gestosci
p powietrza i predkosci v samochodu wykorzystujac analize wymiarowa.

V3 + /v§ — g(2hvg + gd?)
gd

(nie uzywajac kalkulatora). Nastepnie potwierdZ wynik na kalkulatorze. SprawdZ jednostke.

Odp. x =~ 16, dokladnie: x = 13,7.

Oszacuj warto$¢ wyrazenia: © = dlavg=20m/s, g~ 10m/s?>, d=5m, h=5m

me4

7 uzyciem kalkulatora oblicz warto$é: f = 1235 gdzie: m — masa elektronu, e — tadunek elementarny,
eghin

€o — przenikalno$é elektryczna prézni, h — stala Plancka, n = 2. SprawdZ jednostke. (Odpowiednie wartosci

i jednostki znajdziesz w tablicach lub internecie). Odp. f = 8,2 - 10** Hz.

[ODI 2022-23 mat-I1.3] Dwa miasta A i B sa odlegle od siebie 0o 960 km. Z tych miast wyjechaly naprze-

......

20 km/godz. wigksza niz pociag z miasta A. Pociagi te minely sie dokladnie w polowie drogi. Podaj predkosé
pociagu, ktéry wyruszyl z miasta A.

. [Orear Cw.13/R.1] Polozenie ciala dane jest funkeja y(t) = yo exp(—t/7) (yo, ™ — stale dodatnie). Przy jakiej

wartosci ¢ wartosé y maleje do polowy poczatkowej wielkosci (wyraz odpowiedz przez 7)7 Do jakiej wartosci
y zmaleje po czasie t = 77

. Wspélrzedna czastki poruszajacej sie¢ wzdluz osi  zalezy od czasu t zgodnie ze wzorem (z jest wyrazone w

metrach, a t w sekundach):
x(t) = =324 2412 e3¢
(a) Podaj wyrazenia na predkosé i przys$pieszenie (chwilowe) jako funkcje czasu.
(b) Znajdz chwile, kiedy predko$¢ czastki jest réwna zeru, a nastepnie wspélrzedna czastki w tej chwili.
(¢) Naszkicuj wykres zaleznoéci x(t) dla ¢t € (0,00).

. [HRW Z.19/R.2] Proton porusza si¢ wzdtuz osi o zgodnie z réwnaniem x(t) = 50t + 10¢2. Oblicz: a) predkosé

rednia protonu w czasie pierwszych 3 s jego ruchu, b) predkoéé chwilowa dla t = 3 s, ¢) przyS$pieszenie
chwilowe dla ¢ = 3 s, d) szybkos¢ érednia po 3 s.

. [podobne do HRW Z.19/R.2] Proton porusza si¢ wzdtuz osi o zgodnie z réwnaniem z(t) = 50t — 10t2. Oblicz:

a) predko$é $rednia protonu w czasie pierwszych 2 i 3 s jego ruchu, b) predkos$é chwilowa dlat =2sit =3 s,
¢) przy$pieszenie chwilowe dla ¢t = 3 s, d) szybko$¢ érednia po 3 s.

Cialo porusza si¢ po prostej z przys$pieszeniem zaleznym od czasu jak a(t) = At, gdzie A = 2 (w jakich
jednostkach?). WyprowadZ réwnanie ruchu tego ciala, jeli wiemy, ze w 10. sekundzie ruchu cialo przecinalo
poczatek osi x z predkoscia o wartodci 5 m/s w kierunku dodatnim osi.
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11. Napisz réwnania ruchu ciata {z(t),v(t)} w ruchu jednostajnie zmiennym wzdluz osi z. Przyjmij warunki:
v(t = 0) = vy, a = const. Na ich podstawie wyraZ predko$¢ koncowa jako funkcje drogi. Nastepnie znajdz
droge do zatrzymania ciala w ruchu opéznionym z predkoscia poczatkowa vy i opdznieniem a.

12* Korzystajac z wlasnoéci pochodnej, prosze udowodnié, ze wektor predkosci jest zawsze styczny do toru.

13. Punkt materialny porusza sie tak, ze jego wektor wodzacy dany jest jedna z ponizszych zaleznosci od czasu.
Dla kazdego przypadku prosze znalezé wektor predkosei ¢(t), zaleznosé wartosei predkosci od czasu v(t) oraz
wektor przyspieszenia @(t). Okresl rodzaj ruchu jakim porusza sie punkt w danym przypadku.

(a) 7(t) = [vot + bt?, 2vgt + 2bt2, 0] (vo,b - stale)
(b) #(t) = [SUot, vot, H — %gtﬂ (vo,H,g - stale)
(c) 7(t) = [Acos(wt), Asin(wt), vot] (A,w - stale)

14. Réwnania polozenia ciala maja postaé: z(t) = cos(t), y(t) = % sin(2t). Znajdz réwnanie toru.

15. Réwnania ruchu dwéch punktéow obserwowanych z danego uktadu wspétrzednych wygladaja nastepujaco:
Fl (t) = (17230)t’ FQ(t) = (43074) + (17070)t + (723();0)152'
Zmajdz wektor predkosci i przyspieszenia wzglednego tych punktow. Nastepnie znajdz zalezno$é ich odleglosci

od czasu. Dla jakiej chwili ¢,,,;, odlegto$¢ miedzy ciatami bedzie najmniejsza?

16. Samochéd, jadac z predkoscia o wartosci vy = 72 km/h, wyprzedza pociag o dtugosci L = 200 m i predkosci
vp = 36 km/h. Ile czasu zajmie mu wyprzedzanie? Jaka przejedzie przez ten czas droge?

17. O ile wczesniej musialby wystartowaé Janek, aby wygraé¢ bieg na dystansie 100 m z Frankiem? Predkosé
maksymalna Janka to 20 km/h, a Franka - 30 km/h. Obaj chlopcy potrafia wystartowaé z przy$pieszeniem
1 m/s?, ktére utrzymuja do osiagniecia swoich maksymalnych predkoéci.



Réwnania ruchu metoda calkowania; ro6wnanie polozenia vs. droga; calka nieoznaczona vs. ozna-
czona

Aby na podstawie znajomo$ci zaleznosci przyspieszenia od czasu, ustali¢ réwnanie polozenia ciala, musi-
my uzy¢ calkowania. Procedura ta jest dobrze opisana (dla przypadku 1D) w podreczniku openstax.pl: LINK.
W przypadku 3D procedura wyglada doktadnie tak samo, ale powtarzamy ja dla kazdej sktadowej. Niech wektor
przy$pieszenia jest nastepujacy: @(t) = [ax(t), ay(t), as(t)]. Aby znalezé wspéhrzedne wektora predkosci (t) oraz
polozenia 7(t) w funkcji czasu, obliczamy nastepujace calki:

%@:/%@aqmo:/%@w Mﬂ:/%@&

z@:/%m&y@:/%@&z@:/%@&

Powyzsze calki sg catkami nieoznaczonymi, dlatego musimy pamieta¢ o dopisaniu stalych catkowania, np. dla
a(t) = bt:

v (t) = /ax(t)dt = /5tdt = th +C

Stala C7 mozemy ustali¢ tylko, jesli wiemy cos wiecej o predkosci w jakiej$ chwili. Przykladowo, jesli dla
t = 2 s skladowa x predkos$ci ma warto$é v, = 5 m/s (kto§ nam to powiedzial), to stala calkowania obliczymy
nastepujaco:

v (t=2)=5
5 = (Ci=-5
wt=2=2 440 ! m/s
. . ‘s . . 9 9 - s
Zatem zalezno$é¢ skladowej x predkosci od czasu jest ostatecznie: v, (t) = §t — 5. Jezeli znamy predkosé

poczatkowa w chwili t = 0, czyli v, (t = 0) = vg,, to méwimy woéwczas o warunkach poczgtkowych.
Analogicznie postepujemy, aby obliczy¢ skladowa = potozenia:

x(t) = /vm(t)dt = / (2# - 5) dt = %t?’ —5t+Co

Kolejna stala calkowania Cs znajdziemy znowu z warunku, np. poczatkowego z(0) = 3 = Cy = 3 m, zatem

5
ostatecznie x(t) = Et?’ — 5t 4+ 3.

Uwaga 1. ,,Calka z wektora”? Dla przypadku 3D nie mozemy zapisa¢ w zwiezlej postaci:

ﬁw:/mw

(wektor predkosci jako calka z wektora przyé$pieszenia). Matematyka nie zna takiego zapisu. Istnieja w mate-
matyce calki z funkcji wektorowych, ale sa one bardziej skomplikowane (poznacie je Pafistwo na 2. i 3. semestrze
Analizy). Wynikiem calki, nawet w tych bardziej skomplikowanych przypadkach, nigdy nie jest wektor.
Zatem: aby znalez¢é réwnania ruchu (wspélrzedne wektora polozenia w czasie) metoda calkowania, stosujemy
ja dla sktadowych. Prawda jest:

0(0) = o2(0). 1,0 0,(0)] = | [ax(0a. a0, [a.toyad

Uwaga 2. Przypadek szczegdlny d = const.

Ruch ze stalym (w czasie) przySpieszeniem nazywamy ruchem jednostajnie zmiennym (przyspieszonym lub
op6Zznionym). Choé jest to bardzo szczegdlny przypadek, to mamy z nim czesto do czynienia. Dlatego ogdlne
réwnanie ruchu, wynikajace z rozwiazania metoda przez calkowanie, warto pamietaé¢. Zakladamy, ze w ruchu
ze stalym przy$pieszeniem d@ = (a,ay,a.) = const(t) warunki poczatkowe (dla t = 0) wynosza: predkosé
poczatkowa ¥y = (Vog,Voy,v02) Oraz polozenie poczatkowe 7o = (x0,Y0,20). W takim razie, w wyniku catkowania
stalego wektora przys$pieszenia otrzymujemy:

1
a; = const(t) = wv,(t) = /awdt = azt+vg, = xz(t) = /vw(t)dt = /(azt + vog )dt = §a$t2+voggt+xo


https://openstax.org/books/fizyka-dla-szk%C3%B3%C5%82-wy%C5%BCszych-tom-1/pages/3-6-wyznaczanie-rownan-ruchu-metoda-calkowania

Podobnie dla pozostalych zmiennych. Podsumowujac, wektor polozenia w funkcji czasu w ruchu ze stalym
wektorem przyspieszenia jest nastepujacy:

1
’I?(t) =Ty + Yot + §dt2

Znaki w powyzszym ogllnym réwnaniu ruchu zaleza od zwrotu wektoréw (znaku sktadowych) wzgledem osi
. , . 1 5 . . . . . . .
ukladu wspolrzednych. Np. réwnanie z(t) = vot + iat moze opisywac ruch ciata poruszajacego sie w dodatnim
kierunku osi z z predkoscia poczatkowa i przyspieszeniem (np. jadac samochodem ze stala predkoscia nagle
1
zaczynamy przys$pieszac), natomiast réwnanie y(t) = h—uvot — 5 gt? moze opisywaé ruch ciala rzuconego pionowo

w dot z wysokosci h nad ziemia w polu grawitacyjnym.

Droga w ruchu prostoliniowym.

Droga jest dlugoscia toru (trajektorii), po jakim porusza si¢ cialo. W przypadku ruchu 1D torem tym jest
prosta, wiec droga jest dlugoscia odcinka. Rozwazmy ruch ciala po prostej wzdluz osi @ wg réwnania z(t).
Droga, jaka cialo przebedzie miedzy chwila ¢1, a to wynosi:

s=Ax =x(te) — z(t1)

Zatem w tym przypadku droga jest rowna przemieszczeniu ciala. Wazne! Powyzszy wzér jest stuszny dla
przypadku ruchu prostoliniowego bez zawracania. Mozemy sobie latwo wyobrazi¢ przypadek, kiedy nasze
cialo porusza sie poczatkowo w prawo osi x, hamuje, w pewnym momencie si¢ zatrzymuje, zawraca i porusza w
kierunku poczatku osi. Gdy dotrze z powrotem do polozenia x = 0, jego przemieszczenie jest 0, ale przeciez w
miedzyczasie pokonato ile§ metréw. Przypadek taki obrazuje np. ruch o réwnaniu x(t) = 20t — 5t2. Cialo osiaga
najwieksza odleglo$é po dodatniej stronie osi x dla chwili ¢; = 2 8 (Zmar = 2(t1) = 20 m, oczywiscie warunek

d .
na t; jest nastepujacy: d—f = v(t1) = 0). Po czasie to = 2t; = 4 s dociera z powrotem do miejsca startu. Zeby
t

znalez¢ droge na podstawie réwnania polozenia musimy podzieli¢ ruch na etapy: do osiggniecia .4, = 20 m,
oraz ruch od momentu zawrécenia. W tym drugim etapie réwnanie ruchu jest nastepujace: z’(t) = 5t (ciato
nadal ma przyspieszenie, tym razem liczymy polozenie od punktu ., w kierunku ruchu ciata, a wiec do
miejsca x = 0; czyli 2’ = 0 w punkcie & = Z;,4,; podobnie czas zaczynamy liczy¢ od t;). Droga pokonana przez
cialo np. po t3 = 1,51 = 3 s wynosi wéwezas s = x(t1) + 2’ (t3 — t1) = Tmae + 2/(0,5¢1) =25+5-1 =30 m. To

2
Wygodnie jest czasem zapisaé¢ réwnanie drogi (wzér na droge w funkcji czasu), choé jest to tatwe tylko dla ruchu
jednostajnie zmiennego prostoliniowego. Ogdlne réwnanie jest nastepujace:

1
z kolei sprowadza si¢ do: 8 = X pas + | — 5t2|, czyli ogdlniej: s = Tpax + ‘at2 )

1
s(t) =wvo £ §at2

Przyjmujemy taka konwencje: jesli ruch jest przyépieszony, to znaki przy vp i a sa zgodne (dodatnie); jezeli
ruch jest op6Zniony, to przeciwne (najczesciej: dodatni przy vg i ujemny przy a). Musimy wiec napisa¢ osobne
réwnania drogi dla kazdego rodzaju ruchu. W przykladzie omawianym przed chwilg bedzie: w pierwszym etapie
s(t) = 20t — 52, w drugim etapie: s'(t) = 5t2.

Wréémy jeszcze do przypadku ruchu prostoliniowego bez zawracania. Niech nasz ruch bedzie nawet niejed-
nostajnie zmienny. Zgodnie z wczedniejszym mozemy droge obliczy¢é wprost z predkosci:

— /v(t)dt

Mozemy zauwazy¢, ze powyzsza réznica realizuje definicje calki oznaczonej w granicach od t; do to (réznica
wartosci funkcji pierwotnej w gérnej i dolnej granicy). Zatem mozemy w zwartej formie zapisa¢ wzér na droge w
ruchu prostoliniowym bez zawracania (ogélniej: bedzie to wzér na przemieszczenie) pokonana miedzy chwilami
t1 ity jako calke oznaczona:

s=Ax = x(te) —z(t1) = /v(t)dt

ty

ta
s=Ax= / v(t)dt

t1

Droga w ruchu krzywoliniowym.
W ogélnym przypadku ruchu krzywoliniowego droga jest dlugoscia krzywej (np. paraboli). OdpowiedZ na



pytanie o nia nie jest latwa. Rozwazmy ruch na plaszczyZnie (z,y). Ustalimy wzér na droge w ruchu krzywoli-
niowym na plaszczyznie na 2 sposoby:

I. Motywacja fizyczna. Zgodnie z definicja predkosci, mala zmiana wektora polozenia jest réwna: d7¥ = o(¢)d¢.
Z kolei mala zmiana dlugosci toru ds moze by¢ przyblizona odcinkiem o dlugosci |dr] = |#(t)|dt. Calkowita
dhugo$éé toru w ruchu miedzy chwilg ¢t a to jest suma tych maltych przyczynkéw ds, wiec catka:

ta
6= / 15(¢)|dt
t1

|0(t)] jest wartodcia (dlugoscia) wektora predkosei w funkeji czasu.
I1. Motywacja matematyczna. Maly fragment tuku o dltugoéci ds moze by¢ przyblizony odcinkiem, bedacym
z kolei dtugoscig wektora ds o wspétrzednych (dx,dy) na plaszezyZnie. Zgodnie z tw. Pitagorasa diugo$é wektora

ds jest réwna: ds = 1/(dz)? + (dy)?. Teraz kilka przeksztalcen:

5= /ds = / V(dz)? + (dy)? = / V(dz)? + (dy)Q% = /t 2 \/ (((;th))j + ((fg)fdt =

G - [ - v

Calka ta niekoniecznie jest prosta. Nawet w przypadku prostego rzutu poziomego, gdy 9(t) = (vg, — gt) =
|T(t)| = \/vE + g?t?, calka nie jest prosta (calka z funkcji pierwiastkowej). Zwréémy tez uwage, ze zgodnie z
interpretacja graficzna calki oznaczonej, droge mozemy policzy¢ jako pole pod wykresem funkcji |0(t)| (wartosci
predkosci od czasu). Korzystaliémy z tego faktu w ostatnim zadaniu z Zestawu 1 i jeszcze skorzystamy.




