ZESTAW 1
MECHANIKA F1IS-FT-1 S1

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#m_ft
Tematyka: wprowadzenie matematyczne: uktady réwnan, wektory, pochodne, catki.

Prosze sie zapoznaé z materialami wprowadzajacymi do tematyki na bardzo podstawowym poziomie: link
oraz link

1.

10.

Rozwiaz uklady réwnan dwéch lub trzech zmiennych. Uwaga. W przykladach ¢) i g) niewiadomymi sq r, ¢, ¥,
natomiast x,y, z sq znane.
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3$—y:4 3y—2$=8 y=rsinp y—2:$+1
2 = 2 f T = 1 Cos psin Ta =3 —4b
e){ gxt%i% f){ ;Li_lélf:?iy ! g) y = rsinsind h) 2¢ =4b —5¢c+ 1
a Y - z =rcost a=245¢c

Mamy trzy wektory @ = [0, —3,1], b= [1,2,—1], ¢ = [-2,2,6]. SprawdZ, czy sa wsrdéd nich pary wektordw

prostopadtych. Znajdz iloczyn wektorowy @ x b. Oblicz iloczyn mieszany ¢ o (@ X b)

Prosze wykazaé, ze objetos¢ graniastostupa zbudowanego przez trzy wektory jest dana przez ich iloczyn mie-
szany.

Znajdz pary wektoréw prostopadlych sposréd tréjki: @ = [1,0, —3], b= [4,-2,2], ¢ = [3,2,1]. Jakie sa ka-
ty pomiedzy wszystkimi parami wektoréw? Ile wynosi objetosé graniastostupa zbudowanego przez te wektory.

[HRW Z.34/3] W réwnaniu F =q0x B przyjmij ¢ =2, 7= 2i+4j + 6k i F = 4i — 20j + mk (w umow-
nych jednostkach). (7) Ile wynosi stata m? (ii) Ile wynosi wektor B, wyrazony przez wektory jednostkowe,
jedli B, = B,?

[HRW Z.23/3] Udowodnij, ze jesli suma dwdch wektoréw jest prostopadla do ich réznicy, to musza one mieé
jednakowa dlugoscé.

[Wolny 1.1.2.] Udowodnij, ze jesli dlugo$é sumy wektoréw jest réwna diugosci ich rézmicy, to wektory te
musza by¢ prostopadte.

[HRW Z.25/3] Dwa wektory, ktérych dlugosci wynosza a i b, tworza ze soba kat 0, gdy ich poczatki znajduja
sie w jednym punkcie. Wyznaczajac ich skladowe w prostokatnym uktadzie wspoélrzednych udowodnij, ze

suma 7 tych wektoréw ma dlugos¢:
r=\a2+b+2d0b

Uzyj danych z zadania |2, aby znalez¢ dtugo$é r wektora 7= a + b (do obliczen wykorzystaj kalkulator, nie
zapisujac zadnych danych na kartce/tablicy). Nastepnie, JEDNYM rachunkiem na kalkulatorze potwierdz
ten wynik, korzystajac ze wzoru z zadania [§

Korzystajac z definicji pochodnej oblicz pochodng funkcji:
a) f(z) = 22 b) f(z) =sinz c) f(x) =1/ d) g(z) = cosz


http://galaxy.agh.edu.pl/~strzalka/#dydaktyka#m_ft
http://galaxy.agh.edu.pl/~strzalka/files/const/Skrypt_Wprowadzenie_matematyczne.pdf
http://galaxy.agh.edu.pl/~strzalka/files/abecadlo/abc.wektory.pdf
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Korzystajac ze wzoréw na pochodne funkcji podstawowych (patrz materialy dostepne pod linkiem), oblicz
pochodne nastepujacych funkcji:

a) 3+a° b) Lsinz ) % d) (5 —23)?

e) 3 cos(x? — 1) f) z2e~2v" g) In L5 h) Va2 + 52 —6

Uwaga. € to funkcja eksponencjalna, czyli funkcja wykladnicza o podstawie e (niewymierna liczba e =~ 2,72
jest podstawg logarytmu naturalnego). Natomiast In x jest logarytmem naturalnym, czyli funkcjq logarytmiczng
o podstawie e (Inx = log, x)

Prosze znalezé réwnanie prostej stycznej do krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) = 3 + 222 + 2° w dwéch
przypadkach: w punkcie zo = 1 oraz punkcie zy = 0.

Uwaga. Do znalezienia wyrazu wolnego b’ w réwnaniu prostej trzeba wykorzystal fakt, zZe punkt (xo, f(x0))
nalezy zaréwno do krzywej, jaok i stycznej.

Pochodna czgsto stuzy nam do znajdowania tzw. ekstremum lokalnego funkeji (maksimum lub minimum
funkcji w pewnym zakresie dziedziny). Warunkiem koniecznym wystepowania ekstremum lokalnego jest ze-
rowanie sie pierwszej pochodnej funkcji. Z tego warunku znajdujemy wszystkie argumenty zg, dla ktérych
funkcja moze mieé¢ ekstremum (punkt xg nazywa sie w matematyce ,punktem podejrzanym o ekstremum”):

Funkcja ma ekstremum lokalne w zg <  f'(zg) =0 = 1z9=...

(a) Znajd ekstrema funkcji: f(z) = 222 + 3z + 5, g(x) = 2* — 823 + 125, g(2) = e~ (*=” (a-parametr)

(b) Moc wydzielona na oporniku R podlaczonym do zrédla napiecia o sile elektromotorycznej € i oporze
wewnetrznym r wynosi: P = (r‘iig‘)z. Traktujac moc jako funkcje oporu P(R), oblicz, dla jakiej wielko$ci
oporu R moc jest maksymalna. Ile ona wynosi?

Wierzcholek paraboli jest jej ekstremum (globalnym). Wiedzac to, oblicz wspélrzedne W (p, ¢) wierzcholka
paraboli o ogélnym réwnaniu y(x) = az? + bz + c.

Calka (wynik calkowania) jest funkcja pierwotna do funkcji danej (calkowanej). Oznacza to, ze pochodna
funkcji, bedacej wynikiem catkowania, ma by¢ funkcja pierwotna:

/f(x)dx = F(z) + C (C-stala) < f(z) = (F(z))

Korzystajac z tej definicji ,zgadnij” wynik catkowania nastepujacych funkcji:

a) 2z b) sinz, sin(wt) (w-stala, t-zmienna) c) 4x3 — 2z d) ze—*" e*) tgx

Tak jak pochodna ma interpretacje geometryczng, tak i catka (oznaczona). Pozwala ona obliczyé pole po-
wierzchni pod krzywa zdefiniowana funkcja podcatkowa f(z). Calke oznaczona w granicach (a,b) obliczamy
nastepujaco:

b
[ f@yiz = F@) = F6) - Fo

W ten sposéb mozemy np. obliczaé¢ droge przebyta przez cialo jako pole powierzchni pod zaleznoscia v(t)
albo prace jako pole powierzchni pod zaleznoscia F(x).

(a) Prosze obliczyé pole powierzchni ograniczonej parabola y = x2 i osia * w przedziale z € (0, 1).

(b) Znalezé droge, jaka przebedzie cialo poruszajace sie z predkoscia o réwnaniu v(t) = vg +at miedzy chwila
t1 =2sachwilats =55 (vp =1 m/s, a =2 m/s?).

(c) Predkosé ciala poruszajacego sie pod wplywem sily oporu proporcjonalnej do predkosci zalezy od czasu
jak v(t) = voge /7, (vg, T - stale). Prosze znalezé calkowita droge, jaka przebedzie cialo w calym ruchu
(czas biegnie od zera do nieskonczonosci).
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