Rozdzial 1

Zbiory, funkcje

W rozdziale tym Czytelnik przypomni sobie podstawowe fakty
e 0 zbiorach liczb; pozna oznaczenia: IN, Z, IR, {'itp.

e o funkcjach, ich ztozeniu i funkcjach odwrotnych,

1.1 Zbiory liczbowe

1.1.1 Liczby naturalne i zasada indukcji

Niewatpliwie ludzkos¢ od zarania dziejow postuguje sie liczbami natu-
ralnymi. Zbiér wszystkich liczb naturalnych oznaczamy przez IN. Mamy
wiec IN = {1,2,3,4,...}. Wiemy doskonale, ze liczby naturalne mozemy
dodawac¢ i mnozy¢, i ze dziatania te majg pewne wtasnosci, do ktoérych
jestedmy tak przyzwyczajeni, ze nie ma potrzeby ich omawia¢. Z innych
wtasnosci liczb naturalnych najwazniejsza jest tzw. zasada indukcji, ktora
najczesciej formutowana jest nastepujaco.

Zasada indukcji. Zakladamy, ze podzbior A zbioru IN ma
dwie wtasnosci:
1.1e A

2. Jesli liczba n € A, toiliczba (n+1) € A.
Wtedy A= N.
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Najczesciej zasada indukcji stuzy do dowodzenia, ze jakas wlasnosé za-
chodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Zbior A jest wtedy definiowany
jako zbior tych liczb naturalnych, dla ktérych zachodzi wtasnosé.

Przypomnijmy dwa wazne oznaczenia. Pierwsze z nich to silnia. Pamie-
tamy, zen!=1-2-3----- n oraz dodatkowo, ze 0! = 1. Drugie z nich to
symbol Newtona (Z) (czytamy: n po k). Pamietamy, ze:

()= s

Zgodnie z definicjg silni, (Z) ma sens o ile 0 < k < n.

n n
Symbol > aj. Symbol > a; jest skrotowym zapisem sumy
k=1 k=1
a1+ as + as + ...+ a,. Na przyktad:

1 1 1 1 1 1

—=—-+-+-++<
=k 12 3 4 5
Dos$wiadczenie wskazuje, ze stosowanie tego symbolu stwa-
rza pewne problemy. Dlatego juz na poczatku zwréémy uwage
na dwie rzeczy. Po pierwsze, ze nie ma znaczenia jak oznaczy-
my wskaznik sumowania. A zatem

n n
ap =) a
1 =1

k=
. Oba symbole oznaczaja sume perwszych n wyrazéow ciggu.
Warto takze zauwazy¢, ze

n
Z = n,
k=1

gdyz jest to suma n jedynek. Zanim osiagniemy wprawe w po-
stugiwaniu sie tym symbolem dobrze jest, w razie watpliwosci,
napisa¢ sume zaréwno z uzyciem symbolu sumy jak i bez.
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Wzér dwumianowy Newtona. Dla dowolnych liczb a,b
zachodzi wzor:

a n:n nan—kk
(a+0) kzzo(k) b

Dowéd. Zastosujemy zasade indukcji. Dla n = 1 wzor zacho-
dzi bo

1 Lo\ ik I\ 1.0 L\ o4
(a+b)zzka bzoab+1ab.
k=0

Przypu$émy zatem, ze wzor zachodzi dla wszystkich liczb na-
turalnych od 1 az do pewnego n wtacznie. Pokazemy, ze z tego
faktu wynika prawdziwos¢ wzoru takze dla n + 1. Liczymy:

n

(a+b)"" = (a+Db)(a+b)") = (a+Db) kz::O (Z) kR —

=a), (n) a" "oF b > (n) a" Fbh =
k =\

k=0
(%) _ z": (") ARk 2": (n) !
=0 \K =0 \F

Zmierimy wskaznik sumowania w drugiej sumie we wierszu ()
podstawiajac k + 1 = [. Przyjmie ona wtedy postac

wllon 4140
E n b'.
= (l _ 1)a

Zauwazmy, ze zmienity sie tez granice sumowania. Poniewaz
nie ma znaczenia jaka litera oznaczamy wskaznik sumowania,
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wroémy do litery k. Druga sume we wierszu (x) mozemy wiec
zapisa¢ w postaci:

%1 (k n 1) an—kJrlbk _ Zn: (k n 1) an—kJrlbk + bﬂ‘i’l.

k=1 k=1 -

Pierwsza sume we wierszu (%) mozemy zapisa¢ w postaci:
" o(n " o(n
Z ( )an—k+1bk _ an—|—1 Z ( )an—k+lbk
=0 \k =1 \k
Dodajac obie sumy z wiersza (x) otrzymujemy
1, ~ (7 klpk | N n k1 7k 1
an+ +Z an—+b +Z an—+b +bn+:
=1 \k =1 \k —1
n

ntl | o= (T n—k+1pk | pn+l
b b =
a +k§:1:((k) + (k B 1))a +

an—H + En: (n—l: 1) an—k—i—lbk + bn—i—l,
k=1

co mozna zapisa¢ w postaci
1
(S (n + 1) "
> a :
=0\ k

Kornczy to dowod naszego wzoru. [

1.1.2 Liczby calkowite i wymierne

Jezeli ograniczyliby$my sie do liczb naturalnych, to proste ope-
racje jak np. odejmowanie nie zawsze bytyby wykonalne. Po-
woduje to, ze prosciutkie rownanie, przyktadowo

3+x =2,



1.1. ZBIORY LICZBOWE )

sformutowane przy uzyciu liczb naturalnych nie ma rozwigza-
nia w zbiorze liczb naturalnych. Aby zaradzic tej sytuacji musi-
my rozszerzy¢ zbior liczb poprzez dodanie liczb ujemnych oraz
zera. Powstaje w ten sposob zbior liczb catkowitych Z. Ozna-
czenie pochodzi od niemieckiego stowa ,Zahl"(liczba). Mamy
wiec Z = {0,1,—-1,2,-2,3,-3,...}. W zbiorze tym mozemy
dodawac i odejmowaé liczby bez ograniczen. Podobnie jest z
mnozeniem, ale juz dzielenie nie zawsze jest wykonalne. Np.
rOwnanie

3r =2

nie ma rozwiazania bedacego liczbg catkowita. Znowu musimy
wiec rozszerzy¢ nasz zbior. Przez liczby wymierne rozumiemy

liczby postaci P gdzie obie liczby p, q sa catkowite i ponad-
q

to g # 0. Tak okreslony zbiér oznaczamy przez L). Niestety,
rOwnanie

22 =2

jest chyba najprostszym rownaniem, ktore nie ma rozwiazan
wymiernych. Fakt ten byt znany juz starozytnym Grekom. Do-
wod przdstawiony ponizej jest chyba pierwszym dowodem ,nie
wprost" w matematyce.

Twierdzenie. Liczba v/2 nie jest wymierna.

Dowé6d. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze istnieja takie

liczby naturalne p i g, ze V2 = ]—9. Mozemy ponadto zatozyé,
q

7e utamka £ nie mozna juz ,skroci¢" (tzn. podzieli¢ licznik

q
i mianownik przez te same liczbe naturalna). W przeciwnym

wypadku bowiem moglibysmy go skracac¢ tak dtugo jak bytoby
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to mozliwe. Mamy zatem
V2q = p.

Stad, podnoszac obie strony réwnania do kwadratu, otrzymu-
jemy:

2¢° = p*.
Oznacza to, ze p? jest liczba parzysta, a wiec i samo p tez musi

by¢ parzyste. Mozna je zatem zapisa¢ w postaci p = 2a dla
pewnego a € IN. Ostatnie réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

2¢% = 4p°.
Stad
q2 — 2p2

Oznacza to, ze ¢? jest liczbg parzysta, a wiec i samo g tez. Osta-
tecznie, zaréwno p jak i ¢ jest liczba parzysta, co jest sprzeczne

. . D . .
z zalozeniem, ze utamek = jest nieskracalny. A zatem nasze

q
przypuszezenie, ze /2 jest liczba wymierna doprowadzito nas
do sprzecznosci, co konczy dowdd twierdzenia. [

1.1.3 Liczby rzeczywiste i zasada cigglosci

Scista definicja liczb rzeczywistych nie jest nam do niczego
potrzebna i nie bedziemy jej przypominac, zwlaszcza, ze jest
nieco skomplikowana. W zupelnosci wystarczy, jezeli Czytelnik
ma intuicyjne wyobrazenie o liczbach rzeczywistych tzn. jesli
sczuje", ze mozna je utozsamiaé¢ z punktami prostej zwanej
,osig liczbowa". Przez o$ liczbowa rozumiemy prosta (rysuje-
my ja poziomo) wraz z dwoma wyréznionymi punktami. Je-
den z nich oznaczamy przez 0 (zero), a drugi, lezacy na prawo
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od zera, przez 1 (jeden). Punkt zero dzieli 0§ na dwie pot-
proste zwane potosiami: dodatnia i ujemng. Liczby wymierne
dodatnie utozsamiamy z punktami potosi dodatniej, a ujemne
z punktami potosi ujemnej. Oczywiscie, liczbe g (dla p, ¢ natu-
ralnych) utozsamiamy z punktem wyznaczonym nastepujaco:
wpierw odcinek 01 odktadamy p razy na potosi dodatniej, a na-
stepnie otrzymany odcinek dzielimy na q czesci. Zauwazmy, ze
nie wszystkie punkty osi sa liczbami wymiernymi. (np. jesli
zbudujemy kwadrat o boku 01, to jego przekatna ma diugosé
\/5) Liczby, ktore nie sa wymierne nazywamy niewymiernymi.

0 1
Rysunek 1.1: O$ liczbowa

Zasada cigglosci. Jezeli podzbor A zbioru IR jest ograni-
czony od gory, to istnieje kres gorny zbioru A tj. najmniejsza
liczba ograniczajaca A od gory.

Uwaga. Zauwazmy, ze zasada ciaglosci nie jest prawdziwa w
zbiorze L). Istotnie, niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb
wymiernych mniejszych od v/2. Zbior ten nie ma kresu gorne-
go, ktory bytby liczba wymierng.

1.1.4 Liczby zespolone

Niestety, nawet dysponujac liczbami rzeczywistymi ciagle ta-
two podac proste rownanie, jak np.
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ktore nie ma rozwiagzan rzeczywistych. Stad koniecznosé dal-
szego rozszerzenia zbioru liczb. Ukoronowaniem tego procesu
sa liczby zespolone, ktorych definicje odtozymy jednak na poz-
niej. Powiedzmy jedynie, ze zbior liczb zespolonych oznaczamy
przez @ (od stowa complex). !

Przedstawione powyzej krotkie zestawienie naj-
wazniejszych zbiorow liczbowych nie jest uje-
ciem historycznym. Tak naprawde, to liczby wy-
mierne pojawily sie w tym samym czasie co i
liczby naturalne, a liczby zespolone niewiele p6z-
niej jak ujemne.

1.1.5 Inne zbiory

Zanim przypomnimy definicje iloczynu kartezjanskiego zbio-
row podkreslmy wyraznie roznice miedzy zbiorem {a, b} ma-
jacym dwa elementy, a para (a,b). W parze, jeden z elemen-
tow (ten, ktory stoi na pierwszym miejscu) jest pierwszy, a
drugi jest drugi. W naszym przypadku a jest pierwszym ele-
mentem pary, a b drugim. W zbiorze {a,b} oba elementy sa
,Lrownouprawnione". W szezegolnosci {a, b} = {b, a}, ale, z re-
gulty (a,b) # (b,a). Inaczej mowiac w parze mamy ustalony
porzadek. Dla podkreslenia tego faktu mowi si¢ czasem ,para
uporzadkowana', ale nie jest to konieczne, bo ,para" z definicji
jest uporzadkowana. Podobnie definiujemy trojki, czworki, czy
ogo6lnie n-tki jako uporzadkowane zbiory o trzech, czterech czy
n elementach.

! Autor wie, ze w szkole $redniej zbiory liczb catkowitych i zespolonych sg oznaczane
na odwrot.
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Definicja. Iloczynem kartezjanskim A x B dwoch zbiorow A
i B nazywamy zbior par (a,b) gdzie a € A, natomiast b € B.

Jesli A = B to piszemy A? zamiast A x B. Podobnie definiuje-
my iloczyn kartezjanski trzech zbiorow (jako zbior trojek), czy
wiecej zbioréw. Dla nas szczegdlnie interesujace beda zbiory
IR". Dla n = 1,2,3 maja one oczywistg interpretacje geo-
metryczna. 1 tak zbior IR utozsamiamy z prosta, zbior IR* z
plaszczyzna, a zbior IR z przestrzenia.

Jesli chodzi o prosta rzeczywista to najczesciej bedziemy miec
do czynienia z przedzialami. Niech a,b beda dwoma liczbami
rzeczywitymi takimi, ze a < b. Zbior {z € R' : a < x < b}
nazywamy przedziatem domknietym i oznaczamy przez |a,b].
Zbior {x € IR' : a < & < b} nazywamy przedziatem otwartym
i oznaczamy przez (a,b). Latwo sie domysle¢ jak definiuje sie
przedzial (a,b] i [a,b). Zbior {x € IR' : 2 > a} oznaczamy
przez [a,+00). Jest to przyktad przedziatu nieskoniczonego.
Definicje pozostalych przedzialow pozostawiamy Czytelniko-
wi. Korzystajac z dopiero co wprowadzonych oznaczen zbior
IR piszemy czasem jako (—oo, +00).

Na zakoriczenie przypomnijmy oznaczenia stosowane na kre-
sy, dolny i gorny, zbioru A C IR: inf A, sup A.
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Teorie aksjomatyczne. Warto w tym miejscu
powiedzie¢ dwa stowa o tym jak formalnie rzecz
biorac powinna wyglada¢ teoria. Otoz zaczy-
namy od pewnych pojeé pierwotnych, ktorych
nie definiujemy oraz od pewnych zwiazkow mie-
dzy nimi, ktére uznajemy za prawdziwe z gory
tzn. bez dowodu. Sa to tzw. aksjomaty. Teoria
sa wszystkie twierdzenia, czyli zdania, ktorych
prawdziwos¢ wynika z przyjetych aksjomatow
i zasad logiki. Przyktadowo, dla nas zasada in-
dukcji oraz zasada ciggtosci sa aksjomatami.

1.2 Funkcje

Oznaczenie
f:A— B

mowi, ze funkcja f kazdemu elementowi zbioru A przypo-
rzadkowuje jeden (i tylko jeden) element zbioru B. Piszemy
tez czasem

f:A>x— f(z) € B;

Zbior A nazywamy dziedzing funkcji f, a zbior B — przeciw-
dziedzing. Zbiory te stanowia czesé definicji funkcji na row-
nych prawach z ,przepisem" na przyporzadkowanie f. Jezeli
mowimy, ze mamy dang funkcje, oznacza to, ze wiemy jaka
jest jej dziedzina, wiemy jak dla kazdego elementu z dziedziny
obliczy¢ wartos¢ i wreszcie wiemy w jakim zbiorze te wartosé
umieszczamy.
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Zauwazmy, ze popularne zadania w stylu
znajdz dziedzine funkeji f" formalnie rzecz bio-
rac sa bez sensu. Jesli bowiem mamy dang funk-
cje, to mamy tez jej dziedzine i nie mamy nic
do szukania. W zadaniach tych mamy podang
nie tyle funkcje co ,przepis" i chodzi o znale-
zienie najwiekszego mozliwie zbioru, do ktérego
ten przepis mozna by zastosowaé (por. takze na-
stepna uwage na marginesie).

Przyklady:
1.
xr gdy z>0
f(x)—{ —z gdy <0
2.
1 gdy x>0
sgn(z) =4 0 gdy =0
—1 gdy <0

f(A)={y € B:y= f(x) dla pewnego = € A}

Zbior ten nazywamy zbiorem wartosci funkeji f

Definicja.

Funkcje f : A — B nazywamy "na (zbior)" (suriekcjq),
jezeli f(A) = B.

Funkcje f : A — B nazywamy rdznowarto$ciowq (iniek-
cja), jezeli dla x1,xo € A, x1 # 1o mamy f(z9) # f(22)

Funkcje f : A — B nazywamy bijekcjq jesli jest roznowarto-
Sciowa i odwzorowuje A na B (czyli jest jednoczesnie suriekcja
i iniekcja).
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1.2.1 Funkcje i r6wnania

Jak wiadomo, bardzo duzo czasu w matematyce poswieca sie
na rozwigzywanie rownan. Ogolna postac¢ rownania jest naste-

pujaca:

gdzie dana jest funkcja f oraz ,prawa strona'" y, a szukamy x.
Podstawowe pytania dotycza istnienia i jednoznacznosci roz-
wigzan réwnania i brzmia: czy rownanie ma rozwigzanie? czy
moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie? Odpowiedzi na te py-
tania sg Scisle zwigzane z wlasnosciami funkji f. I tak fakt,
ze [ jest suriekcja jest rownowazny temu, ze dla kazdej pra-
wej strony y € B rownanie (x) ma rozwiazanie. Z kolei fakt,
ze f jest iniekcja jest rownowazny temu, ze dla kazdej prawej
strony y € B rownanie (*) ma co najwyzej jedno rozwigzanie.
Jesli f jest bijekcja to oznacza to, ze dla kazdej prawej strony
rownanie (*) ma doktadnie jedno rozwiazanie.
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Powiedzmy sobie wyraznie, ze w dalszym ciagu
nie bedziemy zbyt rygorystycznie przestrzegac
omawianych tu zasad wystawiania sie, gdyz ina-
czej tekst statby sie mato czytelny. Nie oznacza
to bynajmniej, ze wypowiedzi nasze beda niesci-
ste. Oznacza to jedynie, ze pewne rzeczy beda
przemilczane; badz dlatego, ze sa w danym mo-
mencie nieistotne, badz dlatego, ze sa tatwe do
odgadniecia. Umawiamy si¢ w szczegdlnosci, ze
jesli mowiac o funkeji podajemy tylko przepis f
to znaczy, ze dziedzing funkcji jest najwickszy
zbior jaki sie na to nadaje, a zbior wartosci za-
warty jest w IR. Przyktadowo, méwiac o funkcji
f(z) = 2*> mamy na mysli, ze f : R' — IR,
natomiest wyrazenie funkcja g(x) = /1 — x?
oznacza funkcje g : [—1,1] — IR.

1.2.2 Skladanie funkcji. Funkcja odwrotna

Podstawowsg operacja jaka mozna wykonywaé na funkcjach jest
ich sktadanie. Dwa przyktady powinny przypomnieé¢ Czytelni-
kowi o co tu chodzi.

sin ()?

IR IR R

sin” x ()? sin x sin

IR IR
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Jezeli f : A+ B jest bijekcja, to mozna wowczas zdefiniowac
funkcje g : B — A nastepujaco:
g(y) =z wtedy i tylko wtedy f(z) =y.
Funkcje g nazywamy funkcjqg odwrotng do f i oznaczamy

f~1. Zauwazmy, ze funkcja odwrotng do f~! jest funkcja f.
Mamy wiec (f~1) ™! = f. Wprost z definicji mamy:

foft=idy oraz flof=idy
Z trzech funkcji omawianych wyzej o przepisie y = f(x) =

22 jedynie funkcja f : [0, +00) + [0, +00) jest bijekcja. Funk-
cja odwrotna do niej to nic innego jak pierwiastek kwadratowy.

O pierwiastkach w ogole. Z pierwiastkami sg
ktopoty. Po pierwsze biora sie one stad, ze stowa
Jpierwiastek" uzywa sie w roznych znaczeniach.
Jednym z nich jest pierwiastek z liczby. Pamie-
tamy ze szkoly, ze ,pierwiastkiem kwadratowym
z liczby dodatniej b nazywamy taka liczbe a, ze
a? = b" oraz oznaczenie vb. W tym sensie pier-
wiastek jest wiec funkcja. Inacze]

V & 10,+00) = [0, +00).

A zatem pierwiastek z czterech wynosi dwa. Sto-
wo pierwiastek moze takze oznaczaé pierwiastek
rownania. Mowimy przyktadowo, ze rownanie

2 =4

ma dwa pierwiastki, 2 oraz -2. Liczba -2 nie jest
jednak pierwiastkiem z czterech.
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1.2.3 Funkcje cyklometryczne.

Zacznijmy od definicji funkcji arcus sinus. Funkcja sinus roz-
patrywana na calym zbiorze IR czyli sin : IR' — IR nie jest
oczywiscie bijekcja. Jezeli jednak zawezimy dziedzine do prze-
dziatu [—7 /2, 7 /2], a przeciwdziedzine do zbioru wartosci czyli
do przedziatu [—1, 1], to tak okreslona funkcja juz jest bijekcja.
Funkcje odwrotna do niej nazywamy arcus sinus i oznaczamy
arc sin. Mamy wiec:

arc sin : [—1,1] — [—7/2,7/2]

Podobnie definiujemy trzy inne funkcje, ktore wszystkie na-
zywamy funkcjami cyklometrycznymi. A zatem:

Arc cos jest funkcja odwrotna do funkcji cos : [0, 7] —
[—1,1].

Arc tg jest funkcja odwrotna do funkeji cos : [—7/2, 7/2] —
R.

Arc ctg jest funkcja odwrotng do funkeji cos : [0, 7] — IR.



16 ROZDZIAL 1. ZBIORY, FUNKCJE
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Rysunek 1.2: Trzy rézne funkcje, cho¢ ten sam przepis
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7

Rysunek 1.3: Wykresy/funkcji flx) = 2% 1 f(2)

wzgledem prostej o réwnaniu y = x

X

\V/x sa symetryczne



