Rozdzialt 3

Rachunek rézniczkowy funkcji

jednej zmiennej

3.1 Definicja i podstawowe wzory

3.1.1 Pochodna funkcji w punkcie

Niech y = f(z) bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych okreslona na
przedziale otwartym [ i niech xg € I.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f ma pochodng w punkcie
xo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

i £ (@0 +h) = flwo)
h—0 h

Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie x.

Uwaga. lloraz wystepujacy w powyzszej definicji nazywamy ilorazem
roznicowym. Zapisujemy go czasem inaczej. Przyktadowo, podstawiajac
x = xg + h, mozemy granice z definicji zapisa¢ nastepujaco:

1o @) = flao)
r—xQ T — To

Jedli oznaczymy Ay f () — f(x),a Az = L' — 20, to granica przyjmie

1
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Lo z z
Rysunek 3.1: Wykres funkcji, siecznej i stycznej

postaé

Y
AgchEO Az’
Ax nazywamy przyrostem zmiennej x, a Ay, przyrostem zmiennej y.

Wartosé ww. granicy, czyli pochodna funkcji f w punkcie xg oznacza-

my przez f'(zg) lub %. Mozemy tez napisaé
d
o .
T = x0

Pochodna funkcji jako funkcja

Niech y = f(z) bedzie funkcja o wartodciach rzeczywistych okreslona
na przedziale otwartym I. Zalozmy, ze w kazdym punkcie przedziatu
I istnieje pochodna. Jak powiedzieliSmy wyzej, pochodna funkcji f w
danym punkcie jest liczba. Zatem wzor

I>Sz— flx) e R

definiuje nowg funkcje I — IR. Nazywamy ja pochodng funkcji f, a o sa-
mej funkeji f méwimy, ze jest rdzniczkowalna (w przedziale I).
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Rysunek 3.2: Pierwszy rysunek przedstawia wykres funkcji i stycznej do
wykresu w punkcie (1,1). Rysunek srodkowy przedstawia powiekszenie
poprzedniego (gdzie poczatek ukadu zostal przesuniety do punktu (1, 1)).
Dolny rysunek przedstawia jeszcze wicksze powigkszenie
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Pochodna a styczna

Zauwazmy (por. rys.3.1), ze tzw. sieczna, tj. prosta przechodzaca przez
punkty (x,yo) oraz (z,y) ma tangens kata nachylenia do osi x réwny
f(z) = f(xo)
r—xy
Kiedy z — ¢ 1 lim,_,, %ﬁ:éxo) = f'(zg), to styczna staje sie
styczna, a f'(xg) jest tangensem kata nachylenia stycznej do wykresu
funkeji f w punkcie (g, yo) do osi .

Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu

Twierdzenie. Niech funkcje u i v bedg funkcjami rézniczkowalnymi
okreslonymi na przedziale I. Wtedy funkcje u+v, u—viu-v

tez sg rozniczkowalne. Jesli Vo € I, v(x) # 0 to ¥ tez jest r6z-
niczkowalna. Ponadto zachodza wzory:

(u+v) =u +

/ /
=Uu —v

Warto zapamietaé¢ osobno jeden szczegdlny przypadek. Poniewaz po-
chodng funkcji statej jest funkcja identycznie réwna zero, to ze wzoru na
pochodng iloczynu wynika, ze:
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Wzér ten, wraz ze wzorem na pochodng sumy oznacza po prostu, ze

operacja rézniczkowania jest liniowa.

3.1.2 Pochodna funkcji ztozonej

Twierdzenie. Rozwazmy dwie funkcje, z = ¢g(t); g : I — I
oraz y = f(x); f: [ — Is.

Jezeli obie one sg rozniczkowalne, to i funkcja ztozona
(fog)t); fog: I — I3 tez jest rozniczkowalna i zachodzi
WzOr:

[(fog)®)] = f'(g(t))-d'(t).

Zapiszmy jeszcze raz powyzszy wzor uzywajg innych oznaczen. Mamy
wiec
df df dx
dt — da dt
v = g(t)

Najbardziej sugestywna jest nastepujaca postac¢ tego wzoru:

dy dy dx

dt — dz dt’

Nalezy pamietac, ze wyrazenie postaci % jest jednym
symbolem a nie np. ilorazem. Ostatni wzér w ramce
nie wynika wiec z tego, ze ,, dx sie skraca'. Nie zmienia
to faktu, ze dobrze sie go zapamietuje wtasnie z powodu
tego ,skracania'.
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3.1.3 Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie. Niech y = f(z); f : I — Iy bedzie funkcja
rézniczkowalng, odwracalng i niech f'(z) # 0 dla = € I.
Wtedy funkcja odwrotna f~! tez jest rézniczkowalna i za-
chodzi wzor:

Ostatni wzor piszemy tez w formie

dy _ (d )
de \dyy = y(z) )

Dowdd. (szkic) Dla uproszczenia zapisu potézmy f~' = g. A zatem,
jesliy = f(z), to x = g(y). Niech k = f(z+ h) — f(z) bedzie przyrostem
zmiennej . Wtedy

flx+h)=fle)+k=y+Ek.
Obliczajé wartoss funkcji g dla f(z + h) oraz y + k otrzymujemy, ze
h=gly+k)—gy)

Zauwazmy, ze h — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy k& — 0. A zatem

J(y) = de 9y +k) —gly h _ 1
dy k=0 k 0 g(y+k)—gly 9
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3.1.4 Pochodne znanych funkcji

= —sinx
tgx) = L gdzie
/ —1 :
ctg) = —- gdzie

a”) = (Ina)a® gdzie a>0,a # 1

log, ) = (lnla)x gdzie

(arcsinz)’ = \/11_7 gdzie

(arccosz) = ﬁ gdzie

! 1
tgh SL‘) cosh? x
I 1
Ctgh .I') sinh? x
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Dowody niektérych wzoréw

Pokazemy przyktadowo, ze (sinz) = cosz.

Niech y = sin z. Iloraz réznicowy ma pos-
tad sin(z+h)—sinz
h .
I z€ WzOoru na sinus su-
my
sin x cos h+cos x sin h—sin
h .
= sin xLS}?_l + cos :1:—5“;1}1.
Drugi sktadnik zmierza do cosx. bo limy,_ s“;Lh =1
Pierwszy skadnik przeksztatcamy do po-
.. —sin?(h) 7€ WZOru na cos 2«
stacl sin x—;
2
inh/2
. . bo 2= — 1, a
Latwo widac, ze to wyrazenie — 0, gdy h — 0. ] h/2 ’
sin(h/2) — 0.

Niech y = arcsinz. Oznacza to, ze
y = y(z) jest funkcja odwrotna do funk-
cji + = x(y) odwzorowujaca przedziat
(—m/2,7/2) na przedzial (0,1). Ponadto,

Pokazemy teraz, ze (arcsinx) =

% =cosy ijest Zdlaye (—1,1)
7 twierdzenia o r6z-
\(} niczkowaosci  funkcji
odwrotnej
dy _ 1 _ 1
dx Z—Z cosyx — siny

Przeksztatcenia z wy-
(X korzystaniem  wzoru
cosy +sin’y =1

3.1.5 Pochodna logarytmiczna

Niech f : (a,b) — IR bedzie funkcja rézniczkowalna i f(x) > 0. Wtedy
funkcja In f tez jest rézniczkowalna. Jej pochodng nazywamy pochodng
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logarytmiczng funkcji f. Zachodzi wzor:

, f@)
f(z)
Wzér ten pozwala na wyrazenie pochodnej funkcji f za pomoca jej po-

chodnej logarytmicznej, co jest przydatne w sytuacji gdy ta ostatnia jest
tatwa do obliczenia, mammy bowiem

(In f(x))

Przyktlady:

1. Dlaz > 0, niech f(z) = z* gdzie « € IR. Wtedy f'(z) = 2*(lnz®) =

*a(lnz) = z%at = az* L.

2. Dlaz > 0, niech f(x) = 2”. Wtedy f'(z) = 2 (Inz*) = 2" (zlnz) =
2®(lnx 4+ 1).

3.2 Podstawowe twierdzenia. Ekstrema

Méwimy, ze funkcja f : (a,b) — IR ma w punkcie xy € (a, b) maksimum
(lokalne) jedli istnieje takie § > 0, ze dla = € (xg — §,29 + 0) mamy
f(@) < f(wo.

Podobnie definiujemy minimum lokalne. Stowem ekstremum okreslamu
maksimum lub minimum.

Twierdzenie Fermata (o warunku koniecznym dla eks-
tremum). Jesli funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — IR ma
w punkcie ¢ € (a,b) maksimum (lub minimum) lokalne to

f'(e) = 0.

Dowéd. Przypusémy, ze w ¢ jest maksimum lokalne i rozwazmy utamek
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fle+h) = [l
- :

W pewnym otoczeniu punktu ¢ czyli w przedziale (¢ — d,c¢ + 0) dla
pewnego 9, licznik jest zawsze > 0. Caly utamek zatem jest > 0 dla h > 0
i < 0dla h < 0. Nieréwnosci te sie zachowajg gdy h — 0 , natomiast
utamek jako taki bedzie zbiezny do f'(c). Otrzymamy f’(c¢) > 0 oraz
f'(c) <0, a zatem f'(c) = 0. [ |

Twierdzenie Rolle’a. O funkcji f : [a,b] — IR zaklada-
my, ze:

1. f jest ciaglta w [a, D],

2. f jest rézniczkowalna w (a, b),

3. f(a) = f(b).
Wtedy istnieje takie ¢ € (a,b), ze f'(c) =0.

Dowdd. Poniewaz funkcja f jest ciggla, to z twierdzenia Weirestras-
sa w pewnym punkcie przyjmuje warto$¢ najwicksza, a w pewnym naj-
mniejsza. Przypusémy, ze jeden z nich (np. ten, w ktérym jest wartosé
najwieksza) lezy wewnatrz przedziatu [a, b]. Nazwijmy go ¢. W punkcie ¢
mamy oczywiscie maksimum lokalne. Na podstawie twierdzenia Fermata
f'(e) = 0.

Jesli zaréwno warto$¢ najwieksza jak i najmniejsza jest przyjmowana
na krancach przedziatu, to oznacza, ze funkcja nasza jest = const, a wiec
I’ jest réwna zero dla kazdego punktu wewnatrz przedzial [a, b]. [ |

Jednym z najwazniejszych twierdzen rachunku rézniczkowego jest niewat-
pliwie ponizsze twierdzenie zwane twierdzeniem Lagrange’a (o wartosci
Sredniej), ktérego szezegblnym przypadkiem jest dopiero co udowodnione
twierdzenie Rolle’a.

Twierdzenie Lagrang’a. Niech f : [a,b] — IR bedzie
funkcja ciagta w [a, b] i rézniczkowalna w (a,b). Wtedy ist-
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nieje takie ¢ € (a,b), ze

1) ~ f(a)

flo ==

Dowéd. Potézmy ®(z) = f(x) — f(a) — W(x —a).

Latwo wida¢, ze funkcja ® spetnia zatozenia twierdzenia Rolle’a. Niech
¢ bedzie punktem, w ktérym ®'(c) = 0. Wystarczy teraz obliczy¢ po-
chodng funkcji ®. [ |

Podobny chwyt stosuje sie przy dowodzie twierdzenia Cauchy’ego o
wartosci Sredniej, ktére jest uogélnieniem twierdzenia Lagrange’a.

Twierdzenie. Niech f, g : [a,b] — IR beda dwoma funk-
cjami ciggltymi w [a, b] 1 r6zniczkowalnymi w (a, b). Ponadto,
niech ¢'(x) # 0 w (a,b). Wtedy istnieje takie & € (a,b), ze

f'€) _ fb) = f(a)
g gb)—gla)

Dowéd. (szkic) Funkcja W(x) = f(b) — f(x) — L5=L4(g(b) — g(x))
spelia zatozenia twierdzenia Rolle’a. [ |
Uwaga. Zauwazmy, ze ktadac g(x) = x dostajemy twierdzenie poprzed-

nie.

3.3 Regula de ’Hospitala

Tzw. reguta de I'Hospitala! jest nadzwyczaj uzytecznym narzedziem w
obliczaniu granic funkcji. Stwarza jednak pewien ktopot ,dydaktyczny"
polegajacy na tym, ze jej uzycie wymaga rézniczkowania, czyli czego$ co
zgodnie z logika wyktadu omawiamy pdzniej niz zajmujemy si¢ granica-
mi. A oto omawiana reguta.

Lezyt: delopitala
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Reguta de ’Hospitala. Przypusémy, ze funkcje u = u(x)
i v = v(z) sa rézniczkowalne w otoczeniu punktu a i ponadto
v(z) i v'(x) sa rézne od 0 dla x # a. Jezeli iloraz % jest w
punkcie © = a (dopuszczamy a = 400 lub a = —o0) symbo-
lem nieoznaczonym typu o lub 2= i ponadto istnieje granica

lim,_., ,E ; to istnieje tez gramca lim,_, g g i zachodzi wzor

u(z) ~ lim u'(x)
T=a U(.’E) T=a U’(l‘)

Dowéd. Udowodnimy jedynie przypadek, gdy iloraz (( ; jest w punkcie

x = a symbolem nieoznaczonym typu %.
Stosujac twierdzenie Cauchy’ego do przedziatu [a, z] otzrymujemy

u(@) _ u(x) — u(eg) _ w(E)
o@) @) -l V()

gdzie £ € [a, x]. Zatem, dla © — a takze £ — a, co koriczy dowdd. [ |

Przyktady:

1. Zastosujmy powyzsza regute do obliczenia granicy

W +oo jest to symbol 22, a zatem rozwazmy iloraz (pochodna
licznika) /(pochodna mianownika) czyli

2x
er’

Dalej jest to symbol 2, wigc rozwazamy iloraz
2

er’
To juz nie jest symbolem 2. Licznik dazy do 2, a mianownik
do +oo. Utamek zatem dazy do zera. Na podstawie reguty de
I’Hospitala takze
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Jeszcze raz stosujac regute de I'Hospitala mamy

2

T
— — 0.
e.’E

2. Podamy jeszcze przyktad pokazujacy jak sobie radzi¢ z symbolem
1
1°°. Obliczymy lim,_,o(cosz)z.

Jest to przyktad symbolu 1°°. Potézmy f(x) = (cos [17)% i zajmijmy
sie In f. Mamy

1 1
Inf=—Incosx = M.
x x

Obliczmy stosunek pochodnych licznika i mianownika. Mamy

(In(cosz))  ——(—sinzx)

@ T

przy x —. Stad wynika, na podstawie reguty de 1'Hospitala oraz
ciagtosci logarytmu, ze f — 1.

3.4 Nieskonczenie male.

3.4.1 Nieskonczenie malte. Symbol ,,0 male"
Nieskonczenie mate

Jezeli lim, ,, f(z) = 0, to méwimy, ze (wielko$¢) f jest nieskoriczenie
maig w otoczeniu punktu a.

Uwaga. Uzywajac tej obrazowej nomenklatury nalezy zwraca¢ uwage na
dwa fakty:

e o jest zmienng,

o w otoczeniu ktorego punktu prowadzimy rozwazania.
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Poréwnywanie nieskonczenie matych

Przypusémy, ze f i g sa nieskonczenie mate w otoczeniu punktu a i g(x) #
0 dla x # 0.

Méwimy, ze nieskonczenie mata f jest rzedu wyZszego niz nieskonczenie

mata g jezeli
lim f(z) =

T—ra g x)

0

Méwimy, ze nieskonczenie mata f jest rzedu nizZszego niz nieskonczenie

mata g jezeli
)]

=a |g(x)]

Méwimy, ze nieskonczenie mata f jest tego samego rzedu co nie-
skonczenie mata g jezeli

:+OO

?) = const # 0

Méwimy, ze nieskoriczenie mate f i g sa (asymptotycznie) rownowaz-
ne, jezeli

Piszemy wtedy

Symbole ,,0"

Przypusémy, ze nieskonczenie mata f jest rzedu wyzszego niz nieskonczenie
mala g w otoczeniu punktu a. Piszemy wtedy f = o(g) (otoczeniu punktu
a). Ogolnie, dowolng nieskonczenie mata rzedu wyzszego niz g bedzimy
oznaczaé przez o(g).

Uwaga. Bardzo wygodny symbol o(g) jest jednak do$é¢ niebezpieczny w
uzyciu. Przyktadowo, jesli f = o(g) i h = o(g), to w ogdlnosci f nie jest
rowne h. Wiemy jednak, ze zachodzi nastepujaca rownowaznosc.

Fakt. Mamy dane dwie nieskonczenie mate f i g. Jezeli f ~ g, to

f—g=o(g)
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Uwaga. Czesto pomijamy wyrazenie ,w otoczeniu punktu a" jezeli wia-
domo, o ktéry punkt chodzi.

Nieskoncznie duze. Rownowaznos¢ asymptotyczna

Podobne okreslenia jak w przypadku nieskonczenie matych stosujemy tez
w przypadku nieskoriczenie duzych (tj. wielkosci dazeych do 400 c¢(lub
+00). W szczegdlnosci méwimy, ze f i g sa (asymptotycznie) réwnowazne,
jezeli

f(z)

lim ——= = 1.
r—a g(aj

Piszemy wtedy
[~y

(przy © — a)
Jak juz wiemy, wzoér Stirlinga mowi, ze

nl ~n"e "V 2mn

(dla n — o00) tzn., ze nieskoniczenie duze n! oraz n"e "/2mn sa asymp-
totycznie réwnowazne.

3.4.2 RoOzniczka

Fakt, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie a, mozemy zapisa¢ teraz
w postaci

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ o(h) gdy h — 0.

Stad, oznaczajac przyrost f(a + h) — f(a) przez Af, a przyrost h przez
Ax mamy

Af — f'(a)Az = o( Ax).

Odwzorowanie liniowe Az +— f'(a) - Az, nazywamy rézniczkq funkcji
f w punkcie a i oznaczamy przez d, f.

Zauwazmy, ze rozniczka funcji jest jednoznacznie wyznaczona przez
jej pochodna (i na odwrét). W dalszym ciagu postugujemy sie wytacznie
pojeciem pochodnej.
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3.5 Wnioski z tw. Lagrange’a

Wnhnioski z tw. Lagrange’a

1. Jesli w (a,b) pochodna f' =0, to funkcja f = const,

2. Jesli w (a,b) pochodna [ = ¢, to funkcjaf = g + const,

3. Jedli w (a, b) pochodna f’ > 0, to funkcja f jest (stabo) rosnaca, a
jesli w (a,b) pochodna f" <0, to funkcja f jest (stabo) malejaca.

4. Jesli w (a,b) pochodna f’ > 0, to funkcja f jest (Scisle) rosnaca, a
jesli w (a,b) pochodna f" < 0, to funkcja f jest (Scisle) malejaca.
Dowéd.

ad 1. Przypusémy, ze f nie jest stata. Istnieja zatem dwa rézne punk-
ty o1 1 xo takie, ze f(z1) # f(x2). Wtedy iloraz %ﬁ“) # 0. Na
podstawie twierdzenia Lagrange’a istnieje &, x1 < & < zo takie, ze
(& = % # 0, sprzecznos¢.

ad 2. Wynika z 1.

ad 3. Przypus$émy, ze f nie jest rosnaca, mimo tego, ze f' > 0. Istiejg
zatem dwa rézne punkty x; i xo takie, ze x1 < xq, ale f(x1) > f(x3). Wte-
dy iloraz % < 0. Na podstawie twierdzenia Lagrange’a istnieje &,
1 < € < x4y takie, ze f'(£) < 0, co jest sprzeczne z zalozeniem.

ad 4. Analogicznie jak w punkcie 3. [ |

Przytoczmy jeszcze tzw. nieréwnosciowq wersje twierdzenia Lagrange’a.
Dowd6d wynika natychmiast z wersji podstawowe;j.

Twierdzenie o przyrostach skonczonych. Jezeli funkcja

f jest rézniczkowalna w przedziale I, to dla dowolnych dwoch
punktéow x,y € I, (x < y), zachodzi nieréwnosé

|f(z) — f(y)] < Mz —y]

gdzie M = sup{|f'(c)| : ¢ € [x;y]}. m
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3.6 Wzor Taylora

3.6.1 Pochodne wyzszych rzedéw

Niech = f(z) bedzie funkcj rézniczkowalna w przedziale otwar-
tym I. Wtedy funkcja f’ tez jest okreSlona w przedziale I,
i jesli jest rozniczkowalna, to mozna méwi¢ o jej pochodnej
(f"). Funkcje te nazywamy pochodng drugiego rzedu (druga
pochodna) funkeji f i oznaczamy przez f” (czytamy: ef bis).
Inne oznaczenia to y” lub ZT:J;'

Podobnie definiujemy pochodne wyzszych rzedéw. Pochod-
ng rzedu trzeciego oznaczamy jeszcze przez ", ale pochodng
rzedu czwartego oznaczamy juz przez f4.

Czesto bedziemy zaktadac, ze funkcja f ma nie tylko po-
chodne do rzedu n wtacznie, ale ze ponadto, te pochodne sg
funkcjami ciagtymi. (W istocie, to dodatkowe zatozenie jest
potrzebne tylko w odniesieniu do ostatniej pochodnej czyli
) ciggloéé pozostatych wynika z faktu istnienia pochodnej
wyzszego rzedu). Méwimy wtedy, ze funkcja f jest klasy C”
(w przedziale I). Jeli f ma w I wszystkie pochodne, to jest
klasy C*°.

3.6.2 Wz6r Taylora z resztg Peana

Twierdzenie. Niech f : I — IR, gdzie I jest przedzialem
otwartym i niech x € I. Jezeli f jest funkcja klasy C" w I to
zachodzi wzor

n

Fleth) = Flebtos fla) o @)+ f ) ().
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Dowéd. Dowdd przeprowadzimy dla n = 3 majac nadzieje, ze Czytelnik
bez trudu potrafi uogélni¢ ten szczegdlny przypadek. Zgodnie z definicja
symbolu o(h™), mamy pokazaé, ze

2 3
fla+h) = fx) = () = 5 (@) = 5" ()
3
Jest to wyrazenie %, mozemy wiec zastosowaé regute de I’'Hospitala.
Roézniczkujac licznik i mianownik wzgledem h otrzymujemy

f/(ZL” + h) f/( ) 2h //( ) 3h2 f///( )
3h2
Ponownie otrzymujemy wyrazenie g
de 'Hospitala. Otrzymujemy

f”(x + h) 2']0//( ) 32h ”/(517)
6h '
Ponownie otrzymujemy wyrazenie g
de 'Hospitala. Otrzymujemy

(x4 h) — " (x)
5 .

Licznik zmierza 0 (bo funkcja f” jest ciagta, a mianownik do 6. A
zatem cale wyrazenie zmierza do zera (gdy h — 0). Na podstawie reguly
de I’'Hospitala takze wszystkie powyzsze wyrazenia tez zmierzaja do zera,
co konczy dowdd. [ |

— 0 gdy h — 0.

Y wiec jeszcze raz stosujemy regute

Y wiec jeszcze raz stosujemy regute

3.6.3 Wzor Taylora z resztg Lagrange’a

Ponizsza wersja wzoru Taylora jest uzyteczna w obliczeniach przyblizonych
wartodci funkceji f. Dowdd twierdzenia mozna znalezé np. w [1].

Twierdzenie. Niech f : I — IR, gdzie I jest przedziatem
otwartym i niech x € I. Jezeli f jest funkcja klasy C" w I to
zachodzi wzor

2 (n—1)
Flath) = (@)t i)t @)t

B (/o))
+(n — 1)!f Y(x)+R,,
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gdzie R, = 2 f")(z 4+ 6h), 0 < 6 < 1. n

Szczegdlny przypadek, gdy = = 0, jest na tyle wazny, ze nosi osobna
nazwe.

Twierdzenie. (Wzér Maclaurina) Jezeli f jest funkcja klasy
C™ w otoczeniu zera, to zachodzi wzor

X xQ
F@) = FO 4+ F O+ 044
gdzie R, = %f(”)(ﬁx), 0<6<1.

3.6.4 Zastosowania twierdzenia Taylora do obliczen
przyblizonych
Podamy tylko jeden przyktad. Ze wzoru Maclaurina, wstawiajac x = 1,

otrzymujemy

11
TR I I N
T TR P s

gdzie 1 < €’ < 3.

W szczegdlnosci, dla n = 6 otrzymujemy e ~ 2, 718 (z bledem mniej-
szym niz 0, 0006).

3.6.5 Wzér Maclaurina (z reszta Peana) dla kilku
funkcji

Nalezy zna¢ na pamieé¢ tzw. rozwiniecia dla funkcji wyktadniczej, sin,
cos, In(1 + z) oraz (1 + x)°.
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2 o
ex:1+a:+5+§+---+a+o(x”)
sinx:x—i—i—zj—i—H'—i—(;ky:rll)!—l—o(x%”)
cosz =1 —§+‘j+---+ (‘;Z)! + o(z** 1)
ln(l—l-af):l—:zf-l—x;—i—i—-“—l-a:—l—o(x”)
(14x)* = 1+oz:c+(§)az2+ (g)x3+---+ (z)xmro(x”)

Dwie uwagi odnosnie powyzszych wzorow.
x2k+l

k! &
po nim o(x?*2?), zamiast spodziewanego o(z*71). Gdybyémy napisali
o(x?**1) to wzér oczywiscie dalej bytby prawdziwy, choé nieco ,,stabszy”.
Ten ,mocniejszy” wzér wynika z faktu, ze rozwiniecie w istocie jest dla
n = 2k + 2, ale wyraz z ta potega nie wystepuje we wzorze, bo pochodna
rzedu 2k + 2 jest rowna zero. Podobnie jest z rozwinieciem funkcji cos.

Uwaga. W rozwineciu funkcji sin wystepuje ,ostatni” wyraz

Uwaga. Symbol (Z‘) jest nam dobrze znany, gdy « jest liczba naturalna.
Dla dowolnego « € IR definiujemy go jako

()

ala—1)(a—=2)---(a—k+1)
k! '
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3.7 Zastosowania pochodnych

3.7.1 Ekstrema

Twierdzenie Fermata moéwi, ze jezeli funkcja rézniczkowalna f : I — IR
ma w punkcie a lezacym wewnatrz przedziatu I ekstremum, to f'(a) =
0. Zerowanie si¢ pochodnej jest zatem warunkiem koniecznym istnienia
ekstremum. Warunek ten nie jest jednak wystarczajacy, jak mozna si¢
tatwo przekonaé¢ rozwazajac funkcje y = 2 np. w przedziale [—2,2]. Jej
pochodna zeruje sie dla x = 0, 0 oczywiscie lezy wewnatrz przedziatu,
ale w punkcie tym nie ma ani maksimum, ani minimum.

Poszukujac zatem wewnatrz przedziatu punktéw, w ktorych funkcja
f ma ekstremum musimy bra¢ pod uwage punkty, w ktorych pochodna
f sie zeruje, zdajac sobie jednak sprawe z faktu, ze takie punkty sg
zaledwie ,podejrzane”. Aby stwierdzi¢, ze rzeczywiscie w punkcie takim
jest ekstremum musimy zrobi¢ jakis dodatkowy wysitek. Ponizsze dwa
twiedzenia daja nam do reki odpowiednie narzedzia.
Uwaga. Jesli poszukujemy ekstremum funkcji w przedziale domknigtym
[a, b], to oprocz punktéw wewnetrznych, dla ktérych f° = 0, podejrzane
sg takze konce przedziatu.

Twierdzenie. Niech f : I — IR bedzie funkcja réznicz-
kowalng. Zatézmy, ze I jest przedzialem otwartym i niech
a€cl

1.Jesli f'(a) =01 f'(x) < 0dlaz < aoraz f'(x) >0 dla
x > a, to w a jest minimum lokalne.

2. Jedli f'(a) =01 f'(x) > 0dlax <aoraz f'(x) <0 dla
x > a, to w a jest maksimum lokalne.

Dowdéd. Dowdd twierdzenia jest niemal oczywisty. Przyktadowo (w 1),
z zatozen wynika, ze funkcja maleje na lewo od a, a ro$nie na prawo od
a. Stad teza. [ |

Twierdzenie. Niech f : I — IR bedzie funkcjg klasy C2.
Zatozmy, ze I jest przedziatem otwartym i niech a € I.
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1. Jesli f'(a) = 01 f"(a) > 0, to w punkcie a jest minimum
lokalne.

2. Jesli f'(a) = 01 f"(a) < 0, to w a jest maksimum
lokalne.

Dowéd. Dowiedziemy 1. Z twierdzenia Taylora (z reszta Peana), pa-
mietajac, ze f'(a) = 0, mamy

fla+h)—f(a) = fﬁéa)}ﬂ +o(h?) = (fﬁz(a) + O(:Q )> h2.

Dla dostatecznie matych |h| prawa strona jest dodatnia (bo f” jest
ciagla). A zatem i lewa strona jest dodatnia w pewnym otoczeniu a, co
konczy dowdd. [ |

Przyktady:
1. Przypusémy, ze chcemy znalezé najmniejsza i najwicksza wartoscé
funkcji f(x) = (6 — 2z)?z w przedziale [0, 3].
Zacznijmy od obliczenia warto$ci na krancach przedziatu.
Mamy: f(0) =0 oraz f(3) = 0.

Zmajdziemy teraz punkty ,podejrzane” wewnatrz przedziatu. Ma-
my

f(z) = 2(6—22)(—2)2+(6—22)* = (6—22)(6—6x) = 12(3—z)(1—x).

A zatem f' = 0dlax = 3 oraz x = 1, ale tylko x = 1 lezy wewnatrz
interesujacego nas przedziahu.

Musimy teraz sprawdzi¢ czy w punkcie x = 1 mamy ekstremaum.

Sposdéb 1. Badamy znak I pochodnej w otoczeniu x = 1, co jest o
tyle tatwe, ze wykresem funkcji f’ jest parabola. Stwierdzamy wiec
natychmiast, ze f’ jest dodatnia na lewo od x = 1, a ujemna na
prawo. Funkcja f ma wiec w x = 1 maksimum lokalne. Poniewaz
warto$¢ f(1) = 16, to jest to takze warto$¢ najwieksza w catym
przedziale, bo w innych podejrzanych punktach funkcja sie zeruje.
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Sposéb I1. Badamy znak II pochodnej w punkcie x = 1.

Mamy f”(x) = 24(x — 2). Stad f”(1) = —24. Funkcja f ma wiec w
x = 1 maksimum lokalne.

Sposéb II1. Zauwazmy, ze w tym przypadku w ogdle nie musimy
stosowaé zadnego z ww. sposobéw. Skoro f zeruje sie na krancach
przedziatu, a wewnatrz jest dodatnia (co widad!), a ponadto tylko
jeden punkt wewnatrz przedziatu wchodzi w gre, to jest oczywiste,
ze w punkie tym musi by¢ maksimum.

3.7.2 Wypuklosé funkcji

Wazna cecha charakterystyczng funkcji, a doktadniej jej wykresu, jest
tzw. wypuktoéé. Jest wiele réznych definicji tego pojecia. Oto jedna z
nich, najbardziej odpowiednia dla naszych celéw.

Definicja. Niech f : I — IR bedzie funkcjg klasy C? w
przedziale otwartym I. Méwimy, ze funkcja f jest wypukia ku
dotowi w punkcie a € I, jezeli w pewnym otoczeniu punktu a,
wykres funkcji f lezy powyzej wykresu stycznej do wykresu

w punkcie a.

Moéwimy, ze funkcja f jest wypukia ku gorze w punkcie
a € I, jezeli w pewnym otoczeniu punktu a, wykres funkcji
f lezy ponizej wykresu stycznej do wykresu w punkcie a.

Zalozenie, ze f jest klasy C? w przedziale otwartym I nie jest ko-
nieczne aby postawi¢ powyzsza definicje, ale jest przydatne w ponizszym
kryterium.

Twierdzenie. Niech f : I — IR bedzie funkcjg klasy C? w
przedziale otwartym [ i niech a € I.
Jesli f”(a) > 0, to jest wypukta ku dotowi w punkcie a.
Jesli f"(a) < 0, to jest wypukta ku gorze w punkcie a.
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Dowadd.
Przypusémy, ze f”(a) > 0. Ze wzory Taylora mamy

: f"(a) 4 2 f'(a)  o(h?))
f@+h%:ﬂ@+j%@h+2h+OM):( 5t 12 )h.

Czyli

ﬂa+m—fmy<ﬂ@h:<ﬂmf+“mvh?

2 h?

Dla dostatecznie matych |h| prawa strona jest dodatnia (bo f” jest
ciagta). A zatem i lewa strona jest dodatnia w pewnym otoczeniu a, co
oznacza, ze

fla+h) > f(a) + f'(a)h

Pamietajac, ze x = a + h dostajemy, ze f(x) > f(a) + f'(a)(z — a).
Czyli wykres f lezy powyzej wykresu funkcji f(a)+ f'(a)(z —a), bedacej
wykresem stycznej w punkcie a. [ |

Uwaga. Punkt, w ktérym zmienia si¢ wypuktosé funkcji nazywamy
punktem przegiecia. Dla funkcji klasy C2, druga pochodna jest réwna
zero w punkcie przegiecia. Wykresy funcji y = 23 oraz y = 2* éwiadcza o
tym, ze zerowanie sie f” nie jest jednak warunkiem wystarczajacym na
to, aby dany punkt byl punktem przegiecia.

Pouczajacy jest tez przyklad funkcji y = tgx w przedziale np. (—1,1).
Funkcja ta jest wypukta ku gorze na lewo od 0, wypukta ku dotowi na
prawo 0, ma zatem punkt przegiecia w 0. Jej pierwsza pochodna w zerze

wynosi 1.

3.7.3 Asymptoty wykresu funkcji; asymptota ukosna

Fakt, ze lim, ., f(z) = const oznacza, ze punkty lezace na wykresie
funkcji, dla dostatecznie duzych wartoéci x, sa dowolnie blisko prostej o
rownaniu y = const. Prostg te nazywamy asymptotq funkcji f, a doktad-
niej asymptotq poziomg.

Podobnie, fakt, ze np. lim, .+ f(z) = +00 oznacza, ze punkty lezace
na wykresie funkcji, dla wartosci x dostatecznie bliskich a (ale wiekszych
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od a), sa dowolnie blisko prostej o réwnaniu = = a. Prosta te nazywamy
asymptolq pionowq.

Ogolnie, prosta o réwnaniu y = ax + b nazwiemy asymptotq ukosnqg
funkcji f (w +00), jezeli dla dostatecznie duzych wartosci z, punkty
lezace na wykresie funkcji sa dowolnie blisko prostej.

Twierdzenie. Niech f bedzie funkcja okreslong na pewnym
przedziale postaci (g, +00). Prosta y = ax+0b jest asymptota
ukosng funkcji f (w +o0) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja,
dwie granice:

lim f(z)—azx =b.

r—400

Dowéd. Jest niemal oczywisty. Zalézmy wpierw, ze prosta y = ax + b
jest asymptotg ukosng funkcji f. Oznacza to, ze

lim (f(z) —az —b) =0.

T—+00

Wtedy tym bardziej

lim f(z) —axr—10

r—r+00 x

Czyli limx_&m(@ —a) =0.

Na odwrot, przypusémy, ze istniejg obie ww. granice. Pierwsza z nich
musi istnie¢, aby istniata druga. Istnienie drugiej oznacza, ze prosta jest
asymptota. |

=0, box — +o0.

Moze sie zdarzy¢, ze istnieje pierwsza granica, a druga nie. Wtedy funkcja
nie ma asymptoty, jednak istnienie pierwszej granicy co$ jednak mowi o
zachowaniu funcji w nieskonczonosci.

Przyklady:
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1. Rozwazmy funkcje f(z) = z+ w przedziale (0, +00). Latwo widad,
V1S
lim f(z) = o0,

z—0t

a zatem f ma w 0 (z prawej strony) asymptote pionowa o réwnaniu
x = 0. Zbadajmy teraz zachowanie f gdy z — +o00. Mamy

lim /() = lim 1+ —==1

r—+o00 T—r+00 x

oraz )
A f@) me= Im =0

A zatem prosta o réwnaniu y = x jest asymptota f w +oo.

2. Niech f(z) = z + sinz. Latwo widaé, ze lim, @ =1, czyli

pierwsza granica istnieje, ale lim,_, ;o f(x)—z = lim,_, ., sin z nie
istnieje. Funkcja nie ma wigc asymptoty. Wykres funnkeji f(x),
mimo, ze nie zbliza sie dowolnie blisko do prostej y = z, to jednak
pozstaje w jej poblizu; waha si¢ miedzy prostymi y = x+ 11y =
r—1.

3.7.4 Badanie funkcji. Wykresy

Przez badanie funkcji rozumiemy badanie réznych aspektéw, ktére maja
na celu w miare doktadne okreslenie przebiegu funkcji i pozwalajace na
w miare doktadne naszkicowanie jej wykresu. Warto to robi¢ w sposob
systematyczny, np. wg schematu, ktéry przedstawiamy ponizej.

Schemat badania funkcji w trzech etapach.

Etap I. Jezeli znamy jedynie ,przepis na funkcje” czyli wyrazenie y =
f(z), to zaczynamy od sprecyzowania dziedziny funkcji. Czesto pole-
ga to na znalezieniu najwigkszego zbioru zmiennej z, aby wyrazenie f(z)
miato sens. Dziedzina funkcji z reguty jest jakis przedzial lub suma prze-
dziatéw. Kiedy wiemy juz o jaka funkcje chodzi, badamy czy funkcja nie
ma wtasnosci, ktére pozwolityby nam na ograniczenie si¢ tylko do czesci
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dziedziny. Przyktadowo, jesli funkcja jest parzysta lub nieparzysta,
to wystarczy ograniczy¢ nasze badania do x > 0, gdyz wykres dla x <0
otrzymamy przez symetrie osiowa lub srodkowa. Podobnie postepujemy,
jesli funkcja jest okresowa. Wazne informacje dotycza tez punktéw
przeciecia z osiami uktadu. Dla znalezienia punktu przeciecia z osig
y wystarczy znalezé wartosé f(0) (co czesto jest dosé tatwe), natomiast
dla znalezienia punktoéw przeciecia z osiag x nalezy rozwigza¢ réwnanie
f(z) = 0 (co czesto jest dosé trudne). Warto znalezé tez inne punkty
lezace na wykresie, zwtaszcza jesli nie sprawia to wiekszych ktopotow.

Gléwna czynnoscia na wstepnym etapie jest znalezienie wartosci
(lub granic) funkcji na krancach przedziatéw dziedziny. Chodzi tu w
szczegblnosei o granice w +o00 1 400 (jesli dziedzina obejmuje przedzia-
ly nieskoniczone), a takze lim, .+ f(z) oraz lim, ,,- f(x), jesli f jest
okreslona w otoczeniu a, ale z wyjatkiem samego a.

Zauwazmy, ze obliczajac wskazane wyzej granice znajdziemy asymp-
toty poziome i pionowe funkcji (o ile istnieja). Mozna takze, juz na
tym etapie, sprawdzi¢, czy funkcja ma asymptote ukos$ng. (Ta czyn-
no$¢ czasami jest wykonywana na koncu procesu.)

Na koncu etapu I warto juz naszkicowaé¢ wstepny wykres funkcji,
ktory nastepnie bedzie precyzowany i korygowany po kolejnych etapach.

Etap II. Etap ten polega na obliczeniu f’, a nastepnie wyznaczeniu
punktéw dla ktérych f/'(x) = 0 oraz przedziatéow gdzie f’ jest wieksza
lub mniejsza od zera. Po tym etapie powinni$my wiedzie¢ gdzie funkcja
jest rosngca, gdzie malejgca, gdzie ma ekstrema i jakie.

Etap III. Etap ten polega na obliczeniu f”, a nastepnie wyznaczeniu
punktow dla ktérych f”(x) = 0 oraz przedziatéow gdzie f” jest wieksza
lub mniejsza od zera. Po tym etapie powinnidmy wiedzie¢ gdzie funkcja
jest wypukta ku dotowi, gdzie wypukla ku goérze, gdzie ma punkty
przegiecia.
Przyktlady:

1. Naszkicowaé¢ wykres funkcji
1
f(z) = g(x?’ — 62° + 9z).

Bedziemy postepowac zgodnie z opisanym wyzej schematem.
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Whpierw ustalamy wiec, ze dziedzing funkcji jest cate IR, czyli prze-
dzial (—o0, +00).

Funkcja jest wielomianem trzeciego stopnia, nie jest wigc ani okre-
sowa, ani parzysta. Wida¢ tez od razu, ze nie jest nieparzysta.

Warto$¢ w punkcie 0 wynosi 0, a punkty przeciecia z osia x sa
pierwiastkami réwnania

3 — 6x% + 9z = 0.

Bez trudu znajdujemy te pierwiastki, gdyz
2% — 627 + 92 = x(x — 3)?).
Mamy zatem z; = 0, xo = 3 (pierwiastek podwdjny).

Na krancach przedziatu obliczamy granice:

lim =400, lim = —oc.
T—r+00 T——00
Funkcja nie ma wiec ani asymptot poziomych, ani pionowych. Nie
ma tez asymptoty ukos$nej, bo wyrazenie @ jest asyptotycznie

7z . 2 7’ . .
réwnowazne z % (zaréwno w +oo, jak i w —o0).

Zauwazmy ponadto, ze tatwo mozemy stwierdzi¢, gdzie nasza funk-
cja jest dodatnia, a gdzie ujemna (z postaci iloczynowej znalezionej
przy okazji szukania pierwiastkow.) Wiemy wiec, ze f(x) > 0 wte-
dy i tylko wtedy, gdy = € (0,3) U (3, +00).

Z tego wynika, ze gdzie$ miedzy 0 a 3 funkcja ma maksimum lo-
kalne, a w 3 jest z pewno$cig minimum lokalne.

Na podstawie tych informacji warto narysowa¢ wstepng wersje wy-
kresu.

Przystepujemy do etapu drugiego czyli do badanie pierwszej po-
chodnej. Mamy
1
fl(x) = §(3x2 —1204+9) =2 —4r+3=(z — 1)(z — 3).

Mamy wiec f'(z) = 0 dla x = 1 oraz = = 3, f'(z) > 0 dla
x € (—o0,1) U (3,400) oraz f'(z) < 0 dla = € (0,3). A za-
tem, patrzac od lewej, funkcja rosnie w przedziale (—oo,1), w 1
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ma maksimum lokalne (co potwierdza nasze wczesniejsze wnioski),
nastepnie maleje w przedziale (1, 3) (osiagajac w 3 minimum lokal-
ne), a na prawo od 3 juz tylko roénie. Obliczamy f(1) = 5. To, ze
f(3) =0 juz wiemy.

Na podstawie tych kolejnych informacji warto poprawi¢ wstepna
wersje wykresu. Zauwazmy, ze nasza funkcja jest z pewnoscig wy-
pukta ku gérze w 1 oraz wypukta ku dotowi w 3. Gdzie$ miedzy

1 a 3 funkcja ma punkt przegiecia. Znajdziemy go na etapie III
badajac f”.

Mamy f"(z) =2z — 4 =2(z — 2).

A zatem istotnie, w punkcie 2 funkcja ma punkt przegiecia. Na
lewo od 2 jest wypukla ku gorze, na prawo od 2 jest wypukta du
dotowi. Wartos¢ funkcji w punkcie x = 2 wynosi %

Wykres funkcji zawiera rysunek 3.3.

2. Naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) =z + %
Ustalamy, ze dziedzina funkeji jest zbiér IR\{0}, czyli zbiér (—oo, 0)U
(0, +00).
Latwo wida¢, ze funkcja f nieparzysta, wiec ograniczymy sie tylko
do przedziatu (0, 400).

Wykres funkcji nie przecina osi uktadu; dla x = 0 funkcja nie jest
okreslona; nie przecina tez osi x, bo rownanie x +% = 0 nie ma roz-
wigzania. Wartosci funkcji w rozwazanym przedziale sa dodatnie.

Na krancach przedziatu (0, +00) obliczamy granice:

lim = +o00, lim = 400
z—0t T—+00

Funkcja ma wigc asymptote pionowa o rownaniu x = 0. Sprawdza-
my, czy ma asymptote ukosng. Obliczamy

: x . 1
lim —* = lim (1—1—;):1

r—+00 T—>+00

oraz
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A zatem funkcja ma asymptote uko$ng o réwnaniu y = x.

Na podstawie tych informacji warto narysowa¢ wstepna wersje wy-
kresu.

Przystepujemy do etapu drugiego czyli do badanie pierwszej po-
chodnej. Mamy

1 21

fla)=1-—="——

2 2

W interesujacym nas przedziale f'(z) = 0 tylko dla x = 1. Ponad-
to, f'(x) < 0 dlaxz € (0,1) oraz f'(x) > 0 dla z € (1,400). A
zatem, patrzac od lewej, funkcja maleje w przedziale (0,1), w 1 ma
minimum lokalne (= 2), a nastepnie ro$nie w przedziale (1, +00).

Wreszcie, mamy f”(z) = %. Funkcja w badanym przedziale jest
caty czas wypukta du dotowi.

Wykres funkcji przedstawia rysunek 3.4.

3. Dalsze przyktady mozna znalezé m.in. w ksiazkach [1] lub [2], a
takze w internecie.




3.7. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH
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Rysunek 3.3: Wykres funkcji y = f(z) =

1
3

(23 = 62* + 9x)
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Rysunek 3.4: Wykres funkeji f(z) = o + 1 w przedziale (0,+00) i jej
asymptota uko$na
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