Rozdziat 1

Granice i cigglosé

W rozdziale tym Czytelnik w dalszym ciagu bedzie miat do
czynienia z materialem szkoty Sredniej, ale pozna tez pare
nowych faktow. Oto plan:

« Ciagi liczbowe i ich zbieznos¢. Tu poznamy jedna z naj-
wazniejszych liczb w analizie.

« Nastepnie przeniesiemy pojecia granicy na funkcje.

o Omoéwimy najwazniejsze wtasnosci funkceji ciagltych

1.1 Ciagi liczbowe

Ciag liczbowy a, jest niczym innym jak odwzorowaniem zbioru liczb
naturalnych IN w zbior liczb rzeczywistych, czyli a : IN — IR. Wartos¢ tej
funkeji w punkcie n, czyli n-ty wyraz ciagu, zamiast a(n) zapisujemy jako
a,. Z reguty, do geometrycznego przedstawienia ciggu uzywamy jednej
osi, traktujac go jako ,zbior" punktow; stad czesto ciag zapisujemy w
postaci {a,}. W istocie ciag to jednak co$§ wiecej niz zbiér, bo mamy
ustalong kolejnos¢ wyrazow.

Najprostszy sposéb zdefiniowania ciggu to podanie przepisu na jego

n-ty wyraz. Np. a, = #, b, =n, ¢, = (—=1)" itp. We wzorach tego typu
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czesto milczaco zakladamy, ze n € IN. Czasami podajemy kilka pierw-
szych wyrazéw ciagu, liczac na to, ze Czytelnik domysli sie jak otrzymac
pozostate wyrazy ciaggu. Np. ciag wyzej okreslony ciag a, mozna tez opi-
saé jako ciag 1, i, é, 160 - a clag ¢, jako ciag —1,1,—1,1,—1,.... Jest
oczywiste, ze ten sposob ,definiowania" jest dosy¢ niebezpieczny.

Natomiast catkowicie poprawna jest tzw. definicja rekurencyjna. Przy-
ktadowo definiujemy ciag a, nastepujaco:

pt1 = V2 + ay, ar = V2.

Nie mamy tu bezposredniego wzoru na n-ty wyraz ciggu, ale widac,
ze jest on jednoznacznie okreslony, i ze jesli tylko chcemy to mozemy go
obliczy¢. Wiemy bowiem ile wynosi pierwszy wyraz, mamy wzor na drugi
wyraz w zaleznosci od pierwszego. Z tego samego wzoru obliczymy trzeci
wyraz za pomocg drugiego etc.

A oto jeszcze jeden, nieco bardziej skomplikowany, przyklad takiej
definicji. Ciag zdefiniowany nastepujaco:

Fn:Fn,1+Fn—2 dla 7’L22, F(]:l, F1:1

nazywamy ciggiem Fibonacciego.

Przez otoczenie punktu a w IR rozumiemy przedzial otwarty postaci
(a — e,a + ). Méwimy czasem, zZe jest to otoczenie e-owe lub, nieco
zargonowo, e-otoczenie.

Ponizsza definicja jest kluczowa dla analizy matematycznej.
Definicja. Méwimy, ze ciag (a,), n = 1,2, 3, ... jest zbiezny
do granicy g jezeli dla kazdgo € > 0 istnieje takie ng, ze dla
kazdego n > ng |a, — g| < e.

W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowaé gtownie ciggami zbieznymi, ale
i wérod ciggéw rozbieznych sg wazne dla nas ciggi. Mianowicie, chodzi
tu o ciggi rozbiezne do nieskonczonosci.

Definicja. Moéwimy, ze ciag (a,), n = 1,2,3,... jest roz-
biezny do 400 jezeli dla kazdgo M > 0 istnieje takie ng, ze
dla kazdego n > ng a,, > M.

Podobnie definiujemy ciagi rozbiezne do —oo. Ale pamietajmy
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Ciggi zmierzajace do plus lub mi-
nus nieskonczonosci sg ciggami roz-
bieznymi i nie majq granicy. Mo-
wimy co prawda czasem, ze cigg ta-
ki ma granice niewlasciwa, ale jest
to tylko sposéb moéwienia i nie na-
lezy sadzi¢, ze granice dziela sie na
wtasciwe i niewtasciwe czy co$ w
tym stylu.

ra a/m AY
g—¢ ' g g+Fe
Rysunek 1.1: Wyraz a,, w otoczeniu g

Seria ponizszych twierdzen wynika wprost z definicji granicy ciagu.

Twierdzenie. Ciag zbiezny ma (doktadnie) jedna granice.

Dowéd. Przypusémy, ze ciag ma dwie granice g; i g2, g1 < g2. Wezmy ¢
mniejsze niz potowa odlegtosci miedzy g1 i go,co oznacza, ze przedzialiki
(1 —e,91+¢€) i (g2 —e,92 + €) sa roztaczne. W pierwszym z nich, na
pdstawie definicji granicy, znajdujg sie prawie wszystkie wyrazy ciggu. A
zatem w drugim jest ich tylko skonczona ilosé. A zatem g, nie moze by¢
granica, sprzecznosé. [ |

Twierdzenie o zachowaniu stabej nieréwnosci. Jesli
ciag (a,) jest zbiezny do g i a, < M, to takze g < M.

Dowéd. Przypusémy, ze g > M. Niech ¢ > 0 bedzie tak male, aby
g < M —e. Wtedy prawie wszystkie wyrazy ciagu leza w przedziale (M —
e, M +¢), a wiec nie moga by¢ mniejsze lub réwne od M. Otrzymalismy
sprzecznose. [ |

Twierdzenie o trzech ciggach. Jesli zachodza nieréwnosci

ay, < bnSCn,
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a ponadto ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g,
to i ciag b, jest zbiezny do g.

Dowdéd. Wprost z definicji zbieznosci. [ |

Twierdzenie o iloczynie ciggéw ograniczonego i zbieznego
do zera. Jezeli ciag (a,) jest ograniczony a ciag (b,) jest
zbiezny do zera, to i ciag a, - b, jest zbiezny do g.

Dowd6d. Wprost z definicji zbieznosci. [ |

Twierdzenie. Ciag zbiezny jest ograniczony.

Dowdéd. Wprost z definicji zbieznosci. [ |
Ponizsze twierdzenie jest jednym z najwazniejszych w tym rozdziale.

Wynika ono z zasady ciggtosci.

Twierdzenie. Cigg rosnacy i ograniczony (od gory) jest zbiezny.

Dowdéd. Ponieawaz nasz cigg, traktowany jako zbidr, jest ograniczony od
gory, to, zgodnie z zasada ciaglodci, istnieje jego kres gorny. Oznaczmy
go przez g. Mamy wiec g = sup{a,}. Pokazmy, ze g jest takze granica
naszego ciagu. Wezmy ¢ > 0 i rozpatrzmy przedziat g — ¢, g + €. Przy-
pusémy, ze jaki§ wyraz ciagu, np. a,, nalezy do tego przedziatu. Wtedy
wszystkie wyrazy a, dla n > m neleza do tego przedziatu, bo mamy
am < a, < g. Jesli zaden z wyrazéw ciagu a, nie nalezy do naszego
przedzialu, to znaczy, ze wszystkie one sa nie wieksze niz g — ¢, czyli g
nie jest kresem goérnyme — sprzecznosé. [ |

Twierdzenie o czterech dzialaniach na granicach ciggu.
Jezeli ciag a, — a, a b, — b (przy n — o0), to ciagi
a, + b,, a, — b, oraz a, - b, tez sa zbiezne i zachodza wzory.

a, + b, — a—+Db,
a, — b, = a—0>,

anp-b, —a-b.
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Jesli ponadto b, # 01 b # 0 to cigg 3 tez jest zbiezny i

S

n

E—>

SRl IS

Twierdzenie powyzsze jest pierw-
szym 7z serii twierdzen laczacych
operacje przejscia  do granicy
z dziatlaniami arytmetycznymi.
Btednie, cho¢ czesto, wystawia sie
je np. moéwiac, ze , granica sumy
jest réwna sumie granic"'. A to nie-
prawda. Prawda jest natomiast, ze
przy pewnych zalozeniach istotnie
tak jest.

1.1.1 Symbole nieoznaczone.

Jezeli oba ciagi {a,} i {b,} sa zbiezne do zera, to z tego faktu nic nie
wynika odno$nie granicy ciagu bedacego ich ilorazem. Na przyktad, jesli
ay = % a b, = %, to cigg {’;—T:} jest zbiezny do 1/2, a ciag {Z—’;} do 2.

Jedlia, = 5 a b, = CD 4o cigg {52} jest zbiezny do zera, a ciag

1
n
{&2} jest rozbiezny.

Sytuacje te opisujemy moéwigc, ze 0 jest symbolem nieoznaczonym. Pod-
kreslmy raz jeszcze wyraznie. Nie oznacza to, ze nie potrafimy znalezé
granicy ilorazu dwdéch ciggdéw zmierzajacych do zera; oznacza to jedynie,
ze musimy zna¢ te ciagi aby te granice wyznaczy¢. Zauwazmy, ze jesli
chodzi o iloczyn dwoch ciggdéw zmierzajacych do zera, to nie musimy ich
znac, aby stwierdzi¢, ze iloczyn ten zmierza do zera. Moznaby powiedziec,
ze symbol 0 - 0 jest symbolem oznaczonym.

Symbol 0 nie jest jedynym symbolem nieoznaczonym; znamy juz ta-

00
kie jak —, 0 - 0o czy co — co. W dalszym ciggu poznamy nastepne.
00
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1.1.2 Wazne wzory.

Wazne granice. Niech liczba a > 0. Wtedy, przy n — oo

maiy
Va — 1,

Un — 1.

Zalozmy ponadto, ze a > 1. Wtedy dla kazdego k € IN
maiy
k

n
— — 0.
an

Dowéd. Latwo widaé, ze wystarczy udowodnié¢ pierwszy wzor dla a > 1.
Zapiszmy /a w postaci /a = 1+¢&,. Wystarczy pokazaé, ze ciag &, — 0.
Poniewz a > 1, to &, > 0. Ze wzoru Newtona mamy

a=(1+&)"=1+nk, +...>nk,.

Stad

a

En < —.

n

Mamy wiec

a
0<é& < —.
n

Zatem, z twierdzenia o trzech ciggach, &, — 0.

Drugi wz6r dowodzimy podobnie. Zapisujemy {/n w postaci {/n = 1+&,.
Jak poprzednio, wystarczy pokazac, ze ciag &, — 0. Wida¢, ze &, > 0.
Aby otrzymaé oszacowanie w drugg strone korzystamy ze wzoru Newto-
na. Wystarczy wypisa¢ o jeden wyraz niz poprzednio. Mamy

= (146" = 14 né, + (g)g > dnln - 1l

Stad
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. Mamy wiec
a
0<&, < —
n

i, jak wyzej, nasz wzér wynika z twierdzenia o trzech ciagach.

Takze w dowodzie trzeciego wzoru kluczowa role odgrywa wzér Newto-
na. Ponizej przedstawimy dowdd tego wzoru dla & = 2 pozostawiajac
przypadek ogélny jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Potézmy a = 1 + ¢, gdzie € > 0. Ze wzoru Newtona

(I1+e)"=14ne+ <Z>€2+ <g>52+... > (;L)eg > én(n—l)(n—Q)gS.

Zatem

2 n? n2

@ (+e)r ~ Inn—1)(n—2)

S

Ciag po prawej stronie zmierza do zera (przy n — 00), co konczy dowdd.
|

Pierwszy z powyzszych wzoréow pokazuje dobitnie, ze 1°° jest symbolem
nieoznaczonym. Istotnie, ciag /a — 1 dla kazdego a > 0, natomiast ciag
(a)™, jako ciag staly réwny a zmierza oczywiscie do a.

Twierdzenie. Ciag
(14 )
n
jest zbiezny.
Dowéd. Pokazemy, ze ciag nasz jest rosnacy i ograniczony. W tym celu
przeksztalcimy wyraz ciggu do dogodnej postaci. Znowu naszym gtow-
nym narzedziem bedzie wzor Newtona.

<1+1)n 14+ 1+ n 1+ n 1+ n n\ 1
i — n-— _ PR e -
n n 2/ n? 3/ nd nlnn

:2+n(n2!—1)nl+n(n—1)'(n—2)1_'__”_i_n(n—l.)---ll

=2 (1= ) (= (= 2 (= ) (1
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Mamy wiec
1 1 1 1 2 1 1 n—1
=24 (1= )4 (1= )1 =)o — (1= =) (1= .
n +2!( n>+3!( n)< n)+ +n!( n) ( n )

Stad, zastepujac n przez n + 1, otrzymujemy

1 1 1 1 2 1 1 n—1
a1 = 24— (1— “(1— 1— e (12 (1=
Gnt1 +2!( n+1)+3!( n+1)( n+1)+ +n!< n> ( n+1)
1 1 n
1— (1 — )
+(n—|—1)!( n—i—l) ( n+1>

Zauwazmy, ostatnia suma ma o jeden sktadnik wigcej niz suma poprzed-

nia i ze jest to sktadnik wiekszy od zera. Porownuja pozostate sktadniki

w obu sumach tatwo wida¢, ze a, 1 > a,. Nasz ciag jest zatem rosnacy.
To, ze jest ograniczony wynika z nastepujacego oszacowania.

L. +1<2+1+1+ -
3! 2 22 -1

1
ap <24+ — o +
W ostatniej sumie rozpoznajemy sume n — 1 wyrazow ciagu geometrycz-
nego. Mamy wiec
(- ()"

51— (
ap <2+ 2 : < 3.
2

Powyzsze twierdzenie nadaja sens nast@pujqcej definicji.

Definicja. Granice ciggu (1 + ) oznaczamy przez e. Lo-
garytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym
i oznaczamy przez In.

1.1.3 Podciagi.

Definicja . Niech {a,} bedzie ciagiem liczbowym. WeZzmy pod uwage
cigg liczb naturalnych

mp <mo <msz<...

Definiujemy nowy ciag {b,} ktadac:
b1 = Gy, b2 = gy, b3 = ay, ete.
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Mozna sobie wyobrazaé, ze nowy ciag powstal z ciggu
i, a2,0as, a4, ...

w ten sposob, ze ,wymazujemy' wszystkie wyrazy z wyjatkiem tych
o numerach my, my, ms, .... Tak zdefiniowany ciagg nazywamy podciggiem
ciagu {a,} i oznaczamy czesto przez {a,, }.

Twierdzenie Bolzana-Weierstrassa.! 7 kazdego ograni-
czonego ciggu liczb rzeczywistych mozna wybra¢ podcigg
zbiezny.
Dowéd. Niech {z,} bedzie ciagiem ograniczonym. Oznacza to, ze ist-
niejg dwie liczby aq, b; takie, ze a; < x,, < by dla kazdego n. Potézmy
Ty = T1.

Podzielmy przedzial [a;,b;] na dwie réwne czesci. Przynajmniej w
jednym z przedziatow

ay +by, ap+0b
a1, =1 55— ba]

jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu.

Przypuscmy, ze w lewym. Kladziemy wtedy: as = aq, bs, ‘“;rbl a T,
jest ktérymkolwiek z nieskoniczonej liczby elementéw ciagu {z,} o indek-
sie wiekszym od my lezacych w przedziale [ag, by].

Podzielmy teraz przedzial [as, bs] na dwie réwne czesci. Przynajmniej

w jednym z przedziatow

as + bo
2

as + bo
2

[a27 ]7 [ ) bQ]
jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu.

Przypusemy (dla odmiany), ze w prawym. Kladziemy wtedy: a3 =
%, bs = as a x,,, jest ktérymkolwiek z nieskoniczonej liczby elementow
ciagu {z,,} o indeksie wickszym od my lezacych w przedziale [as, bs].

Kontynuujac te konstrukcje otrzymamy ciag przedziatéw [a,, b,] oraz
podciag {z,,, } o nastepujacych wtasnosciach:

L. {zm,} € [an, by

'Bolzano (czyt: Bolcano) byl Wiochem, a Weierstrass (czyt: Wajersztras) Niemcem
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2. a1 <as <az < ...
3. b >by>b3> ...

Ciag {a,} jest wiec rosnacy i ograniczony od gory, a zatem jest
zbiezny. Podobnie, {b,}, jako ciag malejacy i ograniczony od dotu tez
jest zbiezny. Ponadto, oba ciagi zmierzaja do tej samej granicy, nazwij-
my ja g, gdyz réznica a, — b, jest dowolnie mata. W konskwencji, na
podstawie twierdzenia o trzech cigach, ciag {x,,,} tez jest zbiezny do g,
co konczy dowdd. [ |

Dos¢ oczywista jest ponizsza réwnowaznosc.
Tw. lima, = g <= kazdy podciag ciagu (a,) zmierza do g. [ ]

1.1.4 Ciag Cauchy’ego.

Definicja. Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciggiem Cauchy’ego jezeli ma
nastepujaca wiasnoscé.
Dla kazdego € > 0 istnieje takie nyg € IN, ze dla n,m > ng mamy

la, — an| < e.

Moéwiac obrazowo, ciag liczbowy (a,) jest ciagiem Cauchy’ego jesli do-
statecznie dalekie wyrazy sa dowolnie blisko siebie.

Zachodzi nastepujace wazne twierdzenie

Twierdzenie. Ciag (a,) jest ciagiem Cauchy’ego wtedy i
tylko wtedy, gdy jest zbiezny.

Dowdd. Jak zwykle, dowdd réwnowaznosci, czyli twierdzenia typu ,wte-
dy i tylko wtedy" usyskujemy dowodzac dwdch implikacji, z prawej do
lewej i na odwrdt.

(«<). Mamy pokazaé, ze ciag zbiezny (a,) jest ciagiem Cauchy’ego.
Oznaczmy przez a granice naszego ciagu. Wezmy ¢ > 0. Z definicji
zbieznosci ciagu, poczawszy od pewnego ng mamy |a, — a| < . Niech
teraz n, m > ng. Ponizsza ,sztuczka" jest bardzo czesto stosowana.

la, —a—m| =|(a,—a)+(a—a—m)| <|a,—a|+|a—an| <e+e=2e.
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Poniewaz ¢ jest dowolne (w domysle: dowolnie malte), oznacza to, ze wy-
razenie |a, — a,,| jest dowolnie mate dla dostatecznie duzych n i m.

(=). Przypusémy, ze ciag (a,) jest ciagiem Cauchy’ego. Latwo po-
kazaé (¢éwiczenie), ze (a,,) jest ciagiem ograniczonym. Na podstawie twier-
dzenia Weierstrassa ciag (a,) zawiera podciag (an, ) zbiezny. Oznaczmy
granice tego ciagu przez g. Pokazemy, ze caly ciag (a,) zmierza do g.
Wezmy ¢ > 0. Od pewnego miejsca poczawszy, |a,, — g| < 5 (z definicji
zbieznodci). Zauwazmy, ze z pewnych technicznych powodéw, ktére stana
si¢ oczywiste za chwilg, dobieramy ,,pewne miejsce’ do 5 a nie do €. Od
pewnego miejsca poczawszy, mamy takze |a,, —a,| < § (z definicji ciagu
Cauchy’ego). Jest jasne, ze od pewnego miejsca zachodza obie powyzsze
nieréwnosci (wystarczy wziaé¢ wieksze z tych dwoch ,,pewnych miejsc").
A zatem od pewnego miejsca poczawszy mamy

€

5 €.

€
|an = g1 = [(an = an,) + (an, = 9)] < lan = an, | + lan, — gl < 5+

Oznacza to, ze ciag (a,) zmierza do g. [ |

Zauwazmy, ze dzieki temu, ze dobieraliémy ,,pewne miejsca’ w sto-

sunku do § a nie do ¢, to na koncu otrzymaliSmy wyjsciowe ¢ a nie 2e.

Niektorzy uwazaja tak prowadzont dowod za bardziej elegancki.

Na zakoriczenie podrozdziatu o ciagach podamy (bez dowodu) jeszcze
jeden wzor, ktory jest czesto uzyteczny przy wyznaczaniu granic. Wzoér
Stirlinga méwi, ze dla duzych n

n! =n"e "V2mn - 0,,

gdzie 6, — 1 dla n — oo.

Przypusémy, ze mamy dane dwa ciagi (a,) i (b,) takie, ze =1
przy n — oo. Mowimy wtedy, ze ciagi te sa asymptotycznie rownowazne

i piszemy a, ~ b, (przy n — o0). Wzér Stirliga méwi zatem, ze

n

n!l ~n"e "V21n

(przy n — o0).
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1.2 Granica funkcii.

1.2.1 Granica funkcji
Definicja granicy funkcji w punkcie

Niech f : D — IR bedzie funkcja okreslona na pewnym zbiorze D C IR.
Jak moéwilidmy, najczesciej bedziemy mieli do czynienia z przedziatami,
ale nie ma potrzeby ogranicza¢ sie w definicji. Niech zy bedzie punktem
skupienia zbioru D tzn., z definicji, ze istnieje ciag x, o nastepujacych
wtasnosciach:

Ty — Tg,

Ty, F# To,

T, € D.
Zauwazmy, ze sam punkt xg nie musi naleze¢ do D.

Definicja. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xq granice
g jezeli dla kazdego ciagu x, takiego, ze x,, — xq, x, # X i
zn, € D ciag f(zn) = g.

A oto inne, réwnowazne i réownie klasyczne sformutowanie definicji
granicy funkcji w punkcie w jezyku € — 9.

Definicja. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie zy granice
g jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze jezeli
|z —xo| <4, to |f(x) —g| <e.

Przyktady:
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1. Zacznijmy od funkcji signum zdefiniowanej nastepujaco
1 gdy x>
flx)=4 0 gy 2=0

—1 gdy 2<0

Ta funkcja nie ma granicy w zerze; jesli wyrazy ciggu
, sa dodatnie (gdy np. z,, = 1, to warto$¢ wynosi 1 i
przy n — oo f(z,) — 1, jesli jednak wyrazy ciagu z,, sa
ujemne (gdy np. z, = —%, to warto$¢ wynosi -1 i przy
n — oo f(x,) = —1. A zatem nie jest prawda, ze dla
kazdego ciagu mamy te¢ sama granice.

Granice jednostronne

Przydatne jest pojecie granic jednostronnych. Podamy ponizej jedynie
definicje granicy prawostronnej w punkcie, liczac na to, ze Czytelnik sam
sformutuje wersje lewostronna.

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice prawostronng g jezeli dla
kazdego ciagu z,, takiego, ze z,, — x¢ z prawej strony (tzn., ze x, > x¢ i
z, € D clag f(zn) = g.

Twierdzenie. Funkcja f ma w punkcie xy granice wtedy i
tylko wtedy gdy f ma w punkcie xy granice prawostronng i
lewostronng i granice te sg sobie réwne.

Dowéd. Wprost z definicji granicy oraz granic jednostronnych. [ |

1.2.2 Granica niewlasciwe

Moéwimy, ze funkcja f zmierza do 400 przy x zmierzajacym do z( jezeli
dla kazdego ciagu x, takiego, ze x, — xo, T, # xo i x, € D, ciag
f(z,) = +o00. Piszemy:

rli_)rg) f(x) = +o0
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Jezeli w powyzszej definicji ograniczymy sie tylko do ciagéw zmierzajgcych
do zera z prawej strony, to bedziemy mieli do czynienia z granica jedno-
stronng. Piszemy wtedy

lim f(z) =400

z—xot

Mamy nadzieje, ze Czytelnik bez trudu potrafi powiedzie¢ co oznacza,
ze
lim f(z) =400
T—x0 "
czy tez przyktadowo, ze

Jg, (@) = o

1.2.3 Granice w +00 1 —00

Do opisu zachowania sie funkcji wygodne sa jeszcze dwa pojecia.

Méwimy, ze funkcja f zmierza do g przy = zmierzajacym do 400 jezeli
dla kazdego ciagu x,, takiego, ze x, — 400 iz, € D, ciag f(z,) — g.
Piszemy wtedy:

lim f(z) =g

T—+00

Przyktad:

1
lim — =0
T—+00
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1.3 Dzialania na granicach funkcji.

Wprost z definicji granicy funkcji wynika tw. o czterech dziataniach aryt-
metycznych na granicach funkcji. Nie bedziemy go tu formutowaé bo jest
analogiczne do odpowiedniego twierdzenia dla ciagdéw, z ktorego zreszta
tatwo wynika. Podobnie jest z twierdzewniem o trzech funkcjach.

1.4 Wazne granice.

Pokazemy, ze dla a > 0 mamy

lima® =1
x—0

Dowéd. Zalézmy wpierw, ze x > 0 i dobierzmy n tak, aby

1
n+1

<z <

S|

A zatem

"Wa < a® < {a.
JeSli © — 0 to n — +infty. Wzor wynika zatem z faktu, ze /a — 1
(a wigc i ""/a — 1) oraz z twierdzenia o trzech ciggach. Dla z < 0
zauwazmy, ze a* = a‘%ﬂ |
Podobnie, mozna pokazaé¢ (choé¢ dowéd jest nieco bardziej uciazliwy), ze
ze wzoru definiujacego liczbe e wynika, ze

1
T

3161_1;1’(1)(1—'—56) =e
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Wypiszmy dla porzadku jeszcze jedna wazng znana granice

Napiszmy ja jeszcze raz w postaci

sinl | _
e

lim 1.

—0

Uwaga. Dma przypomina¢ o fakcie, Zze moze tam sta¢ cokolwiek, byle
zmierzato do zera.

Wyprowadzenie wzoru mozna znalez¢ np. w ksigzce F. Leji, Rachunek
rozniczkowy i catkowy, ... .

1.5 Ciagtosé.
1.5.1 Definicja

Ciagglo$¢ w punkcie

Rozwazamy funkcje f : D — IR, gdzie D C IR. Mowimy, ze funkcja f
jest ciagta w punkcie a jezeli spelnione sg nastepujace trzy warunki:

e Punkt a nalezy do dziedziny D
e istnieje granica lim,_,, f(x)
o lim,, f(2) = f(a).

A oto inne, réwnowazne i rownie klasyczne sformulowanie definicji
ciaglosci funkcji w punkcie xg w jezyku € — 9.
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Definicja. Mowimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie x
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze jezeli |z —xg| <

9, to |f(x) — f(z)] < e.

Twierdzenia o czterech dziataniach na funkcjach ciggtych w danym
ounkcie sa tatwe do sformutowania i wynikaja z odpowiednich twierdzen
dotyczacych granic.

Ciaglos¢ funkcji

Rozwazamy funkcje f : D +— IR, gdzie D C IR. Méwimy, ze funkcja f
jest ciggla, jezeli jest cigglta w kazdym punkcie swojej dziedziny D.
Uwaga. Funkcja f: D — IR, gdzie D = IR\ {0} a f dana jest wzorem

1
flz) = =
jest funkcja ciagtla.

Ciaglo$¢ jednostronna

Jezeli zamiast granic rozwazamy granice jednostronne, to mozna mowic¢
o cigglosci jednostronne;j.
Np. funkcja ,, cze$é¢ catkowita" dana wzorem

jest prawostronnie ciggta (ale (!) nie jest oczywiscie ciagla)

1.5.2 Wtlasnosci funkcji cigglych
Twiedzenie o lokalnym zachowaniu znaku

Niech f : D — IR, gdzie D C IR. bedzie funkcje ciggly i niech zy € D
bedzie takim punktem, ze f(xg) > 0.

Wtedy istnieje takie otoczenie U punktu zg, ze f(x) > 0dlax € UR
Uwaga. Przez otoczenie rozumiemy tu zbiér postaci D N (xg — e, xo —€)
dla pewnego (matego) e.

Dowdd mozna znalezé np. w ksiazce F. Leji, Rachunek rézniczkowy i
catkowy, ... .
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Wlasnosé Darboux

Twierdzenie. Niech f : I — IR gdzie I jest przedziatem,
bedzie funkcje ciggla.

Przypusémy, ze x1 € I oraz xy € I oraz, ze f(x1) = a, a
f(x9) = b. Zatézmy, ze x1 < x9ia <b.

Niech ¢ bedzie dowolng wartoscig posrednia miedzy a i b
tzn. a < ¢ <b.

Wtedy istnieje taki punkt & € [z, 23], ze f(§) = c.

Uwaga. Twierdzenie Darboux (czyt: dar’bu) jest prawdziwe dla dowol-
nego przedziatu (skoriczonego lub nie, domknietego lub nie).
Uwaga. Twierdzenie Darboux nazywamy tez twierdzeniem o przyjmowa-
niu warto$ci posrednich. Wtasno$é¢ polegajaca na tym, ze funkcja przyj-
mujaca dwie wartosci przyjmuje tez wszystkie warto$ci pomiedzy nimi
nazywamy wtasnoscig Darbouzx.

Dowdd twierdzenia Darboux tatwo wynika z nastepujacego twierdze-
nia, bedacego jego bardzo szczegdlnym przypadkiem.

Twierdzenie. Niech f : [a,b] — IR bedzie funkcje ciagla.
Przypusémy, ze f(a) <0, a f(b) > 0.
Wtedy istnieje taki punkt ¢ € [a, b, ze f(c) = 0.

Dow6d. Niech & = %2 Wtedy albo f(§) < 0, albo f(£) = 0 albo
f(&) > 0. Jesli f(&) = 0, to ktadziemy ¢ = £ co konezy dowdd. Jesli
f(&) < 0, to ktadziemy a; = £ a by = b, natomiast jesli f(£) > 0, to
ktadziemy b; = £ a a; = a. W obu przypadkach dostajemny o potowe
mniejszy przedzial [a, b1], taki, ze na lewym koncu warto$¢ funkcji jest
ujemna, a na prawym dodatnia (czyli tak jak na [a, b]).

Teraz definiujemy & = ‘“24171 i postepujemy jak poprzednio.

Kontynuujac te konstrukcje otrzymamy ciag coraz mniejszych prze-
dziatéw [a,,, b,] o nastepujacych wlasnosciach:

1. f(a,) <0, f(b,) <0,



1.5. CIAGEOSC. 19

2. a1 <ay<ag<...

3.b1 >2by >3 > ...

Ciag {a,} jest wiec rosnacy i ograniczony od gory, a zatem jest
zbiezny. Podobnie, {b,}, jako ciag malejacy i ograniczony od dotu tez jest
zbiezny. Ponadto, oba ciggi zmierzajg do tej samej granicy, nazwijmy ja
¢, gdyz réznica a,, — b,, jest dowolnie mata. W konskwencji, na podstawie
twierdzenia o zachowaniu nieréwnosci w granicy mamy: f(c) < 0 oraz

f(e) > 0. A zatem f(c) = 0. [}

Dowdéd twierdzenia Darboux wynika z zastosowania powyzszego twier-
dzenia do funkcji g : I — IR danej wzorem g(x) = f(x) — c. [ ]

Twierdzenie Weierstrassa

Twierdzenie. Niech f : [a,b] — IR bedzie funkcje ciagly.
Wtedy zbiér wartoci funkcji f([a,b]) jest ograniczony oraz
istnieje najmniejsza m i najwieksza M warto$é¢ funkcji f w
przedziale [a, b].

Ponadto, istnieja punkty z¢ € [a,b] oraz x| € |a,b], ze

f(a1) =m,a f(ws) = M

Uwaga. Twierdzenie Weierstrassa pozostaje prawdziwe jesli przedzial
[a, b] zastapimy np. suma kilku takich przedziatow. Wszystkie one musza
by¢ domkniete i ograniczone.
Uwaga. Twierdzenie Weierstrassa nazywamy tez twierdzeniem o przyj-
mowaniu wartosci najmniejszej i najwiekszej w przedziale domknietym i
0gTraniczonym.
Dowéd. (szkic) Pokazujemy wpierw, ze funkcja f jest ograniczona na
[a,b]. Przypu$émy, dla dowodu nie wprost, ze tak nie jest. Wtedy, dla
kazdego n istnieje x, € [a,b] takie, ze |f(z,)] > n. W twierdzenia
Bolzana-Weierstrassa, z ciagu x,, mozna wybra¢ podciag zbiezny z,,,
zbiezny dpo pewnego zy, ktére tez nalezy do [a, b]. Poniewaz funkcja f jest
ciagla, to f(x,,, ) = f(xg), co jest sprzeczne z faktem, ze | f(x,, )| — +oo.
7 zasady ciagloéci wynika, ze istnieje M := sup{f(x) : € [a,b]},
czyli kres gorny wartoci funkcji. Stad wynika, ze istnieje ciag (z,,) taki, ze
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f(z,) — M. Podobnie jak wyzej pokazujemy, ze mozna z niego wybraé
podcig x,, zbiezny dpo pewnego zj, ktore tez nalezy do [a,b]. Wtedy
jednak f(x,,,) = f(xp). Zatem f(x() = M. Kres gérny zbioru M nalezy
do zbioru f([a,b]), czyli jest jego wartoscia najwieksza.

Dowdéd dla m := inf{f(x) : « € [a, ]} jest analogiczny. [

Twierdzenie(. o cigglosci funkeji odwrotnej).

Niech f : [a,b] — IR bedzie funkcje ciagta. Funkcja f ma
funkcje odwrotna f~! wtedy i tylko wtedy, gdyf jest éciéle
monotoniczna.

W takim przypadku, f~1: [c,d] — [a,b], gdzie f(a) = c,
a f(b) =d.

Ponadto, f~! jest ciagta. m

Uwaga. Dowdd mozna znalezé np. w ksigzce F. Leji, Rachu-
nek rézniczkowy i catkowy, ... .

Twierdzenieo. ciaglosci funkcji ztozonej. Niech f : [a1,b1] —
lag, by] oraz g : [as,bs] — [as, bs] beda funkcjami ciaglymi.
Wtedy funkcja h = go f, h: [abi| — |as, bs] tez jest funkcja

ciag/la.

Dowdd. jest (prawie) oczywisty. [}

1.6 Przyklady funkcji ciggltych.

1.6.1 Funkcje elementarne

Ciaglosé funkcji f(x) = x jest oczywista i wynika wprost z definicji.
Twierdzenia dotyczace operacji arytmetycznych na funkcjach ciaglych
implikuja natychmiast ciagto$¢ wielomianéw oraz funkcji wymier-
nych (czyli ilorazéw wielomianéw).

7 kolei, z twierdzenia o ciggltosdci funkcji odwrotnej wynika ciggtosé
pierwiastkéw tj. funkcji postaci f(z) = /x, okreslonych dla x > 0 jesli
n jest parzyste, a dla dowolnego x, jesli n jest nieparzyste.
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Ciagto$¢ funkcji wykadniczych tj. funkcji postaci f(z) = a”, a >
0,a # 1, wynika ze wzoru lim,_,o a* = 1 (ktéry w istocie méwi, ze funkcja
wyktadnicza jest ciagta w zerze). Mamy bowiem

lim ¢**" = lim a®a" = * lim a" = o*.
h—0 h—0 h—0

A zatem, z twierdzenia o ciaglosci funkcji odwrotnej, takze funkcje
logarytmiczne sg ciaggte.

Aby udowodni¢ ciggtoé¢ funkcji trygonometrycznych wystarczy
udowodnié ten fakt dla funkeji f(z) = sinz. Funkcje f(x) = cosx
mozemy bowiem traktowaé¢ jako funkcje ztozong funkcji liniowej i funk-
¢ji sinus jako ze cosx = sin(g — ), a tangens i cotangens sa ilorazami
funkcji sinus i cosinus. Dla funkcji sinus, korzystajac ze wzoru na sinus
sumy mamy:

lim sin(z + h) = lim(sinx cos h + cosx sin h) =
h—0 h—0

=sinzx lim cosh + cosz lim sin h = sin x.
h—0 h—0

Korzystamy tu z tego, ze sinh — 0 gdy h — 0,acosh — 1 gdy h — 0.
Réwnosci te mowia, ze funkcje sin i cos sa ciagte w zerze. Pierwsza z nich
wynika z faktu, ze ze dla 0 < h < § mamy 0 < sinh < h, dla gdy h — 0.
Dla h < 0 korzystamy z tego, ze sin(—h) = sin h. Druga réwnos$¢ wynika
z faktu, ze dla 0 < h < § mamy 1 —sinh < cosh < 1.

Z ciagtosci funkcji trygonometrycznych, poprzez twierdzenie o ciagtosci
funkcji odwrotnej, wynika cigglos¢ funkcji cyklometrycznych czyli
funkcji funkeji odwrotnych do trygonometrycznych (stosownie zacie$nionych).

Wyprowadzimy teraz wzoér, ktéry bedzie bardzo uzyteczny w nastepnym
rozdziale. Bedziemy korzystaé z ciagtosci funkcji x +— Inz.

h
—1
¢ =Ina.

lim

Podstawmy a" — 1 = z. Oczywiécie, warunek h — 0 pociaga za sobg
warunek x — 0. Zauwazmy takze, ze podstawienie mozna tez zapisa¢ w
postaci

hlna =In(1+ z).
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Nasza granice mozemy wiec zapisaé jako

. rlna . Ina
lim

— = 111m — = 1na.
2—0 ]n(l + :p) 7—0 1n(1 + x)

8=

Ostatnia réwnos¢ wynika z tego, ze funkcja In jest ciagta w punkcie e.

1.6.2 Funkcje hiperboliczne i odwrotne (area)..

Funkcjami hiperbolicznyminazywamy cztery funkcje: cosinus hiperbolicz-
ny, sinus hiperboliczny, tangens hiperboliczny i cotangens hiperboliczny,
ktoére sa zdefiniowane ponizej. Jak widac, w definicjach tych wystepuje
funkcja exponens. Ttumaczy to dlaczego nie mogliSmy podaé tych defi-
nicji wezesniej.

cosh(x) = ‘ +26
sinh(z) = ‘ _26
sinh(z)
h —
teh(z) cosh(z)
cosh(x)
cteh(z) = sinh(x)

Wyprowadzimy teraz wzor na funkcje odwrotna do funkgji sinh(z) =
% traktowanej jako funkcja z IR w IR. Bedzie to jednoczesnie dowdd
istnienia funkcji odwrotnej do sinh. Mamy

T —T

= sinh(z) = ¢

— e

2
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Stad

2y=-e€"—e "
Mnozac obie strony przez e® otrzymujemy
2ue” = (e")* — 1.
Stad, podstawiajac e® = a. mamy po przeksztalceniach

a® —2ya—1=0.

Zauwazmy, ze delta tego trojmianu jest zawsze dodatnia. Mamy wiec dwa
pierwiastki réwnania kwadratowego

N e
_ ITS

a a2

2y —2y1+ 42
B 2

Ale a = €* jest zawsze dodatnie. Drugi pierwiastek zatem odpada i

zostaje
e =y+/1+y>

Ostatecznie, logarytmujac obie strony dostajemy

x=In(y+/1+y?).

Poniewaz jestedmy przyzwyczajeni jednak bardziej do funkcji zapisanych
w postaci y = y(z) niz x = x(y) zapiszmy zatem:

Funkcja odwrotng do funkcji
f(x) = sinh z jest funkcja

f(z) =In(z + V1 +22).




