Rozdziat 4

Calki nieoznaczone

4.1 Definicje i podstawowe wzory

4.1.1 Funkcja pierwotna
Przypusémy, ze mamy dang funkcje
il — IR,

gdzie I jest przedzialem otwartym.

Definicja. Funkcje F: I — IR nazywamy funkcja pierwotng
funkcji f, jezeli F' jest rézniczkowalna i mamy:

F'(z) = f(x)
dla z € I.

Funkcja pierwotna F' zwana jest tez calkq nieoznaczong funkcji f (lub
krotko: catka) i oznaczana jest zazwyczaj symbolem

| f@)da.

Zauwazmy, ze jezeli F' jest funkcja pierwotng funkcji f, to takze F'4const
jest funkcja pierwotna funkcji f. Ten fakt czesto wyrazamy w ten sposob,

1



2 ROZDZIAL 4. CALKI NIEOZNACZONE

ze piszemy:

F:/f(x)dx+const.

Czesto tez, moéwigc ,catka nieoznaczona', mamy na mysli cata rodzine
funkeji pierwotnych rézniacych sie o stala (zwana stale calkowania),
a nie tylko jedng funkcje. Z reguly te rozbieznosci w terminologii nie
prowadza do nieporozumien, jezeli sie pamieta, ze tak czy owak symbol

f(z)dz nie jest jednoznaczny. Ponizej bedziemy z reguty pomijaé stala

catkowania. W najblizszym podrozdziale jednak ja piszemy.

4.1.2 Wzory podstawowe
Potegi

Wiekszo$¢ ponizszych wzoréw wynika natychmiast z odpowiednich wzo-
row dotyczacych rézniczkowania.
Oznaczmy przez ¢ funkcje stata réwna c. Mamy

/ cdx = cx + const

W szczegdlnoscei

/ Odz = const

;CTH_I
/a:"dx = + const.
n+1

Ostatni wzor jest prawdziwy dla dowolnego wyktadnika rzeczywistego a.
Mamy bowiem

xa+1
x%dxr = + const dla o # —1
a+1

1
/— dx = In |x| 4 const
T

Uwaga. Ostatni wzor w ramce wymaga pewnego komentarza. Otz funk-
cja f(x) = < jest okre$lona dla dowolnego = # 0. Zgodnie z definicjg
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funkcji pierwotnej, funkcje te powinnismy traktowa¢ osobno w prze-
dziatach (—o0,0) oraz (0,400). W kazdym z nich (z osobna) zachodzi
wzor [+ dx =In|z| + const. W szczegblnosci, w kazdym z nich mozemy
mie¢ do czynienie z inng stata.

Funkcje trygonometryczne

Bardzo tatwo uzasadni¢ nastepujace wzory:

/ cos x dx = sin x + const

/sinxdx = —coszx + const

Funkcje wykladnicze i cyklometryczne

Mamy oczywiscie / e’ dr = e* + const |. Stad wzory na caltki funkcji cy-

klometrycznych.
/ sinh  dx = — cosh « + const

/ cosh x dx = — sinh « + const

Inne wazne wzory

Warto takze zapamietac¢ nastepujace wzory, ktére natychmiast wynikaja
z odpowiednich wzoréw na rézniczkowanie.

dx
/ 5 = tg x 4 const
COs* T

dx
/ —— = —ctgx + const
sin“ x

/ \/ldfiﬂ = arcsin z + const
dx
/H—xQ = arctgz + const
Wreszcie, jako ostatni podamy wzér, ktéry juz nie jest tak natych-
miastowy jak poprzednie, ale jest nadzwyczaj uzyteczny. Warto wiec go
wciggnad na liste wzoréw znanych ,na pamiec".
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dx
———— =Inlz + Va2 + a| + const
/\/x2+a | |

4.2 Metody catkowania

4.2.1 ,Liniowos¢"

Latwo zauwazy¢ wprost z definicji funkcji pierwotnej, ze zachodzg wzory:
[+ g@)de = [ fw)de+ [ g(@)d,
/af(x) dzx = oz/f(x) dx.

Wzory te jednak nie oznaczaja, ze operacja [ jest liniowa (stad cudzy-
stow), gdyz wyrazaja one pewne fakty ,z dokladnoscia” do stale;.

Ze wzorow powyzszych wynika, ze potrafimy juz wyznaczy¢ catke dowol-
nego wielomianu, poniewaz jest on liniowa kombinacja wyrazen postaci
2", a te potrafimy zcatkowac.

4.2.2 Bardzo wazny wzor

Bardzo tatwo wyznaczy¢ catke z utamka, gdy w liczniku mamy pochodna
mianownika. Wtedy bowiem

F@)

Przyktady:

1. /ctg(x) dz = In|f(z)]

x
2. Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ catke / PR dx. Pochodna mia-
x

nownika wynosi 2z, a my mamy tylko x w liczniku. Prosta ,sztucz-
ka" uzyta ponizej bedzie jeszcze bardzo czesto stosowana. Piszemy
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1 2 1
/ ° dx:i/ * dx:§h1(:c2+1)

4.2.3 Calkowanie przez czesci

Przypomnijmy wzér na pochodng iloczynu: (fg) = f'g + f¢'. Zapiszmy
go W postaci:

f'a=(f9) - fg"
Stad, oraz z definicji catki wynika natychmiast wzor
[ Fode=rg~ [ 19 do,
ktory stanowi podstawé metody catkowania zwanej catkowaniem przez

czesci. Polega ona na zapisaniu funkcji podcatkowej w postaci iloczynu
f'g 1 zastosowaniu powyzszego wzoru.

Przyktady:
L. /xex dr = /x(e’”)'dx = ze” — /ex dx = xe” — e”

1
2. /lnwdx:/(x)’lnxdx:x:clnx—/xfdx:xlnx—x.
T

W tym przyktadzie funkcje podcatkows In x potraktowaliSmy wpierw
jako iloczyn 1 -Inx, a nastepnie 1 zapisaliSmy w postaci (z)’.

Sprobujmy zrobi¢ jeszcze raz przyklad 1 przyjmujac, ze to x jest
pochodnag. Mamy zatem:

2 2 2
/xeda:—/(2)edx 5 2€d$.

Wzor ten jest wprawdzie prawdziwy, ale nie ma z niego wigkszego
pozytku, bo catka po prawej stronie bynajmniej nie jest prostsza od caltki
po lewej stronie. Wynika stad, ze catkowanie przez czesci nie zawsze jest
skuteczne.
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4.2.4 Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie. Zalézmy, ze funkcja g ma funkcje pierwotna
i niech funkcja f bedzie klasy C'. Wéwczas

[orenTD e = [otwyan, _

X

Dowdéd. Niech G(y) bedzie funkcja pierwotng funkcji g(y). Wtedy prawa
strone powyzszej réwnosci mozemy zapisa¢ jako F(z) = G(f(x)). Ob-
liczmy pochodna funkcji F' (wzgledem x). Ze wzoru na pochodng funkcji
ztozonej mamy:

dF dG df ' df ()
OtrzymaliSmy funkcje podcatkowa lewej strony co konczy dowdd. [ |
Przyklady:

1. Obliczymy caltke / cos(4x —5) dzx. Podstawienie bedzie postaci y =
4x — 5. Aby moc zastosowaé powyzszy wzor brakuje nam po lewej

stronie % = 4. Mnozac i dzielac przez 4 otrzymujemy

1
/COS(4ZE —5)dr = 1 /COS(4ZE —5)-4ddx =

1 1 1
= Z/cosydy = Zsiny = Zsin(4:z;—5).

2. W praktyce postepujemy szybciej stosujac pewne reguty mnemo-

techniczne. Powtérzmy jeszcze raz ostatni przyktad. Mamy obliczy¢
catke I = /cos(4x — 5) dz. Podstawiamy y = 4z — 5. Stad

dy = 4dzx.

Czyli postepujemy tak jakbysmy lews strone rézniczkowali po y,
a prawg po x. Dalej stosujemy zwykte reguty podstawiania; za 4o —
5 podstawiamy y, a za 4dx podstawiamy dy. Otrzymujemy jak
poprzednio I = i Jcosydy i tak dalej.
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3. Obliczymy catke I = [+/1 — 22 dz. Podstawiamy z = sint. A za-
tem dx = costdt. Stad

I:/\/l—SiHZtCOStdt:/COSQtdt.

Catka [ cos?tdt (atakze [ sin’t dt) bedzie pojawiac sie dosy¢ czesto
w naszych przyktadach. Najprostszym sposobem jej obliczenia jest
zastosowanie ponizszego wzoru z trygonometrii:

2cos’t = 1 + cos 2t.

A zatem

1 1
/cos2tdt: 5/2c082tdt: 5/(1+C082t>dt=

1 1 1 1 1 1
:5/1dt+§/0052tdt:§t+zsin2t:§t+§sintcost.

Musimy teraz wréci¢ do zmiennej x, pamietajac, ze r = sin t. Proste
wyliczenia prowadza do wzoru

lt + 1sintcost = }arcsinx + 13(:\/1 — x2.

2 2 2 2
Rachunki te wymagaja jednak kilku komentarzy. Jak pamictamy,
caly czas milczaco zaktadamy, ze funkcje, ktorymi operujemy okreslone
sa w pewnym przedziale. W przypadku catki I, najwiekszy prze-
dzial jaki wchodzi w gre to przedzial [—1,1] (dla z). Precyzujac,
podstawienie x = sin t mozemy traktowac zatem jako funkcje zmien-
nej t gdzie t € [—7/2,7/2]. W przedziale tym cosinus jest dodatni;
Dlatego m.in. mogliSmy napisaé vcos?t = cost. Z tego samego
powodu, z faktu ze x = sint wynika, ze t = arcsin z.

4.2.5 Wz6r rekurencyjny

Kolejna metoda catkowania polega na wyrazeniu jednych calek przez
inne. Jako przyklad wyprowadzimy wazny dla nas wzor rekurencyjny.
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d
Oznaczmy przez [, catke / (1+I2) Zachodzi nastepujacy wzér (dla
x n
n>2):

Wzor.

[ 1 z +271—3
" n—2 (1422l 2n—2

]n—l

Zauwazmy, ze poniewaz wiemy, iz [; = arctgz, to powyzszy wzor
pozwala nam istotnie wyliczy¢ I, dla dowolnego n naturalnego.
Dowdéd. Liczymy:

2

dx 14 2% — 2?2 x
[ b [
) Graty =) e @ e

Zauwazmy, ze

( 1

(14 22)n—1

2z
r_ 2\1—ny/ _ 2\—n _

Korzystajac z tego zwiazku, mozemy ostatnia caltke z (x) zapisa¢ w po-
staci nadajacej sie do catkowania przez czesci. Mamy zatem

2

x -1 1 , B
/(1+x2)” @ = = /((1+x2)n—1)xdx_

_ -1 ( x _/ 1 d.

2n —2) " (1 + x2)n—2 (14 22)n-1
Wzér () mozemy wiec zapisa¢ w postaci
1 x 1
[n - [n, - [n* I
(a2 22!
co, po dodaniu, konczy dowodd wzoru. [ B

4.3 Calkowanie funkcji wymiernych

4.3.1 Dwa twierdzenia z algebry

W dalszym ciggu bedziemy korzysta¢ z nastepujacych twierdzen z alge-
bry, ktorych dowody pomijamy.
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Twierdzenie o rozktadzie wielomianu na czynniki. Wie-
lomian zmiennej x o wspotczynnikach rzeczywistych mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu statej, jednomianéow postaci
(x — a) oraz wielomianéw stopnia drugiego (tzn. tréjmiandéw
kwadratowych) o ,delcie" ujemnej czyli postaci (z —p)? + ¢>.

Przez funkcje wymierng rozumiemy funkcje postaci 587 gdzie PiQ
sg wielomianami. Bez szkody dla ogdlnosci rozumowania mozemy zatozy¢
ponadto, ze stopien wielomianu P jest mniejszy od stopnia wielomianu
Q (gdyz w przeciwnym przypadku moglibySmy podzieli¢ P przez Q).

Twierdzenie o rozkladzie na ulamki proste. Kazda
funkcja wymierna o stopniu licznika mniejszym od stopnia
mianownika daje si¢ przedstawi¢ jako suma ufamkow pro-
stych tj. wyrazen typu:

A . /1-- A
ogblnie
r—a 20 (x — a)F

oraz

Ce+D | i Cx+ D
i ogblnie :
@—pPt 0 (@ pPt PR
wg. nastepujacych regut:

jesli w rozktadzie wielomianu () na czynniki wystepuje
czynnik (r—a)*, to w rozktadzie funkcji % na utamki proste

wystepuje suma

Ay A, Aj
2T e

(t—a)  (@—a)

jesli w rozktadzie wielomianu () na czynniki wystepuje

czynnik ((z—p)%+¢*)F, to w rozkladzie funkcji % na utamki
proste wystepuje suma
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ClZU + D1 Cgl' + D2 Ckx + Dk
(@ =p)?+¢) ((@—p2+¢)?  ((—pP2+)
gdzie A;, C;, D; sa pewnymi staltymi. |

Aby powyzsze twierdzenie istotnie umozliwiato nam catkowanie funk-
¢ji wymiernych, musimy rozwiaza¢ dwa problemy: po pierwsze pokazaé
jak catkowac¢ utamki proste, a po drugie, jak praktycznie wyznaczaé roz-
ktad funkcji wymiernej.

4.3.2 Catkowanie ulamkéw prostych

Catkowanie utamkéw prostych postaci = A o) nie nastrecza zadnych pro-
bleméw. Dla k£ = 1 mamy

/ Adz = Aln|z — a,

Tr —a

a dla £k > 1 mamy

- Ade e, G (r—a)yFtt A 1
[Goap=A ot a=am T = i

Jezeli w mianowniku wystepuje tréjmian kwadratowy, to catkowanie
jest nieco bardziej pracochtonne. Sposéb postepowania w tym przypadku
oméwimy na przykltadzie.

. r+3
Obliczymy I = / 2219
mamy do czynienia z utamkiem prostym. Najblizszy cel jest nastepuja-
cy: przedstawimy utamek pod catka w postaci sumy dwoch utamkow tak,
aby w pierwszym z nich licznik byt pochodng mianownika, a w drugim
stala. Pochodna mianownika wynosi 2z — 4. Piszemy wiec:

r+3 1 20-4410 1 %-4 5
22—20+9 2 a2—22+9 2 a2—22+9 a2—20+9

dz. Wyrdznik A jest ujemny, a wiec istotnie

A zatem

/ i +/ > d
—dx
9 22 —2¢+9 2 —2x+9
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Pierwsza z calek wynosi 5 In(2? — 22+ 9). Pozostaje do obliczenia druga
catka. Oznaczmy ja przez I,. Zacznijmy od sprowadzenia mianownika do
postaci kanonicznej. Mamy

2 =22 +9=(z—2)°+5.

1
14+¢2°

Celem jest teraz uzyskanie catki postaci [ Przeksztatcajmy wiec.

5 5 5
I:/id :/—d :/—d -
? 2220 +9" (:c—2)2—|—5$ 5[M+1] v

5

1
/ ()2 +1

Podstawiajac % =t %dx = dt; otrzymujemy:

dt -2
[2:\/5/1—1—752: 5arctgt:\/5arctg(x5 ).

Ostatecznie

1 -2
I= §ln(x2 —2z+9)+ \/garctg(%).

Uwaga. Podobnie (tj. przez sprowadzenie tréjmianu do postaci kano-
nicznej), mozemy kazdy utamek prosty z tréjmianem kwadratowym w
mianowniku doprowadzi¢ do postaci [ m Dla k > 1 stosujemy wzoér
rekurencyjny omawiany w poprzednim podrozdziale.

4.3.3 Jak znalezé rozklad?

Podamy tylko jeden przyktad.
Przyktady:

. . . 1

1. Roztozymy na utamki proste funkcje P 2

Rozkladamy wpierw mianownik na czynniki. Mamy 22 + 2 — 2 =
(x—1)(x+2). A zatem, z twierdzenia o rozkladzie na utamki proste,

istniejg takie state A, B, ze zachodzi réwno$é:

1 A B

() G—D@+2) -1 z+2




12

ROZDZIAL 4. CALKI NIEOZNACZONE

Stad, mnozac obie strony przez mianownik, otrzymujemy

(%) 1=A(x+2)+B(z—1)

Uwaga. O ile réwnos¢ (x) zachodzi dla wszystkich x z wyjatkiem
x =11z = =2, to r6wnos¢ (xx*) zachodzi juz dla kazdego z, co
wynika z ciggtosci funkeji wielomianowych.

Spos6b I (uniwersalny).

Grupujemy po prawej stronie wyrazy tak, aby uwypukli¢ wspot-
czynniki przy poszczegdlnych potegach zmiennej x. Otrzymujemy

1=(A+ B)x+2A - B.

Korzystamy teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa sobie réwne (tozsamosciowo)

jesli wspotezynniki przy tych samych potegach sg sobie réwne. Ma-
my zatem

A+B=0,
94— B =1.

Jest to uktad dwoéch rownan o dwoch niewiadomych. Bez trudu

zmajdujemy, ze A =3 ,a B = —1.

Ostatecznie mamy

/(x—l)l(x—i—Q) :;/x—ll)_;/x—ll—Z:

1 1 1 —1
:fln|x—1|—fln|x+2|:fln|x |
3 3 3 |z +2|
Sposéb 11.
W tozsamodci (xx) podstawiamy wpierw x = —2, a nastepnie x =

1. Otrzymujemy natychmiast B = —% oraz A = % Sposéb ten jest

szczegOlnie przydatny w sytuacji, gdy w rozkladzie mianownika
wystepuja gtéwnie czynniki postaci (z — a) w pierwszej potedze.
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Uwaga. Sposéb I zawsze doprowadza o uktadu &k réwnan liniowych z
k niewiadomymi gdzie k jest liczba szukanych statych. Uktad ten za-
wsze ma rozwigzanie i to doktadnie jedno Zauwazmy, ze k jest stopniem
mianownika.

4.4 Catkowanie funkcji z sinusami i cosinu-
sami

4.4.1 Podstawienie tg3 = .

Oznaczmy przez R(u,v) funkcje wymierna zmiennych u i v. Jezeli za u
podstawimy cos x, a za v sinx, to otrzymamy funkcje, ktérej catke przez
pewne podstawienie jesteSmy w stanie wyrazié¢ za pomoca calki z funkcji
wymiernej. Tym uniwersalnym podstawieniem jest podstawienie

tg 3 =1.

A oto, jak wyrazaja sie funkcje trygonometryczne za pomoca t. Wzory

te wynikaja z wzoréw trygonometrycznych. Przyktadowo, wzor na sin x

mozna wyprowadzi¢ nastepujaco:

28in § cos 5
2

sinx = -
cos? 3 + sin

T
2

2

Dzielac licznik i mianownik przez cos® § wyrazimy sinx za pomocg t.

: 2
sinx = T+

1t
CosST = %#ﬁ
tgr =15

T

Ponadto, poniewaz 3 = arc tg ¢, mamy

_ 24t
dr = 1482 -
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Uwaga. Podstawienie tg § = ¢, jak moéwilismy, jest podstawieniem uni-
wersalnym w tym sensie, ze zawsze otrzymujemy funkcje wymierng zmien-
nej t. Jak to czesto bywa z narzedziami uniwersalnymi, w pewnych przy-
padkach inne podstawienia mogg si¢ okazacé lepsze.

Przyklady:
1. Niech I = [ Sﬁ;’vx. Podstawiajac tg 5 = t; dv = fﬁ; otrzymujemy
1+¢*  2dt
1= ey — ot = In| tg 2|
2t 1+ ¢2 2

2. Obliczmy catke I = [ cos? x sin x dz. Podstawienie cos x = t; — sinx dz =
dt, daje

3 1
]:—/tht:—gz—gcosgx.

Polecamy Czytelnikowi obliczenie tej catki za pomocg podstawienia
uniwersalnego.

4.4.2 Tloczyny sinusow i cosinuséow

Chodzi tu o funkcje postaci sin ax cos bz, sin az sin bz i sin ax cos bx. Funk-
cje tego typu sa bardzo wazne w zastosowaniach. Pokazemy sposob poste-
powania w pierwszym przypadku. Opiera si¢ on na nastepujacym wzorze
z trygonometrii

2sinacos f = sin(a + f) + sin(a — ).

A zatem
. 1. 1 /.
/sm ax cosbr = 5 /sm(a +b)x + 5/8111((1 —b)x =,

— 1
= ——cos(a+b)r+ ——
2(a+0) ( ) 2(b—a)
W pozostatych przypadkach postepujemy podobnie, korzystajac z
analogicznych wzoréw z trygonometrii.

cos(a — b)x
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W szczegblnodei, zauwazmy, ze sin® x oraz cos® z mozna zawsze za-

pisa¢ w postaci sumy sinusoéw i cosinusow wielokrotnosci x, a wiec w
konsekwencji tatwo zcatkowaé. Przykladowo, niech f(x) = sin®z. Wie-
my, ze sin®z = (1 — cos2z). A zatem

, 1 1

sin® x = i(sinx —sinz cos 2z) = isinx - Z<Sin3$ +sinx).

W takiej formie, funkcja f jest juz tatwa do zcatkowania.

4.5 Inne rodziny funkcji ,,}atwo” caltkowal-
nych

Pokazemy tu kilka kolejnych rodzin funkcji, ktérych catki, przez stosowna,
zmiane zmiennych mozemy doprowadzi¢ do catek z funkcji wymiernych.

4.5.1 Funkcje zawierajace e**

Niech R(u) bedzie funkcja wymierna zmiennej u. Wtedy catke z funkeji
postaci R(e®) mozna tatwo sprowadzi¢ do catkowania pewnej funkcji
wymiernej za pomocg podstawienia e® = t. Zobaczmy jak to dziata na
przyktadzie.
Przyklady:

1. Obliczymy I = [ izz dz.

Podstawiajac e =t dostajemy x = Int czyli de = %dt. A zatem

= e -2 -

=Int—2In(1+¢) =2z —2In(1 + €%).
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4.5.2 Funkcje zawierajace pierwiastki

Zatozmy, ze w przepisie funkcji f wystepuja rézne potegi zmiennej z, w
tym takze utamkowe czyli pierwiastki. Przyktadowo rozwazmy catke

I dx
B / 1+ Vz)Vo

Podstawienie # = t% pozwala na pozbycie sie wszystkich pierwiast-
kéw, a poniewaz wtedy dr = 6t°dt, to otrzymujemy pod catka funkcje
wymierng.

Podobne podstawienie moze by¢ stosowane takze gdy zamiast = wystepuje
wyrazenie postaci & ”*b . Przyktadowo rozwazmy catke

j / l o/ 1+

T r
Podstawienie HT“: = 22 pozwala na pozbycie sie pierwiastka a ponie-
waz wtedy, jak tatwo wyliczyé¢, © = 22—1_1, co daje dx = — I)de to

otrzymujemy pod calkg funkcje wymierna.

4.5.3 Funkcje zawierajace vaz? + bx + ¢

Przez odpowiednie podstawienie mozemy zawsze sprowadzi¢ v ax? + bx + ¢
do jednej z trzech prostszych postaci:

. \/l—yz
C VT
. VITH

W pierwszym przypadku, przedziat zmiennosci y nie wykracza poza
[—1,1]. Podstawiajac y = sint, 7/2 < t < 7/2 otrzymamy /1 —y% =
cost.

W drugim przypadku, niech y > 1. Wlasciwym podstawieniem bedzie
zatem y = cosht, t > 0. Wtedy v/y? — 1 = sinht

W trzecim przypadku, po podstawieniu y = sinh ¢ otrzymamy /1 + 3% =
cosht.

Zobaczmy kilka przyktadow uzycia ww. podstawien.
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Przyktady:

1. Niech I = [V/1 — 22 dz. Zgodnie z sugestia, podstawiamy x = sin t;
dx = costdt. Mamy

1 1
Iz/cost-costdt: §/QCOS2tdt: 5/(1+0052t)dt:

1 1 1 1
= §t+ ZsinZt = iarcsin:c + 5:1:\/1 — 12,

podstawiamy x = sinht;

dx = coshtdt. Mamy

coshtdt

—/ /ldt:t:ln($+v1+x2).
cosht

Ostatnia réwnos$¢ wynika ze wzoru na funkcje odwrotng do sinusa

hiperbolocznego. Catke te zreszta powinnismy znaé¢ na pamieé, bo

wystepuje na naszej liScie catek podstawowych.

Uwaga. W przypadku funkcji zawierajacych v/ax? + bx + ¢ za klasyczne
mozna uznaé czesto stosowane tzw. podstawienia Eulera (por. ponizsza
uwaga odnodnie literatury).

Uwaga. Znacznie wiecej na temat catkowania czyli znajdowania funkcji
pierwotnych mozna znalezé w podrecznikach [1]1, [2], [3] i wielu innych.

4.6 Zwigzek calki nieoznaczonej z polem

Niech f : [a,b] — IR bedzie funkcja ciagta i niech f(z) > 0 w przedziale
[a,b]. Dla z € [a,b], oznaczmy przez S(zy) pole? obszaru ograniczonego
pionowymi prostymi o réwnaniach x = a, * = x¢, osia x oraz wykresem
funkeji f (por. rysunek 1.1). Jest jasne, ze S(a) = 0. Jedli zy + h takze
nalezy do [a, b], to tatwo wida¢, ze réznica pél S(xg + h) i S(xy) spelnia
nieréwnosci

m-h < S(xg+h)—S(xo) <M -h,

'Dostepna w internecie
2Formalna definicja pola bedzie podana w nastepnym rozdziale.
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gdzie m i M oznaczaja najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji f
w przedziale [zg, xg + h]. Poniewaz f jest funkcja ciagta, to istnieja ta-
kie liczby (,€ € [a,b], ze f(¢) = m, a f(§) = M. Drzielac obie strony

powyzszej nieréwnosci przez h, dostajemy

() < 2N =500 ey

Z ciaggtosci f wynika, ze zaréwno ( jak i £ daza do xg, a zatem f(()
jak i (&) daza do tej samej granicy réwnej f(xo) (przy h — 0). Oznacza
to, ze funkcja S = S(x) jest rézniczkowalna w zg oraz S’(xg) = f(xo).
Inaczej méwiac, funkcja S jest funkcja pierwotng funkcji f, czyli F' = [ f.

Zauwazmy, ze pole obszaru pod wykresem f w przedziale [a, b] (oznacz-

my je P) wyraza sie wzorem P = S(b). Niech F' bedzie teraz dowolna
funkcja pierwotng funkcji f. Mamy F' = S + const. Stad, P = S(b) —
S(a) = F(b)—F(a). Ostatecznie, mozemy sformutowaé nastepujacy wnio-
sek.
Wnhniosek. Niech f : [a,b] — IR bedzie funkcja ciagla i niech f(z) > 0w
przedziale [a, b]. Oznaczmy przez P pole obszaru ograniczonego pionowy-
mi prostymi o rownaniach x = a, x = b, osig x oraz wykresem funkcji f.
Niech ponadto funkcja F' = [ f bedzie dowolng funkcja pierwotna funkcji
f. Wtedy

P =F(b) - F(a).
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a Zo xo+ h b X

Rysunek 4.1: Pole pod wykresem funkcji f na odcinku zg,zo + h jest
miedzy mh a Mh.
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