Rozdziat 5

Calka oznaczona

5.1 Definicja

Przypu$émy, ze mamy dang funkcje f:[a,b] — IR, ktérej wykres przed-
stawiony jest na rysunku 7?7 i przypusémy, ze naszym zadaniem jest ob-
liczenie pola pod wykresem czyli pola kawatka ptaszczyzny ograniczone-
go osig x-6w, wykresem funkcji oraz pionowymi prostymi o réwnaniach
x = a oraz x = b. Zagadnienie to jest punktem wyjscia do definicji tzw.
calki oznaczonej. Nalezy jednak pamietac, ze obliczanie pdl jest tylko
jedna z mozliwych interpretacji calki, ktora stuzy jedynie do tego, aby
lepiej zrozumie¢ wprowadzane pojecia.

Zatozmy, za fukcja f jest ograniczona. Podzielmy przedzial [a,b] na
n ,matych" przedzialikow za pomocg punktéw a = o < 11 < 19 < ... <
x, = b. Oznaczmy przez Ax; dlugosé przedziatu [x; i, z;]. Najwieksza
z tych liczb nazywamy Srednicg podziatu i oznaczamy przez 9,,. Niech M;
oznacza kres gorny funkcji f w przedziale [z;_1, z;], a przez m; kres dolny
funkcji f w tym przedziale. Oba kresy istnieja bo funkcja jest z zatozenia
ograniczona. Wreszcie, w kazdym z przedzialikéw [z;_1,x;] wybierzmy
dowolny punkt &;. Tworzymy teraz trzy sumy, zwane sumami Darboux!:

n
Sy = ZmiAxi
i=1

Lezytaj: darbu
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n

i=1
Poniewaz zawsze m; < f(&) < M;, to zachodza nastepujace nieréwnosci:
(*) Sn S Onp S Sn

Miejmy nadzieje, ze jasne jest takze, ze jesli wezniemy drobniejszy
podziat, to sumy te beda lepiej przybliza¢ nasze pole. Stad mamy naste-
pujaca definicje:

Definicja. Jezeli przy kazdym ciggu coraz drobniejszych po-
dzialéw, suma o, dazy do tej samej granicy niezaleznej od
wyboru punktéw posrednich, to granice te nazywamy catka
z funkcji f w przedziale [a, b] i oznaczamy (najczesciej) przez

/abf(:c) dx.

5.2 Funkcje catkowalne

Definicja catki oznaczonej wydaje sie dosy¢ skomplikowana. Na cate szczescie
z reguty nie stosujemy jej do obliczen. W biezacym podrozdziale pozna-
my tez wystarczajaco szeroka klase funkcji catkowalnych (tzn takich, dla
ktérych catka istnieje). Warto moze stwierdzi¢ wyraznie, ze nie wszystkie
funkje sa catkowalne (przyktad takiej funkcji podamy na koricu tego pod-
rozdziatu). Oznacza to, ze nie zawsze istnieje granica ciaggu o,,. Natomiast
zawsze istnieja granice ciggéw s, oraz S,. Wynika to z tego, ze pierwszy
z nich jest rosnacy, a drugi malejacy jesli rozwazamy ciag coraz drob-
niejszych przedzialow. Oba te ciggi sa takze ograniczone, pierwszy od
géry (przez jakakolwiek sume gérna), a drugi od dotu. Stad nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie. Catka [’ f(x) dx istnieje wtedy gdy réznica
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Sy — sy jest dowolnie mata (przy odpowiednio drobnym po-
dziale). Precyzyjniej, gdy

Vedd ze jesli 6, < 0 to |S, —su| < e

7 powyzszego kryterium tatwo wywnioskowaé¢ podstawowe dla nas
twierdzenie.

Twierdzenie. Funkcja ciagta na [a, b] jest catkowalna.
Podajmy jeszcze dwa uzyteczne twierdzenie.

Twierdzenie. Funkcja kawaltkami ciagla na [a,b] jest ca-
tkowalna.

Twierdzenie. Jezeli funkcja f jest calkowalna na [a,b], a
funkcja g rézni si¢ od f w skonczonej ilosci punktéw prze-
dziatu [a,b], to g tez jest calkowalna i obie calki sa réwne.

Przyklad funkcji niecatkowalnej

Najbardziej klasycznym przyktadem funkcji niecatkowalnej jest nastepu-
jaca funkcja zwana funkcja Dirichleta

1 gdy ze@)
f(x)_{() gdy € R\ D)

5.3 Wlasnosci catek

Definicja calki oznaczonej wydaje sie dosy¢ skomplikowana. Na cate szczescie
z reguty nie stosujemy jej do obliczen.
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Liniowosé

Niech f, g beda funkcjami catkowalnymi w przedziale [a, b]. Wtedy funk-
cje [+ g oraz af sa tez caltkowalne. Ponadto operacja ¢atkowania jest
liniowa tzn.

/aboafd:oz/abozfd
[ frgi=["ra+ [ ga

Addytywnosé¢ wzgledem przedziatu
Przypuéémy, ze f : [a,b] — IR jest funkcja ciagta i niech ¢ € [a, b]. Wtedy

[ f@yde = [ fx)de+ [ flx)da

Pewne nieréwnosci

Zachodza nastepujace nierownosci

b—a</ ) de < M(b— a)

Jezeli f jest catkowalna na [a,b] i f >0, to J° f( )dx >
Jezeli f i g sq catkowalne na [a,b]i f > g, s to [° f(z)dx g(x) dz.

< [ V@)l az

Twierdzenie o wartosci Sredniej

x)dx

Przypusémy, ze f : [a,b] — IR jest funkcja ciagta. Wtedy istnieje ¢ takie,
ze a < ¢ < b i zachodzi wzor
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Q= [ fa)dr

Twierdzenie podstawowe
Przypusémy, ze f : [a,b] — IR jest funkcja ciagla. Wtedy funkcja F
zdefiniowana wzorem
F(x)= [ f(t)dt
jest klasy C! oraz F'(z) = f(x).
Dowéd. Rozwazmy réznice

R=F(zx+h) - F(z) = /a”h F(t) dt — / £(t) dt

a

Korzystajac z addytywnosci wzgledem przedziatu mamy

r=[" 50 dt+/:+hf(t) at— [ 1) dt:/gc“hf(t) dt.

Na podstawie twierdzenia o wartosci Sredniej mamy

A zatem iloraz réznicowy funkcji F' w punkcie & wynosi

F(x+h)— F(x
5]

Niech teraz h — 0. Wtedy ¢ — x, a skoro funkcja f jest ciagta,

to prawa strona zmierza do f(x). A wigc i lewa strona, bedaca pochodna
funkeji F', zmierza do f(x). Otrzymujemy zatem

F(z) = f().
Zauwazmy, ze wykazaliSmy tym samym istnienie pochodnej, a skoro
pochodna jest ciggta, to funkcja F jest klasy C*. [ |
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Inaczej mowiac, wykazaliSmy, ze funkcja ciagla f na przedziale [a, b|
ma funkcje pierwotng. Jedna z funkcji pierwotnych jest wlasnie funkcja
F, zwana funkcjq gornej granicy catkowania. Przypu$émy, ze @ jest inng
funkcja pierwotna funkcji F'. Wowczas

F = ® + const.

Stalg te mozna sprecyzowa¢ podstawiajac x = a. Jest oczywistym, ze
F(a) = 0. Mamy wiec 0 = F'(a) = ®(a) + const, a zatem const = —P(a).
Czyli

F=3&—o(a).

A zatem

/abf(g;) dr = F(b) = ®(b) — d(a).

Ostatecznie otrzymujemy wzor zwany podstawowym wzorem rachunku
catkowego:

b
| () dz = ®(b) — B(a),
gdzie & jest dowolng
funkcja pierwotnag funkcji

f.

5.4 Obliczanie calek

Dzigki dopiero co wykazanemu twierdzeniu, obliczanie catek oznaczonych
sprowadza sie do wyznaczania funkcji pierwotnych czyli catek nieoznaczo-
nych. Warto jednak na dwoch przyktadach zobaczy¢, jak to si¢ najczesciej
robi w praktyce.

5.4.1 Calkowanie przez czesSci

Obliczymy catke [ = / xsinz dx. Mamy
0

I= —/Wx(cosx)’dx = —(xcosx) ]g—/w cosrdr = —(—m—(sinz)|j) = .
0 0
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5.4.2 Calkowanie przez podstawienie

Oto wersja ,oznaczona' twierdzenia o zmianie zmiennych.

Twierdzenie. Niech f bedzie funkcja ciagla na [a,b], a ¢ :
[, B] = a,b] funkcja klasy C! (definiujaca zmiang zmien-
nych). Wtedy

/abf(l“) dz = /f fle()e'(t) dt

Przyktadowo, catke I = fol V1 — 2?2 dx liczymy jak nastepuje: Pod-
stawiamy
T =sint,
T
5]

gdzie t € [0, 5l Mamy zatem dx = cost dt. Wiec

us

1':/2(:oszzfdt:f/2 2C082tdt:*/2 (14 cos2t)dt
0 2 Jo 2 Jo

Czyli

us
2 ™

I:1 <t+1sin2t> = —.
2 2 o 4
Nie jest to wynik zaskakujacy; catka powyzsza moze by¢ interpreto-
wana jako pole ¢wiartki kota o promieniu jeden.

Uwaga o granicach catkowania

Przyjmujemy nastepujaca konwencje:

[ra=-[ra

5.5 Zastosowania calek

5.5.1 Pole obszaru
Zwiazek pola z catka wystapit juz w definicji catki.
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Przypuéémy, ze f, g : [a, b] — IR sa dwoma funkcjami ciagltymi takimi,
ze f(x) < g(z) dla x € [a,b].

Niech D bedzie obszarem ograniczonym wykresami obu funkcji oraz
pionowymi prostymi o réwnaniach = = a oraz x = b. Wowczas pole |D|
Wynosi

|D| = /ab (g(z) — f(x)) dx.

Obhczmy przyktadowo pole obszaru D ograniczonego elipsa o réw-

naniu % + ?22 =1 (krétko, choé troche nieformalnie: pole elipsy). Latwo

widad, ze chodzi tu o catke
a b
/ 2—Va? — 2?2 dx.
—a Qa

Wykorzystujac fakt, ze przedzial catkowania i funkcja podcatkowa sa
symetryczne wzgledem osi y-6w mozemy naszg catke zapisa¢ w postaci

b a
4—/ Va2 — x?2dx.
a Jo

Podstawienie x = at sprowadzi ja do calki rozwazanej powyzej. Osta-
tecznie otrzymujemy

Pole elipsy 2—; + b; = 1 wynosi wab

5.5.2 Dtugosé tuku
Zatozmy, ze tuk krzywej K opisany jest rownaniami parametrycznymi
T = Qp(t)a Y= ¢(t)7

gdzie t € [a, 8]. O funkcjach ¢ i ¢ zakladamy, ze sa klasy C'. Wtedy
dhugosé | K| wyraza sie wzorem

K| = / ¢ 2dt

Dowdéd. Podzielmy przedz1al [a, ] na n czesci za pomoca punktéw
a =tg,t1,te, ..., th_1,t, = . Odpowiada to podziatowi tuku na n czesci
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za pomoca punktéow P; o wspotrzednych (p(t;),1(t;)). Jest intuicyjnie
oczywiste, ze dhugos¢ tuku mozna przybliza¢ za pomoca dtugosci tama-
nej PyP P, ... P,, i ze przyblizenie to jest tym lepsze im mniejsze sa
przedzialiki podziatu odcinka [a, 8] czyli im mniejsze, w konsekwencji,
sg odcinki tamanej. Dtugosé tamanej dla podziatu na n czesci wynosi

f; V0@t — otimn)? + ((t:) — D (tio)2.

Stosujac twierdzenie Lagrange’a do funkcji ¢ i ¢ otrzymujemy

i: V@ (E)2(AL) + (¢ ()2 (AL)2.

Z J@ @ + Wm) A,

Jezeli teraz wezmiemy ciag coraz drobniejszych podziatéw, to suma po-
wyzsza bedzie coraz blizsza catki (por. uwaga ponizej)

[ Verwra
|

Bardzo czesto réwnania parametryczne tuku zapisujemy w postaci
r = z(t), y = y(t) unikaja¢ w ten sposéb wprowadzania zbyt wielu
Isymboli. Nasz wynik mozna wiec zapisa¢ nastepujaco w postaci wzoru
W ramce.

Jezeli tuk K jest opisa-
ny jest rownaniami parame-
trycznymi klasy C'!
r = z(t), y = y(t), gdzie
t € |o, 5], to jego dlugosé
wyraza sie wzorem

K| = [ Vo2 + 2.
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Wypiszmy osobno szczegdlny przypadek, gdy tuk L jest wykresem
funkcji y = y(z) klasy C* dla x € [a,b]. Traktujac ten opis jako opis
wzgledem parametru z, czyli

T =2z, y:y(:v), T € [a>b]

mamy

Jezeli tuk L jest jest wykre-
sem funkcji y = y(z) klasy
Ct dla x € [a,b], to

b
L= [ V1+y”de.

Obliczmy dla przyktadu dtugosé okregu o promieniu r. Jezeli umiescimy
jrgo srodek w poczatku uktadu, to mozna go opisaé¢ rownaniami

T =TCosp,
Yy = rsinp,
gdzie ¢ € [0,2x]. Poniewaz 2/(¢) = —rsing, a y'(¢) = —rcosgp, to

dhugos¢ okregu wyraza sie catka

2m
/ rde = 27r.
0

Uwaga.

5.5.3 Objetosé bryly o znanych polach przekrojow

Twierdzenie. Przypussmy, ze V jest bryla przestrzenna
ograniczona, lezaca miedzy ptaszczyznami o rownaniach x =
a i x = b. Przypu$émy, ze dla kazdego punktu z lezacego
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miedzy a i b znamy pole przekroju bryty V' ptaszczyzna pro-

stopadta do osi z-6w i przechodzaca x. Oznaczmy je przez

P(z) i zalézmy ponadto, ze P(x) jest funkcja ciagla..
Wtedy objetosé bryly |V| wyraza sie wzorem

V| = /abP(x) dx.

Dowdéd. (szkic). Niech x € [a,b]. Oznaczmy przez V(x) objetosé kawa-
tka bryty od ptaszczyzny prostopadtej do osi z-6w i przechodzacej przez
a do réwnolegtej ptaszczyzny x. Zatézmy, ze P(x) jest funkcja rosnaca
zmiennej x. Latwo widaé, ze objetos$¢ czesci bryty miedzy plaszczyznami
przechodzacym przez z i przez x + h réwna sie V(x+h) —V(x). Z drugiej
strony, skoro przekroje sg coraz wigksze, to

P(x)-h<V(x+h)—-V(z) < Plx+h) -h=P&)-h,

gdzie istnienie £ € [z,x + h| wynika z twierdzenia Lagrange’a. Dzielac
obie strony przez h otrzymujemy

V(z+h)—V(x) < Pe).

P() < =T o

Przechodzac z h do granicy réwnej 0 otzrymujemy

co oznacza, ze V' (x) jest funkcja pierwotna funkcji P(z). Poniewaz V' (a) =
0, to z podstawowego twierdzenia rachunku catkowego wynika, ze V(x) =
[T P(t)dt. Stad |V| = V(b) = [° P(t) dt. |

Powyzszy wzor jest szczegdlnie przydatny w sytuacji gdy bryta V
jest bryta obrotowa, gdyz wtedy tatwo obliczy¢ pola przekrojow. Niech,
przyktadowo na ptaszczyznie Oxy bedzie dana funkcja ciagta y = f(x),
x € [a,b], ktorej wykres obracamy dokota osi z-6w. Nasza bryla V jest
ograniczona powstalg w ten sposdb powierzchnig oraz ptaszczyznami x =
aix = b, prostopadtymi do osi obrotu. Kazdy przekréj taka plaszczyzna
jest kotem. Stosujac oznaczenie jak w dowodzie wyzej mamy P(z) =
7(f(x))?. Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy wzor.
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Objetos¢ bryty Vpowstatej
z obrotu wykresu funkcji
ciagtej y = f(z), » € [a, ]
wokol osi x-6w wynosi

Vi= [ Vit ) da.

Dla przyktadu obliczmy objetos¢ elipsoidy tréjosiowej. Przez elipso-
ide rozumiemy zaréwno powierzchnie jak i bryte przz nig ograniczong.
Przypusémy, ze elipsoida jest opisana réwniem

IZ yQ 22

Sttt sl

Ustalmy x. Mozna te¢ operacje traktowac jako przeciecie elipsoidy ptasz-
czyzna prostopadta do osi x-6w i przechodzaca przez ustalony z. Jakie
jest rownanie powstatego przekroju? Praktycznie, jest to to samo row-
nanie co wyzej z tym, ze x jest teraz ustalone, a zmiennymi sg y i z.
Przenoszac sktadnik z—; na prawg strone, a nastepnie dzielac obie strony
tak, aby po prawej mie¢ jeden, dostajemy

y2 22

+
b /1-2)7 ofi-2)

W tym nieco skomplikowanym wzorze rozpoznajemy réwnanie elipsy (ze

wzgledu na y i z) o polosiach réwnych by/1 — i—; oraz cy/1 — z—z . Pole
takiej elipsy wynosi wbe(1— sz) = 7;—”20 (a*—x?). A zatem objetosé elipsoidy

wyraza sie tatwa caltka

= 1.

9 9 b, o ad wbe 4 5, 4
— = — 2 — 2— = — . — = — .
(a® — x%) dx e (2a 3) 39 37Tabc

wbe [@

CL2 —a

Mamy wiec kolejny wzor do zapamietania
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Objetos¢ elipsoidy trdjosio-
wej
2 2 2
x oy oz
—+ 5 +-5=1
a’> b 2
WYnosi
4
—mabc.
3
Dla a = b = ¢ = r otrzymujemy znany wzér na objetos¢ kuli o

promieniu 7: %7?&7“3.

Na zakonczenie rozwazan o objetosci wspomnijmy o tzw. regute Cava-
lieriego, ktora mowi, ze dwie bryty majace przekroje o tym samym polu
maja réwne objetosci (chodzi o przekroje plaszczyznami réwnoleglymi
do siebie nawzajem). Latwo widaé, ze regula ta wynika z powyzszego
twierdzenia.

5.6 Calki niewlasciwe

Dotychczas zajmowalismy sie catkami z funkcji ograniczonych i okreslonych
w przedziatach neiskonczonych. Teraz bedziemy rozwazaé sytuacje kiedy
jeden z ww. warunkow nie jest spetniony. Catki takie bedziemy nazywaé
niewlasciwymi.

5.6.1 Definicje i wlasnosci

Moga byé¢ dwa powody, dla ktorych
b
| 1) da
jest catka niewtasciwg: albo funkcja ,staje si¢ nieskonczona' na skraju lub

wewnatrz przedziatu catkowania, albo przedziat catkowania jest postaci
[a,+00) lub (—o00,a]. W dalszym ciagu zaktadamy, ze wystepuje tylko
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jeden z ww. powoddéw. Inne calki niewtadciwe przedstawiamy w postaci
sumy catek, tak, aby omawiany warunek byt spetniony. W szczegdlnosci
calki typu [72° sa zawsze rozwazane jako suma catek [* _ + [F.

Zacznijmy od sytuacji gdy funkcja f : [a, +00) jest ograniczona.

Wtedy
b
def 5.
/ e [,

“+o0o
o ile ta granica istnieje. Jezeli tak jest, to méwimy Wtedy, ze catka / f
jest zbiezna. Podobnie definiujemy catke [¢_ f. Catka [7.7 jest zbiezna,

o ile zbiezne sa obie powyzsze catki (dla pewnego a).

Przypuéémy teraz, ze f jest ograniczona w przedziale [a,&] dla kazdego
€ < b, ale lim,_;, f(z) = co. Wtedy

b 3
def
def ). /
/a f=lm | f.
o ile granica ta istnieje.
Przyktlady:

Y e [y
'/0 14 22 x_b—gpoo/o 1+ 22 v

].. g |0 1. g b

521
0

3
2. / “Tdr = llm e "dr =lim(e™™)

—£J0 0—¢

5.6.2 Podstawowe wzory i kryteria

Kryteria zbigznosci pozwalaja stwierdzi¢ czy dana catka jest zbiezna czy
nie poprzez poréwnanie zachowania funkcji podcatkowej z inng funkcja, o
ktérej coé wiemy. Nadzwyczaj uzyteczne okazuja sie catki postaci [, ﬁ
oraz [} L

W pierwszym przypadku mamy: dla o # 1

/+°° 1 = ’—&-oo
1 ra 1l—alt
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Granica ta istnieje dla 1 < « a nie istnieje dla 1 > «. Czytelnikowi
pozostawiamy sprawdzenie, ze takze dla @ = 1 odpowiednia granica nie
istnieje. Mamy zatem nastepujaca regute:

Caltka [ i jest zbiezna
& gdy a > 1.

W drugim przypadku mamy: dla a # 1
11 J]lia ‘1

0

0o ra  1—a
Tym razem granica ta istnieje dla 1 > «, a nie istnieje dla 1 < «a.
Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze takze dla o = 1 odpowiednia
granica nie istnieje. Mamy zatem nastepujaca regule:

Catka [y i jest zbiezna <
gdy a < 1.

Wezesniej jednak podamy jeszcze jedna definicje.

Definicja. Calke [° f nazywamy bezwzglednie zbieing wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka [°|f].

Bezwzgledna zbieznos¢ to co$ wiecej niz zwykla zbiezno$é. Mamy
bowiem nastepujace twierdzenie, ktérego dowdd opuszczamy.

Twierdzenie. Catka bezwzglednie zbiezna jest zbiezna.

Klasycznym przyktadem catki warunkowo zbieinej tj. takiej, ze jest
zbiezna, ale nie jest bezwzglednie zbiezna, jest ponizsza catka w ramce.

Calka ("> #22 = 7 ale

calka f(;roo% jest roz-

biezna .

A oto zapowiadane dwa kryteria zbieznosci catek niewtasciwych.
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Pierwsze kryterium poréwnawcze

Twierdzenie. Jezeli |f| < g i calka [° g jest zbiezna, to [° f
jest bezwzglednie zbiezna.

Jezeli |0 < f < g i calka [0 f jest rozbiezna, to [’ g tez
jest rozbiezna.

Drugie kryterium poréwnawcze

Twierdzenie. Jezeli b jest punktem osobliwym catki [” f,
oraz f(x) ~ g(x) przy x — b oraz g(x) > 0 w otoczeniu b to

b b
/ f jest zbiezna < / f jest zbiezna.
a a

5.6.3 Funkcje gamma i beta Eulera

Zastosujemy dopiero co poznane kryteria do dyskusji dwoch
bardzo waznych funkcji zdefiniowanych za pomocg catek nie-
wtasciwych.

Definicje

Funkcja gamma Fulera zdefiniowana jest za pomoca nastepujacej
catki niewtasciwe]

['(x) = /OOO t" et dt.

Calka ta jest calka niewlasciwa z dwdéch powodow. Po
pierwsze przedziat catkowania jest nieograniczony. Po drugie,
co mnijej rzuca sie w oczy, funkcja podcatkowa moze dazyc
do co w otoczeniu zera, gdyz potega t moze by¢ a priori



5.6. CAEKI NIEWEASCIWE 17

dowolna, a wiec i ujemna. Musimy wiec zbada¢ zachowanie
funkcji podcatkowej w otoczeniu dwoch punktoéow osobliwych,
zera i nieskonczonosci.

W otoczeniu zera mamy

t(E—].e—t ~ t(E—].

i na podstawie drugiego kryterium poréwnawczego, nasza ca-
tka jest zbiezna dla 1 —x < 1 czyli dla x > 0.
W otoczeniu oo (tzn. dla dostatecznie duzego t) mamy

1
O < tx—].e—t <N o
i na podstawie pierwszego kryterium poréwnawczego, nasza
catka jest zbiezna dla dowolnego x.

A zatem calka jest zbiezna dla x > 0. Tym samym prze-

dzial (0,400) staje sie naturalng dziedzing funkcji T

Funkcja beta Fulera zdefiniowana jest za pomocg nastepujace;
catki.
1
B(a,b) = /0 21— z)de.

Zwrocmy uwage, ze catka ta jest niewtasciwa, gdyz wy-
ktadniki czynnikow x i (1 — x) moga by¢ dowolne, a wiec
i ujemne. A zatem zaréwno x = 0 jak i x = 1 moga by¢
punktami osobliwymi. Rozwazmy jedynie sytuacje w punkcie
x = 0, pozostawiajac drugi punkt jako ¢wiczenie. W otocze-
niu zera mamy

1
a—1 b—1 a—1
(1 —x)" ~zt = i

Calka ta, w otoczeniu zera, jest zbiezna dla 1—a < 1, czyli dla

a > 0. Po zrobieniu ¢éwiczenia okaze si¢, ze catka definiujaca
funkcje beta jest zbiezna dla a > 01 b > 0.
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Gamma a silnia

Okazuje sie, ze jest silny zwigzek miedzy funkcjg I', a znana
nam funkcjg ,silnia", ktoéra liczbie naturalnej przyporzad-
kowuje n!. Wyprowadzimy teraz ten zwigzek.

Dlet1) = [ #edt= [~ ¢ (=) dt =

—t%e! BLOO + x/ooo t" et dt = 2 ()

Otrzymalism zatem wzor

[(z+1) = 2 (7).

Obliczmy teraz kilka wartosci funkeji I'.
P(1) = [“etdt=1.

Wartos¢ I'(2) mozna takze obliczy¢ wprost z definicji, ale
znacznie prosciej jest napisa¢ ja w postaci I'(1 + 1) i sko-
rzystaé z dwoch ostatnich wzoréw. Mamy wiec I'(1 + 1) =
1-I'(1) = 1. Podobnie otrzymujemy

T(3)=T@2+1)=2-T(2) =2

Nietrudno zauwazy¢, ze mamy nastepujaca zaleznosé

['(n+1) =n! dla n IV.
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Wazne wzory

Na koniec naszych pobieznych rozwazan o funkcjach Eulera
przytoczymy (bez dowodéw) kilka nadzwyczaj uzytecznych
wzorow. Wszystkie one zastuguja na to, aby sie ich nauczy¢
na pamiec.

T(p)T(1—p) = Sinﬂﬁp dla 0<p< 1.
_ T(a)l(b)
B(a,b) = (b b)

1 1 s
rG)-IQ)==m
2 2 sin 5
co daje kolejny wzér w ramce.
1
F(i) =7

Pokazmy jeszcze jak dopiero co poznane wzory mozna wy-
korzystaé do obliczenia catki f;™ e~ dzr. Calki tej nie mozna
obliczy¢ ,normalnie", bo funkcja pierwotna funkeji e *" nie
wyraza sie za pomoca funkcji elementarnych. Latwo widac,
ze catka jest zbiezna.
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W pierwszym kroku dokonujemy zmiany zmiennej pod-
stawiajac

1
2=t czyli z =+t dr= —tdt.

2/t
00 1 9
/+ e—x2 dr = = /+ t—fracl2e—t dt =
0 2.0
1 proo 1y, 1.1 1



