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Problem doboru zmiennych w modelu liniowym

W ponizszej tabeli zebrano dane dotyczace warto$ci miesigcznej sprzedazy (Volume) w 20 aptekach.
Zebrano takze informacje dotyczace powierzchni apteki (Floor space), procent catkowitej powierzchni
zajmowanej przez dziat sprzedazy lekow na recepte (PrescRX), liczby miejsc parkingowych, czy
apteka jest w centrum handlowym, dochdd na osobg¢ okolicznej ludnosci

Dobra¢ odpowiedni model wyjasniajacy wielko$¢ sprzedazy apteki

Ott 461
1 2 3 4 5 6
Volume | Floor space | Presc RX | Parking | ShopCntr| Income
1 22 4900 9 40 tak 18
2 19 5800 10 50 tak 20
3 24 5000 11 55 tak 17
4 28 4400 12 30 nie 19
5 18 3850 13 42 nie 10
6 21 5300 15 20 tak 22
7 29 4100 20 25 nie 8
8 15 4700 22 60 tak 15
9 12 5600 24 45 tak 16
10 14 4900 27 82 tak 14
11 18 3700 28 56 nie 12
12 19 3800 31 38 nie 8

Kryteria oceny modelu

Kryterium AIC jest oparte na teorii informacji. Przypu$sémy ze dane sa generowane przez pewien
proces (mechanizm) losowy f . Rozwazmy dwa modele g,i g, majace reprezentowaé proces f .

Gdybys$my znali f*, mogliby$my obliczy¢ strate informacji o f reprezentujac f przez g lub g,
obliczajac “odlegtos¢ “ Kullbacka-Leiblera

Dy(f.g)= | Flog!Dar i=12.
(x)

xeX g i

(ogdlnie DKL(P,QI.)=X !Xlog%P(dx), P<<Q).

Z tych dwoch modeli wybieramy ten, ktory charakteryzuje si¢ mniejsza stratg informacji. Niestety nie

znamy modelu f . Jednak jak pokazat Akaike (1974) mozemy poprzez jego kryterium AIC szacowat,
o ile wigcej (lub mniej) informacji o f tracimy wybierajac g,zamiast g, . Tak wiec ze skonczonego
zbioru modeli g, ;i =1,...,M mozemy wybra¢ ten, ktéry charakteryzuje si¢ najmniejsza strata
informacjio f.Niech A=-2In L(ﬁ, 67)oznacza maksimum logarytmu funkcji wiarogodnosci a

D liczbg wszystkich parametréw modelu. Wowczas

AIC = 2InL(B,6%) +2® = n+nlog(2z) +n 1og(@) +20
n

W przypadku modelu liniowego z p zmiennymi objasniajagcymi ® =dimf+1=p+1=k+2, bo

wymiar wektorap wynosi p=k+1 i jeszcze jeden parametr o .
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Oczywiscie nie mamy zadnej gwarancji ze najlepszy model z rozwazanej klasy jest satysfakcjonujacy.

Kryterium AIC ma ponadto charakter asymptotyczny i przy matej liczno$ci zbioru obserwacji
niezbedne sg pewne korekty kryterium AIC. Zastgpowane jest ono prze AlCc, ktére ma rdzng postaé
dla r6znych modeli. Generalnie AICc naktada wicksza kare za dodatkowe parametry niz AIC.

Podobne, lecz uzyskane w podejsciu bayesowskim jest kryterium
BIC =-21InL(B,8%) +1n(n) @
W programie R uzywane sg
o  GIC (Generalized Information Criterion)
GIC = 2InL(B,6%)+h- D
gdzie h to pewien wspotczynnik, @ -liczba parametrow w aktualnym modelu . Dwa specjalne

przypadki GIC to kryterium Akaike (4/C) w ktorym A=2 oraz kryterium Schwartza w ktéorym

h=log(n) gdzie n oznacza liczb¢ obserwacji.

e Zmodyfikowany wspotczynnik Rjd/

e Statystyka Cp Mallowsa EZ()A/I —E(y,| X,)’ / 67 szacowana jako

i=1

RSS,
C,(M)= S -n+2p,

2

gdzie RSS, to suma kwadratow reszt w modelu z p zmiennymi a S° to suma kwadratow reszt w
modelu ze wszystkimi zmiennymi. Im mniejsza warto$¢ C, tym model lepszy. Statystyke C,

wyznacza funkcja ols mallows cp {olsrr}.
Idea konstrukeji wskaznika C, Mallowsa jest nastgpujaca. Majac probe uczaca (X,,y;) i =1,...,n oraz

funkcje straty L mozemy przyja¢ kryterium jako$ci rozwigzania f rozwazanego problemu
L0,
Takie przyblizenie ryzyka, a zatem prawdziwej mocy predykcyjnej rozwigzania f jest oczywiscie
przyblizeniem optymistycznym. Niech miarg optymizmu bg¢dzie wielko$¢
D= I L0 )~ B, L ),
gdzie yi* =i=1,...,n oznaczaja nowe obserwacje zmiennej odpowiedzi niezalezne od y, i

odpowiadajgce tym samym punktom proby uczacej X, traktowanym jako punkty ustalone. Model
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V. = f (x,) jest dopasowany do proby uczacej (X;, ;) i =1,...,n i dlatego optymizm przyjmuje
zwykle wartosci dodatnie. Mozna udowodni¢, ze przy ogdlnych zatozeniach i kwadratowej funkcji

straty (mozliwe sg tez inne postacie funkc;ji straty)
op = %Zcov@i’yi) .
i=1

Latwo zauwazy¢, ze im bardziej model jest dopasowany do proby uczacej tym wickszy bedzie
optymizm. Jezeli prawdziwy model jest postaci y = f(X;)+ & gdzie funkcj¢ f mozna zapisaé jako

liniowg kombinacje¢ p znanych funkcji bazowych oraz & jest blgdem losowym o zerowej warto$ci

n
. .. . .. 2 ~ 2 . . .. . ,
oczekiwanej 1 wariancji o, to E Cov(yi, yi) = po, . Ostatecznie zamiast minimalizowac
i=l

&ZL( Vi, ]} (Xx,)) bardziej uzasadniona jest minimalizacja wskaznika
i1

%Zn:L(yi,f(X,-)H%pof,
i=1

znanego jako wskaznik C, Mallowsa. W jezyku R uzywana jest rownowazna postac

RSS,
C,= 5 —-n+2p

2

>

RSS,= deviance() model z p zmiennymi objasniajacymi
s<—summary7fullmodel$sigma #ocena sigma dla petnego modelu dostepna dla obiektu klasy summary.lm

Wybor najlepszego modelu Y=248+8X,+-+B.X, +¢&

Algorytm A (Best model)- przeszukujemy wszystkie 2° modeli
1. Niech M, oznacza model zerowy, ktory nie zawiera predyktorow. Ten model po prostu
przewiduje $rednig probki dla kazdej obserwacji.

2. Dlai=1,....k

a) Dopasowac¢ wszystkie (lf) modeli z i predyktorami

b) Wybierz najlepszy sposrod tych (lf )rnodeli i nazwij go M,. Za najlepszy uwazany jest tu
model z najmniejszym RSS lub rownowaznie najwigkszym R,
3. Woybierz jeden najlepszy model sposrod My, . . . ,M; przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
btedu przewidywania, C, (4/C), BIC lub skorygowanego R%

Krok 2 algorytmu A redukuje problem wyboru najlepszego modelu sposréd 2" do wyboru jednego z
k+1 modeli.
W kroku 3 wybieramy najlepszy model sposrod £+1 modeli stosujac jedno z kryteriow CV, AIC, BIC,
C,iR.
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Algorytm B -Regresja krokowa forward

1. Niech M, oznacza model zerowy, ktory nie zawiera predyktorow.

2. Dla i=0,...,k-1
a) Rozwazy¢ wszystkie k-i modeli ktore dodaja jeden predyktor do M;
b) Wybierz najlepszy sposrod tych k-i modeli i nazwij go M. Za najlepszy uwazany jest tu

model z najmniejszym RSS lub réownowaznie najwickszym R>.
3. Wybierz jeden najlepszy model sposrod M, . . . ,M, przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
bledu przewidywania, Cp , AIC, BIC lub skorygowanego R”.

Algorytm C- Regresja krokowa backward
1. Niech M; oznacza model petny, ktéry zawiera wszystkie predyktory.
2. Dla i=kk-1,..., 1
a) Rozwazy¢ wszystkie £ modeli ktore zawieraja wszystkie oprocz jednego predyktora M;
dla wszystkich i-1 predyktoréw
b) Wybierz najlepszy sposrod tych i modeli i nazwij go M;.;. Za najlepszy uwazany jest tu
model z najmniejszym RSS lub réownowaznie najwickszym R>.
3. Wybierz jeden najlepszy model sposrod M, . . . ,Mk, przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
bledu przewidywania, Cp , AIC, BIC lub skorygowanego R%.

library(openxlsx)

#wybor optymalnego modelu

dane? <- read.xlsx("C:/Users/User/Documents/Dydaktyka/Modele liniowe/Cwiczenia/Ott461 xlsx",colNames =
TRUE)

dane3<-dane2 #przygotowanie danych
colnames(dane3)<-c("Volume","Floor space","Presc RX","Parking","ShopCntr","Income")
dane3$ShopCntr <- factor(dane3$ShopCnitr)

levels(dane3$ShopCntr) <- ¢("no","yes")

attach(dane3)

zm=c("Floor space","Presc RX","Parking","ShopCntr","Income")

#indeksy wszystkich podzbiorow indeksowanego zbioru length(zm)

library(e1071)

help("bincombinations")#zwraca macierz 2"p wektorow o dtugosci p

bincombinations(2)#przyktad 1

bincombinations(3) #przyktad 2

bincombinations(3)[-1,] #pomijamy pierwszy wiersz odpowiadajacy modelowi pustemu

wsp = (bincombinations(length(zm))==1 )[-1,]

params=matrix(0,nrow(wsp),5 )#przygotowujemy macierz na wskazniki jakosci poszczegdlnych modeli
library(olsrr)# do Cp

fullmodel<-lIm(Volume ~ Floor space+Presc RX+Parking+ShopCntr+Income,data=dane3)#potrzebne do Cp

for (i in L:nrow(wsp)) {
form = as.formula(paste("Volume~",paste(zm[wsp[i,]],collapse="+")))
model=Im(form,data=dane3)
params([i, 1 [FAIC(model,k=log(nrow(dane3)))
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params[i,2]=model$rank

params[i,3 J[=summary(model)$adj.r.squared
params|[i,4]=AIC(model)
params|[i,5]=ols_mallows_cp(model, fullmodel)

# model optymalny w sensie BIC
as.formula(paste("Volume~",paste(zm|[wsp[which.min(params[,1]),]],collapse="+")))

# model optymalny w sensie R*2_adj
as.formula(paste("Volume~",paste(zm[wsp[which.max(params[,3]),]],collapse="+")))

# model optymalny w sensie AIC
as.formula(paste("Volume~",paste(zm|[wsp[which.min(params[,4]),]],collapse="+")))

# model optymalny w sensie Cp
as.formula(paste("Volume~",paste(zm|[wsp[which.min(params[,5]),]],collapse="+")))

AIC(Im(Volume ~ Floor_space + Presc_RX))

#wyznaczenia na piechot¢ wskaznika AIC

-2*logLik(Im(Volume ~ Floor space + Presc RX))+8 #4 parametry:wyraz wolny,Floor_space,Presc_RX, sigma”2
extractAIC(Im(Volume ~ Floor_space + Presc_ RX))# help(extractAIC)

# zwraca p=dim(coeff) i AIC=nlog(RSS/n)+2p (pomija statg n+nln(2*pi)) i nie wlicza sigma”2 jako parametru
#wyznaczenia na piechot¢ wskaznika Cp

deviance(Im(Volume ~ Floor_space + Presc_RX))

summary_fullmodel<-summary(fullmodel)

s<-summary_fullm0del$sigma #ocena sigma dla pelnego modelu dost¢pna dla obiektu klasy summary.lm
deviance(Im(Volume ~ Floor_space + Presc_RX))/s"2+6-20 #6=2*(2+1)

deviance(Im(Volume ~ Floor space + Presc RX))/s"2+2*Im(Volume ~ Floor space + Presc RX)$rank-20
#6=2%(2+1)

o  Wybor modelu w oparciu o RMSE; gocv
leave-one-out cross validated RMSE

plik Dp.386.R

tworzymy dane do modelu y, =3+ x, + 4)61.2 +¢&,

make poly data = function(sample size = 11) {

x =seq(0, 10)

y=3+x+4*x"2+rorm(n =sample size, mean = 0, sd = 20)
data.frame(x, y)

H
set.seed(1234)
poly data=make poly data()

fit quad = Im(y ~ poly(x, degree = 2), data = poly data) # dopasowujemy wielomian st. 2

fit big = Im(y ~ poly(x, degree = 8), data = poly data) # dopasowujemy wielomian st. 8

plot(y ~ x, data = poly data, ylim = c(-100, 400), cex = 2, pch = 20)

xplot = seq(0, 10, by =0.1)

lines(xplot, predict(fit quad, newdata = data.frame(x = xplot)),col = "dodgerblue", lwd = 2, Ity = 1)
lines(xplot, predict(fit big, newdata = data.frame(x = xplot)),col = "darkorange", lwd = 2, Ity = 2)

n n
Wyznaczamy RMSE dla obu modeli RMSE = \/ %2612 = \/ %Zé‘f
=1 =1
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sqrt(mean(resid(fit quad) * 2))
sqrt(mean(resid(fit_big) * 2))

Widag¢, ze model big ma mniejszy RMSE
Definiujemy nowe kryterium

n
) f 2
leave-one-out cross validated RMSE; oocy = % E e, =
=

gdzie e oznacza blad predykeji obserwacji y; w modelu z usunigtym i-tym wierszem macierzy planu

eksperymentu

#funkcja wyznaczajagca RMSE| oocy
calc_loocv rmse = function(model) {
sqrt(mean((resid(model) / (1 - hatvalues(model))) " 2))

#wyznaczamy RMSE| oocy dla obu modeli
calc_loocv_rmse(fit_quad)
calc_loocv rmse(fit big)

Wida¢, ze model big ma teraz znacznie wigkszy RMSE| gocy niz model quad
Pokazemy graficznie jak zachowuja si¢ oba modele przy usunigciu trzeciej obserwacji

fit quad removed = Im(y ~ poly(x, degree = 2), data = poly data[-3, ])

fit big removed = Im(y ~ poly(x, degree = 8), data = poly data[-3, ])

plot(y ~ x, data = poly data, ylim = c¢(-100, 400), cex = 2, pch = 20)

xplot = seq(0, 10, by =0.1)

lines(xplot, predict(fit quad removed, newdata = data.frame(x = xplot)),
col = "dodgerblue", lwd = 2, Ity = 1)

lines(xplot, predict(fit big removed, newdata = data.frame(x = xplot)),
col = "darkorange", Iwd = 2, Ity = 2)

Regresja krokowa
library(faraway) dp
help(seatpos) #opis zbioru danych

HtShoes —wzrost w butach w cm

Ht— wzrost bez butdéw w cm

Seated — wysoko$¢ na siedzaco w cm

Arm — dlugo$¢ przedramienia w cm

Thigh —dlugo$¢ uda w cm

Leg — dlugos$¢ podudzia w cm

hipcenter —pozioma odlegtos¢ srodka bioder od ustalonego miejsca w samochodzie w mm

hipcenter mod = Im(hipcenter ~ ., data = seatpos) #model addytywny ze wszystkimi zmiennymi
coef(hipcenter mod)
extractAIC(hipcenter mod) # zwraca p i AIC=nlog(RSS/n)+2p

#regresja krokowa backward z kryterium AIC
hipcenter mod_back aic = step(hipcenter_mod, direction = "backward")

#regresja krokowa backward z kryterium BIC
n = length(resid(hipcenter mod))
hipcenter mod back bic = step(hipcenter mod, direction = "backward", k = log(n))

#regresja krokowa forward z kryterium AIC
hipcenter mod_start = Im(hipcenter ~ 1, data = seatpos)
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hipcenter mod forw aic = step(
hipcenter mod_start,
scope = hipcenter ~ Age + Weight + HtShoes + Ht + Seated + Arm + Thigh + Leg,
direction = "forward")

#regresja krokowa forward z kryterium BIC

hipcenter mod_forw_bic = step(
hipcenter mod_start,
scope = hipcenter ~ Age + Weight + HtShoes + Ht + Seated + Arm + Thigh + Leg,
direction = "forward", k = log(n))

#regresja krokowa both z kryterium BIC

hipcenter mod both_bic = step(
hipcenter mod_start,
scope = hipcenter ~ Age + Weight + HtShoes + Ht + Seated + Arm + Thigh + Leg,
direction = "both", k = log(n))

#regresja krokowa backward dla danych aptecznych
model_b=Im(Volume~.,data=dane3)
extractAIC(model b)

model b _aic = step(model b, direction = "backward")

#regresja krokowa forward dla danych aptecznych

model_start=Im(Volume ~ 1,data=dane3)

model fwd_aic=step(
model_start,
scope=Volume ~ Floor space + Presc RX + Parking + ShopChntr + Income,
direction = "forward")

Funkcja regsubsets() z pakietu leaps



