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Analiza skladowych gtéwnych-wersja populacyjna

Niech X bedzie p- wymiarowym wektorem losowym o wektorze warto$ci oczekiwanych m i

macierzy kowariancji X . Z uwagi na fakt, ze interesowa¢ beda nas tylko wariancje i kowariancje
mozemy przyjaé, ze m=0 lub przyjac ze pracujemy na zmiennych scentrowanych X —m . Celem
analizy jest okreslenie kolejnych tzw. skladowych glownych wektora losowego X . Interesowac nas

beda kombinacje liniowe wektora losowego X, czyli iloczyny skalarne a’ X = <a,X> , gdzie a jest
dowolnym ustalonym wektorem w przestrzeni R” . Bedziemy zaklada¢, ze wektor a jest jednostkowy
tzn. ||a|| = <a,a> =1 a kombinacje liniowa a’ X = <a,X> bedziemy nazywac standaryzowang
kombinacja liniowa. Pierwsza sktadowa gtdwna powstaje przez znalezienie takiego jednostkowego
wektora f; € R”, ze

V({(f,X) =V({'X)= max V(a'X).

a|=1

Poszukujemy zatem standaryzowanej kombinacji liniowej o najwigkszej wariancji.
Ale V(a"X)=a"Xa= <a, Ea> . Rozwigzujemy wigc zagadnienie wyznaczenia maksimum formy
kwadratowej <a, Ea> na sferze jednostkowej ||a|| =1. Sfera w R” jest zbiorem zwartym a forma
kwadratowa jest funkcjg ciagla, wigec zadanie ma rozwigzanie. Tworzymy wigc funkcj¢ Lagrange’a

L(a,1)= <a, Ea> + A(1—- <a, a>)

Wyznaczajac pochodne czgstkowe

iL(a,l)zO

a

5 _ thod (Z-Aa=0
—L(a,A)=0 otrzymujemy ukia ||a||=1

oa,

0

—L(a,1)=0

Y (a,4)

Poszukiwany wektor a jest wiec jednostkowym wektorem wlasnym macierzy kowariancji X .
V(@' X)=a"Xa= <a, Ea> = /1<a,a> = A . Maksymalng wariancj¢ otrzymamy wybierajac
jednostkowy wektor whasny f, odpowiadajacy maksymalnej wartosci wlasnej A, macierzy

kowariancji X . Pierwsza sktadowa gloéwng jest wiec zmienna losowa F, = f/ X = <f1,X> ajej
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wariancja jest rtowna V(F) =V (f/ X) =fXf, = <f1,):f1> = Z<f1,f1> =1

max

maksymalnej wartosci

wlasne;j.

Druga sktadowa glowna F, = <f2 , X> powstaje przez znalezienie takiego jednostkowego wektora

f, € R”, ortogonalnego do znalezionego f,, ze

laf=1.(a.f,

V({(f,,X) =V (f;X) = max>=0V(aTX)
Tworzymy funkcj¢ Lagrange’a
L(a,A,u)= <a, Ea> +A(1- <a, a>) + y(fl,a>

1z warunku koniecznego istnienia ekstremum

2 L@adm)=0
0a,

iL(a,ﬂ,lu):O (E—ﬂl)a-i—lufl:()
aa, otrzymujemy uktad rownan ||a|| =1

0
o Ladm=0 (f.a)=0

iL(a,/l,u) =0
ou

Stad mnozac skalarnie pierwsze wektorowe rownanie przez a otrzymuj emy<(): — ADa + uf, ,a> =0

e ((E-a,a)+ u(f,a)=0=((E-a,a) =0 (Z-Da=0,

a||:1,u=0.

Druga sktadowa gtéwna jest wiec zmienng losowa f, X = <f2,X> , gdzie f, jest jednostkowym

wektorem wlasnym macierzy kowariancji X ortogonalnym do f| a jej wariancja

V(<f2 ,X>) =V({]X) = <Ef2,f2> = <lf2,f2> = A bedzie maksymalna, jesli wybierzemy wektor

wlasny odpowiadajacy drugiej co do wielkosci wartosci wiasnej macierzy kowariancji.

Uwaga. Wiadomo ze wektory wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wiasnym sg liniowo
niezalezne. W przypadku macierzy symetrycznej wektory wtasne odpowiadajgce roznym warto$ciom
wlasnym sg ortogonalne. Jezeli warto$¢ wlasna macierzy symetrycznej jest wielokrotna , to
odpowiada jej podprzestrzen wtasna o wymiarze rownym krotnosci tej wartosci wlasnej. Stosujac

procedure¢ ortogonalizacji mozna w tej podprzestrzeni wybrac¢ bazg ortonormalng.
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Podsumowujac. Niech X bedzie p- wymiarowym wektorem losowym o wektorze wartosci

oczekiwanych m i macierzy kowariancji X i niech warto$ci wlasne macierzy kowariancji X
spetniaja warunek 4,>4,>--->4 > 0. Wektor f; odpowiadajacy i-tej sktadowej gtownej F; = <fi,X>
jest rowny i-temu jednostkowemu wektorowi wlasnemu macierzy X odpowiadajagcemu wartosci

wlasnej A, . Skladowe gtowne F,..., F), sa nieskorelowane

cov(F}, F)) = COV(fl.TXXTfj) = fl.T):fj = /ljfl.Tf]: 0 a ich wariancje sa rowne

V(F)=cov(f I.TXXTf )=f I.T):f - =Af I.Tfl. = /A, i=1,...,p. Wszystkie skladowe gtowne tworza nowy

4 f
wektor F=| : |= : X | o macierzy kowariancyjnej A =diag{4,,...,4,} .
T
F, P fp
Niech I' = lfl pr. Wektor X o macierzy kowariancji X zostat przeksztatcony przez

transformacje ortogonalng w nowy wektor F =T"X (F =TI'"(X—m) o diagonalnej macierzy

kowariancji A = diag{4,,...,4,}. Transformacja ortogonalna F = I'"X implikuje przeksztatcenie

I"'r=A

macierzy kowariancyjnej z zachowaniem zaréwno wyznacznika macierzy kowariancyjnej jak i jej

sladu.

Stad o) _100% = ——100%
ZVar(F,) ZA,

informuje nas jaki procent zmiennos$ci oryginalnej zmiennej wyjas$niaja poszczegolne sktadowe

glowne.

Zauwazmy, 7¢ [cov(X,F)],, = [cov(X,£X)] | =[eovX,X"1)} , =[=f] , =[2f]

(p.h) (p.) AV (p.)) (p,1)

Dla standaryzowanego wektora X

[cor(X. F)],,, = ﬁ[(:ov(x’ fiTX)](p,l) - ﬁ[COV(X’XTfi)](pJ) - [\/Z‘filp,l)

Uwaga. Inny sposob rozwigzywania problemu ekstremum warunkowego z uzyciem pochodnej mocnej
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L(a+Aa,A+Al)—L(a,A) =
<a +Aa,X(a+ Aa)> + (l + Ai)(l — <a + Aa,a+ Aa> — <a,2a> - A(1- <a,a> =
2((X - ADa,Aa)+ (1—(a,a))A1 + (1 — A1)(Aa,Aa) + 2A/(a, Aa)

Analiza skladowych gtéwnych-wersja prébkowa

Zatézmy, ze dysponujemy proba prosta z p-wymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa. Mozemy
wyznaczy¢ wektor X i probkowa macierz kowariancji S . Jesli oryginalne zmienne sg mierzone w
roznych jednostkach zwykle standaryzujemy na wstgpie nasze dane i pracowac bgdziemy z probkowa
macierzg korelacyjng. Jesli dane sg jednorodne (w tych samych jednostkach) tak, ze ich liniowe
kombinacje maja sens, nie jest konieczna standaryzacja tylko centrowanie zmiennych. Calg analize

mozemy powtorzy¢ wykorzystujac probkowa macierz kowariancji (lub korelacji) S (lub R)

Przyktad

W stacji hodowli roslin IHAR w Borowie przeprowadzono do$§wiadczenie, ktérego celem byto
zbadanie roznic pomiedzy 11 odmianami stonecznika. Byt to jeden z wielu eksperymentéw majacych
na celu wyhodowanie odmiany o duzej wartosci plonu nietupek i maksymalnej zawartosci thiszczu,
przy minimalnej wysoko$ci rosliny i matej procentowej zawartosci tupiny w nietupkach.
Dos$wiadczenie zalozono w ukladzie blokowym z szescioma powtorzeniami. Zbidr danych Stonecznik
zawiera $rednie arytmetyczne z szesciu poletek obliczone dla 6 nastepujacych zmiennych:

o Wysokos¢ roslinwem  (Wysokos¢)

e Srednica koszyczka w cm (Srednica)

e Plon niclupek w kg z poletka o pow. 9 m* (Nietupki)

e Procentowa zawarto$¢ oleju w nasionach (Olej)

e Procentowa zawarto$¢ tupiny w nietupkach (Lupiny)

e Liczba roslin (Liczba)
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1 2 3 4 5 6
WYSOKOSC | SREDNICA | NIELUPKI | OLEJ | LUPINY | LICZBA

1 84,18 21,02 1,29 53,40 30,33 19,17
2 113,40 19,12 1,20 50,70 27,08 19,17
3 110,98 19,60 0,97 47,87 28,00 15,50
4 107,80 18,85 0,97 48,83 25,83 17,17
5 112,67 19,18 1,18 49,53 27,17 20,17
6 85,40 22,28 1,26 52,80 29,58 17,67
7 130,35 25,47 1,27 51,70 24,67 16,17
8 110,75 19,12 1,20 49,80 29,08 20,17
9 106,07 18,32 1,04 48,05 27,58 19,67
10 82,55 21,58 1,16 53,55 30,50 17,17
11 91,50 18,25 0,93 43,70 43,42 18,50

Metoda gtownych sktadowych jako metoda redukcji danych

Cel ¢éwiczenia: Graficzne przedstawienie wynikow pomiaréw 6 zmiennych dla 11 rodéw stonecznika
przy uzyciu dwoch pierwszych sktadowych gtéwnych i ocena stopnia podobienstwa pomiedzy 11
odmianami stonecznika.

Model. Przyjmujemy, ze zaobserwowane zmienne losowe Xj,...,Xs sa skorelowane, a problem polega
na okresleniu sze$ciu nowych zmiennych Fi,...,Fs, zwanych sktadowymi gtownymi o nastgpujacych
wlasnosciach:

o kazda skltadowa gtowna Fi,....,Fs jest kombinacja liniowa zmiennych Xj,....Xs tzn.

6 6
F = z Sf3X;» i=1,...,6 0 wspotezynnikach f; spetniajgcych warunek z flf =1,
= j=1

o skladowe F1,...,Fs sa nieskorelowane,

e pierwsza skladowa F; ma najwicksza wariancj¢ sposrod wszystkich kombinacji liniowych (o
unormowanych wspotczynnikach) zmiennych Xj,...,Xs, druga skladowa F, ma najwicksza
wariancj¢ sposrod wszystkich kombinacji liniowych zmiennych Xj,...,Xs nieskorelowanych z
F, trzecia sktadowa F3 ma najwigkszg wariancj¢ sposrod wszystkich kombinacji liniowych
zmiennych Xj,...,Xs nieskorelowanych z Fi F; itd.

Tak okreslone skladowe posiadaja te wlasnos¢, ze najwigcej informacji o badanych obiektach
(najwigcej zmienno$ci) zawarte jest w /) a najmniej w Fy . Dla skfadowej F; ten procentowy udziat

wyraza si¢ wzorem

L) 100% .

2 Var(F)
W zastosowaniach praktycznych, ograniczamy si¢ zwykle do dwoch (ewentualnie trzech) pierwszych
sktadowych glownych. Zwykle tez w celu utatwienia interpretacji uzyskiwanych sktadowych analize
prowadzi si¢ po standaryzacji danych, co prowadzi do danych bezwymiarowych unormowanych

(przeskalowanych).
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Latwo pokaza¢, ze problem wyznaczania gléwnych skladowych sprowadza si¢ do problemu
wyznaczania ekstremum formy kwadratowej na sferze jednostkowej, ktorej macierza jest macierz
kowariancji (korelacji), a ten problem redukuje si¢ do rozwigzania problemu wlasnego dla macierzy
kowariancji (korelacji). Niech 4, >4, > ... >4 bedzie uporzadkowanym malejaco ciggiem wartosci
whasnych. Wektor wspolczynnikow wagowych fi=(fi1,....fis)' i-tej sktadowej gtownej F; jest
unormowanym wektorem wlasnym odpowiadajacym i-tej wartosci wlasnej A; macierzy kowariancji
(korelacji) zmiennych Xj,...,Xs. Wariancja sktadowej gtownej F; jest rowna A; .

Zadanie.

1. Dla powyzszego zbioru danych wykonaj standaryzacje (Statistica "sama" standaryzuje dane") oblicz:

o udziat sktadowych glownych w zmiennosci catkowitej (wartosci wlasne)

Warto$ci wiasne macierzy korelacji i pokrewne
Tylko zmienne aktywne

Wartos¢é wt | % ogétu | Skumul. | Skumul.
Nr wartosci Warianc. | Warto$é wi %
2,779148 46,31914 2,779148 | 46,3191
1,473436 | 24,55727 4,252585 | 70,8764
1,208280 | 20,13799 5,460864 | 91,0144
0,483347 | 8,05578 @ 5,944211 | 99,0702
0,041144 | 0,68573 @ 5,985355 | 99,7559
0,014645 | 0,24409 6,000000 '100,0000

o g WN|(=~

e udziat poszczegolnych zmiennych w tworzeniu skladowych gtownych (wektory wlasne)

Wektory wtasne macierzy korelacji(Stonecznik)

Tylko zmienne aktywne

Zmienna Czynn.1 | Czynn.2 | Czynn.3 | Czynn.4  Czynn.5 | Czynn. 6
WYSOKOSC| -0,097747 0,684153 -0,404753 -0,409215 0,281272 0,334640
SREDNICA |[-0,502529 0,076056 0,369965 -0,474450 -0,611154 0,078704
NIELUPKI |-0,507557 -0,328867 -0,216432 -0,340423 0,442006 -0,525484

OLEJ -0,540999 -0,284655 0,020571 0,345678 0,239795 0,669980
LUPINY 0,409191 -0,373038 0,366237 -0,577778 0,331175 0,340253
LICZBA 0,142052 -0,444759 -0,719657 -0,195529 -0,429919 0,202593

Korel. czynniki-zmienne (tadunki czynn. na podst. korelacji (Stonecznik |
Zmienna Czynn.1 | Czynn.2 | Czynn.3 | Czynn.4  Czynn.5 | Czynn. 6
WYSOKOSC| -0,162952 0,830461 -0,444912 -0,284499 0,057053 0,040498
SREDNICA |-0,837755 0,092321 0,406672 -0,329852 -0,123966 0,009525
NIELUPKI |-0,846137 -0,399196 -0,237905 -0,236673 0,089656 -0,063593

OLEJ -0,901888 -0,345529 0,022611 0,240326 0,048640 0,081080
LUPINY 0,682153 -0,452813 0,402574 -0,401689 0,067175 0,041177
LICZBA 0,236812 -0,539871 -0,791059 -0,135938 -0,087204 0,024517

Uwaga: Statgraf podaje wektory /=(fi,....fis)" a Statistica wektory
fi= ﬁ f; (tzw. warto$ci wspélczynnikéw czynnikowych).
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fi = \//1_, f; (tzw. ladunki czynnikowe - wspélrzedne czynnikowe)

Statistica podaje jeszcze tzw. zasoby zmienno$ci wspolnej (cos?)

w, = A, f; gdzie f7jest

wektorem, ktorego wspotrzedne sa kwadratami wspoirzednych wektora f;.

o skladowe gléwne F; (Statistica podaje standaryzowane £; = ﬁF[ )

2. Przedstaw graficznie

e udziat zmiennych Xj,...,Xs w tworzeniu dwoch pierwszych sktadowych gtownych F; 1 F;,

Czynn. 2 : 24,56%
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Whioski. Na Czynnik 1 najwickszy wptyw ( tu ujemny) maja zmienne Olej, Nietupki, Srednica a

dodatni (Lupiny, Liczba).Duza ujemna warto$¢ czynnika I $wiadczy o wysokiej wartosci hodowlane;j

Cynnik II jest zwigzany z wysokoscig rosliny . Duza dodatnia warto$¢ czynnika 2 oznacza duza

wysokos¢ rosliny.

e rozmieszczenie 11 rodow stonecznika w uktadzie dwoch pierwszych sktadowych gtoéwnych F;

i1F,.
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Wspoirzedne czynnikowe przypadkow, na podst. korelacji (Stonec
Czynn. 1] Czynn. 2| Czynn. 3| Czynn. 4| Czynn.5  Czynn. 6
-1,12644 -1,88265 0,05166 0,12223 0,047068 -0,047497
-0,29554  0,09399 -1,15713 0,03843 0,380604 0,042304
0,76836 1,80045 1,06056 0,59756 0,244204 -0,129810
0,75376  1,23646 0,11577 1,00731 -0,117092 0,057040
0,08521 -0,05687 -1,54535 -0,17453 -0,075051 -0,028293
-1,39245 -1,17846 0,89637 0,09118 -0,080767 -0,234356
-2,78568 1,81730 0,53235 -1,21600 -0,125063 0,051900
0,14088 -0,36400 -1,39534 -0,35036 0,122073 0,039920
1,12762  0,21781 -1,04240 0,38890 -0,384803 -0,022647
-0,93662 -1,08510 1,31439 0,62129 -0,015071 0,247392
3,66087 -0,59894 1,16911 -1,12601 0,003898 0,024047
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Rzut przypadkow na ptaszczyzne czynnikéw (1 x 2)
Przypadki o sumie kwadratéw cosinusow >= 0,00
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Czynn. 2: 24,56%
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2,0 }
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-30r¢1
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s 4 s 2 4 o 1 2 3 4 s
Czynn. 1: 46,32%

Whnioski Analizujac ostatni rysunek mozna zauwazy¢ podziat rodow na 2 grupy. W sklad pierwszej
grupy wchodza rody o numerach 1, 6, 10. Jest to grupa ktora charakteryzuje si¢ duza zawartoscig oleju
w nasionach stosunkowo duzg warto$cig plonu nietupek (zobacz wagi f; dla zmiennej F)) i matg
wysokoscia roslin (zobacz wagi f; dla zmiennej F,). Zgodnie z przyjetym wczesniej kryterium sg to
rody o duzej wartosci hodowlanej. Do grupy drugiej naleza rody o numerach 2, 3, 4, 5, 81 9. Sa to
rody o nizszej wartosci hodowlanej. Rody 7 i 11 wyraznie odbiegaja od pozostatych odmian: 7-ze
wzgledu na duza wysokos¢ przy duzej zawartosci oleju natomiast 11- ze wzgledu na mata wysokos¢

1 matg zawarto$¢ oleju.
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W programie R dostepnych jest kilka funkcji realizujacych PCA
e prcomp() i princcomp() [w pakiecie stats]
o PCA() [pakiet FactoMineR |
e dudi.pca [pakiet ade4]
o ¢pPCA() [pakiet ExPosition]

# Plik Stonecznik.R

library(openxlsx)
dane<-read.xIsx("C:/Users/User/Documents/Dydaktyka/Modele
liniowe/C wiczenia/Stonecznik.xIsx",colNames = TRUE)
colnames(dane)<-c("Wysoko$¢","Srednica","Nietupki","Olej","Eupiny”,"Liczba")
library(FactoMineR)

library(factoextra)

#sprawdzenie SVD X=UDV'
wyn<-svd(as.matrix(dane),nu=6,nv=0)
wyn$u%*%diag(wyn$d)%*%et(wyn$v)

wyn$d

wyn$v #macierz wektorow wlasnych macierzy X'X

#wyznaczymy warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy X'X
sp<-eigen(t(as.matrix(dane))%*%as.matrix(dane))

#wartosci osobliwe zestawione w D z (SVD) sa pierwiastkami wartosci wiasnych X'X z procedury eigen
Sp

sqrt(sp$values)

sp$vectors

res.pca<-PCA(dane,scale.unit = TRUE,ncp=6,graph=TRUE)
print(res.pca)

**Results for the Principal Component Analysis (PCA)**
The analysis was performed on 11 individuals, described by 6 variables
*The results are available in the following objects:

name description
1 "Seig" "eigenvalues"
2 "$var" "results for the variables"
3 "$var$coord" "coord. for the variables"
4 "$var$cor" "correlations variables - dimensions"
5 "$var$cos2" "cos2 for the variables"
6 "$var$contrib"  "contributions of the variables"
7 "$ind" "results for the individuals"
8 "$ind$coord" "coord. for the individuals"
9 "$ind$cos2" "cos2 for the individuals"
10 "$ind$contrib”  "contributions of the individuals"
11 "$call" "summary statistics"
12 "$call$centre” "mean of the variables"
13 "$call$ecart.type" "standard error of the variables"
14 "$call§row.w"  "weights for the individuals"
15 "$call$col.w"  "weights for the variables"
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PCA graph of variables
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$coord wspotrzedne czynnikowe 1[/% f. (fadunki czynnikowe)

Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4 Dim.5 Dim.6
Wysokosé¢ 0.1629518 -0.83046094 0.44491169 0.2844993 0.05705276 0.040497536
Srednica 0.8377552 -0.09232127 -0.40667214 0.3298524 -0.12396564 0.009524624
Nietupki 0.8461367 0.39919606 0.23790538 0.2366726 0.08965589 -0.063593137
Olej 0.9018880 0.34552892 -0.02261147 -0.2403264 0.04863971 0.081079831
Lupiny -0.6821527 0.45281254 -0.40257432 0.4016895 0.06717510 0.041176798
Liczba -0.2368117 0.53987114 0.79105919 0.1359377 -0.08720415 0.024517479

$cor  Korelacje pomigdzy czynnikami a sktadowymi gtownymi

Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4 Dim.5 Dim.6
Wysokosé¢ 0.1629518 -0.83046094 0.44491169 0.2844993 0.05705276 0.040497536
Srednica 0.8377552 -0.09232127 -0.40667214 0.3298524 -0.12396564 0.009524624
Nietupki 0.8461367 0.39919606 0.23790538 0.2366726 0.08965589 -0.063593137
Olej 0.9018880 0.34552892 -0.02261147 -0.2403264 0.04863971 0.081079831
Lupiny -0.6821527 0.45281254 -0.40257432 0.4016895 0.06717510 0.041176798
Liczba -0.2368117 0.53987114 0.79105919 0.1359377 -0.08720415 0.02451747

Poniewaz pracujemy ma macierzy korelacyjnej wspotrzgdne czynnikowe sg rowne wspotczynnikom
korelacji

$cos2  zasoby zmiennosci wspolnej (4/ /11‘ fi)2 kwadraty powyzszych kolumn .

Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4 Dim.5 Dim.6
Wysokosé¢ 0.02655329 0.689665377 0.1979464124 0.08093985 0.003255018 1.640050e-03
Srednica 0.70183376 0.008523216 0.1653822259 0.10880260 0.015367479 9.071846¢-05
Nietupki 0.71594733 0.159357495 0.0565989716 0.05601394 0.008038179 4.044087¢-03
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Olej 0.81340197 0.119390237 0.0005112785 0.05775676 0.002365821 6.573939¢-03
Lupiny 0.46533226 0.205039199 0.1620660857 0.16135443 0.004512494 1.695529e-03
Liczba 0.05607979 0.291460844 0.6257746395 0.01847905 0.007604564 6.011068e-04
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$contrib
Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4 Dim.5 Dim.6
Wysokos¢  0.9554471 46.8065939 16.38250039 16.745715 7.911368 11.1983762
Srednica 25.2535546 0.5784584 13.68741341 22.510264 37.350878 0.6194318
Nietupki 25.7613926 10.8153632 4.68426107 11.588772 19.536908 27.6133030
Olej 29.2680293 8.1028431 0.04231459 11.949345 5.750163 44.8873049
Lupiny 16.7436996 13.9157145 13.41296202 33.382757 0.967681 11.5771858
Liczba 2.0178768 19.7810269 51.79054852 3.823147 18.483002 4.1043983
Scree plot

40~

w
o
1

Percentage of explained variances
3

10~

46.3%

Dimensions
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fviz_pca_var(res.pca)

Variables - PCA

Liczba

(%9'%2) zwia

fviz_pca_ind(res.pca)

Individuals - PCA

©e

S N U

<e e

(%9'¥2) zwia

Dim1 (46.3%)
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fviz_pca_biplot(res.pca)

PCA - Biplot

H
2" H ?
|

Liczba : 6

tupin i
R i i Nietupki
lej

Dim2 (24.6%)

4 2 0 2
Dim1 (46.3%)

Regresja z wykorzystaniem PCR

Plik PCA i PLS Cwicz10(faraway9)

library(faraway)

data (meatspec)#Spektrometria migsa do oznaczania zawartosci thuszczu

#zmienne V1-V100 - absorpcja w zakresie 100 dlugosci fali

# 101-sza zmienna fat zawiera dane dotyczace tluszczu

# pierwszych 172 obserwacji potraktujemy jako zbior uczacy a reszte 173 d0 215 tako zbior testowy

help("meatspec")

modell <- Im (fat~.,meatspec[1:172,]) # dopasowujemy model pelnu na zbiorze uczacym

summary(modell)$r.squared

rmse <- function(x,y) sqrt(mean((x-y)"2))# funkcja wyznaczajaca RMSE

rmse (modell$fit, meatspec$fat [1:172]) # rms dla zbioru uczacego
0.6903167

rmse (predict(modell,meatspec[173:215,]),meatspec$fat[173:215])# rms dla zbioru testowego
3.814

Wida¢ ze wyestymowany model ma stabe wlasnosci predykcyjne

Wykonamy procedur¢ PCA na zbiorze uczacym
library(MVA)
meatpca <- prcomp(meatspec|1:172,-101])

round (meatpca$sdev,3) #pierwiastki z warto$ci wlasnych
[1]5.0550.511 0.282 0.168 0.038 0.025 0.014 0.011 0.005 0.003 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000
[18]0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
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[35] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
[52] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
[69] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
[86] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

round (meatpcaS$rotation[,1:3],3)# trzy pierwsze sktadowe gtowne

PC1 PC2 PC3

V1 0.079
V2 0.079
V3 0.079
V4 0.080
V5 0.080
V6 0.081
V7 0.081
V8 0.082
V9 0.082
V10 0.083
VI1 0.083
V12 0.084
V13 0.084
V14 0.085
V15 0.086
V16 0.086
V17 0.087
VI8 0.088
V19 0.088
V20 0.089
V21 0.090
V22 0.091
V23 0.091
V24 0.092
V25 0.093
V26 0.093
V27 0.094
V28 0.095
V29 0.096
V30 0.096
V31 0.097
V32 0.098
V33 0.100
V34 0.100
V35 0.101
V36 0.102
V37 0.103
V38 0.104
V39 0.105
V40 0.106
V41 0.106
V42 0.106
V43 0.106
V44 0.106
V45 0.105
V46 0.104
V47 0.103
V48 0.103
V49 0.103
V50 0.102
V51 0.103
V52 0.103

0.115 0.080
0.117 0.078
0.118 0.076
0.120 0.074
0.121 0.072
0.122 0.070
0.124 0.068
0.125 0.066
0.126 0.064
0.127 0.061
0.127 0.059
0.128 0.056
0.129 0.053
0.129 0.050
0.129 0.046
0.128 0.042
0.128 0.038
0.127 0.033
0.126 0.028
0.125 0.022
0.124 0.016
0.123 0.010
0.122 0.005
0.121 0.000
0.121 -0.005
0.121 -0.009
0.120-0.014
0.119-0.020
0.117-0.028
0.114-0.038
0.111 -0.049
0.108 -0.060
0.104 -0.072
0.101 -0.083
0.097 -0.092
0.093 -0.102
0.088-0.110
0.082-0.118
0.076 -0.125
0.071 -0.128
0.065 -0.126
0.061 -0.118
0.058 -0.103
0.056 -0.083
0.054 -0.058
0.052 -0.032
0.049 -0.005
0.044 0.019
0.036 0.041
0.027 0.061
0.016 0.078
0.003 0.095
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V53 0.103 -0.012 0.110
V54 0.104 -0.027 0.123
V55 0.104 -0.040 0.133
V56 0.105-0.052 0.140
V57 0.105-0.061 0.145
V58 0.106 -0.069 0.147
V59 0.106 -0.075 0.147
V60 0.106 -0.080 0.146
V6l 0.106 -0.085 0.145
V62 0.106 -0.090 0.143
V63 0.107 -0.094 0.140
V64 0.107 -0.098 0.137
V65 0.107 -0.101 0.133
V66 0.107 -0.104 0.128
V67 0.107 -0.106 0.123
V68 0.107 -0.108 0.118
V69 0.107-0.110 0.111
V70 0.107-0.111 0.104
V71 0.107 -0.112 0.096
V72 0.107 -0.113 0.087
V73 0.107 -0.113 0.078
V74 0.107 -0.114 0.068
V75 0.107 -0.114 0.058
V76 0.107 -0.113 0.047
V77 0.107 -0.113 0.036
V78 0.107 -0.112 0.025
V79 0.107 -0.111 0.013
V80 0.107-0.111 0.000
V81 0.107-0.110 -0.013
V82 0.107 -0.109 -0.027
V83 0.107 -0.107 -0.041
V84 0.107 -0.106 -0.054
V85 0.107 -0.105 -0.067
V86 0.107 -0.103 -0.080
V87 0.107 -0.100 -0.092
V88 0.106 -0.098 -0.103
V89 0.106 -0.096 -0.114
V90 0.106 -0.093 -0.126
VOl 0.106 -0.091 -0.137
V92 0.106 -0.090 -0.149
V93 0.106 -0.088 -0.161
V94 0.106 -0.086 -0.173
V95 0.106 -0.084 -0.183
V96 0.105-0.083 -0.193
V97 0.105 -0.081 -0.201
V98 0.105-0.079 -0.208
V99 0.105-0.077 -0.213
V100 0.104 -0.075 -0.217
matplot(1:100, meatpcaSrot [,1:3],type="1",xlab="Frequency", ylab="") # wykres udziatu poszczegdlnych
#zmiennych w tworzeniu trzech pierwszych sktadowych gtownych
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Czarna linia pokazuje udzial zmiennych V1-V100 w tworzeniu pierwszej sktadowej glownej
Czerwona linia pokazuje udzial zmiennych V1-V100 w tworzeniu drugiej skladowej gtdwne;j

Zielona linia pokazuje udziat zmiennych V1-V100 w tworzeniu trzeciej sktadowej glowne;j

Widzimy, ze pierwsza skladowa glowna pochodzi z prawie stalej kombinacji czgstotliwosci. Mierzy, czy
predyktory sa na ogét duze, czy mate. Druga sktadowa gtéwna reprezentuje kontrast pomigdzy wyzszymi i

nizszymi czgstotliwosciami. Trzecia jest trudniejsza w interpretacji.

Czasami mozliwe jest, jak w tym przykladzie, nadanie znaczenia sktadowym glownym. Jest to zazwyczaj
kwestia intuicyjnej interpretacji. W niektorych innych przypadkach nie mozna znalez¢ zadnej interpretacji —
prawie zawsze ma to miejsce, gdy predyktory mierza zmienne w roznych skalach (takich jak wzrost i wiek danej

osoby).

model3 <- Im(fat~meatpca$x [,1:4], meatspec [1:172,])#model w oparciu o 4 sktadowe gtéwne
rmse(mode13$fit,meatspec$fat [1:172])

4.06474
plot(model1S$coef]-1],ylab="Coefficient") #wykres wspotczynnikéw dla pelnego modelu
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svb <- meatpca$rot[,1:4] %*% model3$coef[-1]# wykres wspotczynnikéw dla modelu opartego na PCA
plot(svb,ylab="Coefficient")
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require(graphics)

plot(meatpca$sdev(1:10],type="1",ylab="SD of PC",xlab="PC number")
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SD of PC

PC number

mm <- apply(meatspec[1:172,-101],2,mean)# wyznaczamy $rednie dla 100 kolumn zbioru uczacego
tx <- as.matrix(sweep(meatspec [173:215,-101],2,mm))# tworzymy macierz zmiennych objasniajacych
# ze zbioru testowego

nx <- tx %*% meatpca$rot[,1:4] #tworzymy 4 liniowe kombinacje z 4 wektoréw wtasnych z PCA
pv <- cbind(1,nx) %*% model3$coef # wyznaczamy wartosci przewidywane z modelu 3 dla zbioru testowego
rmse(pv,meatspec$fat[173:215])

4.533982

Powtorzymy obliczenia biorac wiccej sktadowych gtownych
rmsmeat <- numeric(50)
for (iin 1:50) {

nx <- tx %*% meatpca$rot[,1:i]

model3 <- Im (fat~meatpca$x|[,1:i],meatspec[1:172,])

pv <- cbind (1, nx) %*% model3S$coef

rmsmeat[i] <- rmse(pv, meatspec$fat[173:215] )

plot(rmsmeat,ylab="Test RMS")
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which.min(rmsmeat)
27

min(rmsmeat)
1.854858

Najlepszy wynik predykcji na zbiorze testowym oparty jest na 27 sktadowych

Regresja PLS
X
1
T
1
X Y
2 /
T 2
X
P
library(pls)

trainx <- as.matrix(sweep(meatspec[1:172,-101],2,mm))
plsg <- plsr(meatspec$fat[1:172]~trainx, 10, validation="CV")
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perg <- per(meatspec$fat[1:172]~trainx, 10, validation="CV")
plot (plsgScoefficients[ , , 4], ylab="Coefficient")
rmse(plsg$validation$pred,meatspec$fat[1:172])

# funkcje do wizualizacji
scoreplot(pcrg,ncomp=2,labels=names')
scoreplot(plsg,ncomp=2,labels="names")

biplot(plsg)

loadingplot(plsg)

corrplot(plsg,labels=names')

#Faraway PRA 117

g <- Im(Employed ~ ., longley)

summary(g)

round(cor(longley[,-7]),3) #macierz korelacyjna ujawnia silne korelacje pomigdzy predyktorami
# przeprowadzimy dekompozycj¢ spektralng

x <- as.matrix(longley[,-7]) #macierz predyktorow

e <- eigen(t(x) %*% x)

sqrt(e$val[1]/e$val) #wartosci wicksze od 30 sugerujg wspotliniowosé

summary(lm(x[, 1] ~ x[,-1]))$r.squared # R2 dla pierwszego predyktora
1/(1-summary(Im(x[,1] ~ x[,-1]))$r.squared)# VIF dla pierwszego predyktora
vif(x) #VIF dla wszystkich predyktorow - trzeba usuna¢ cz¢$¢ zmiennych z modelu
#xmienne 3 i 4 nie sg silnie skorelowane z pozostalymi —niech zostana
cor(x[,-¢(3,4)])

# te zmiennensa silnie skorelowane- zostawimy jedng np Year
summary(lm(Employed ~ Armed.Forces + Unemployed + Year,longley))

y<-longley$Employed

per_long <- per(y ~ x,4, validation="CV")
scoreplot(pcr_long,ncomp=2,labels=names')
corrplot(per_long,labels=names')
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