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Analiza zaleznos$ci dwoch zmiennych ilosciowych

W typowych sytuacjach, nawet jesli celem jest analiza zachowania si¢ pewnej losowej wielkosci ¥, nie
ograniczamy si¢ jedynie do obserwacji tej zmiennej, ale zbieramy rowniez informacje towarzyszace,
ktore moga mie¢ znaczenie w analizie interesujacej nas wielkosci. Rozwazmy na poczatku sytuacje w
ktérej oprocz interesujgcej nas zmiennej Y obserwujemy jedna zmienng towarzyszacg X.

Przyklad 1. Rozwazmy rezultaty kolokwium (skala 0+25 punktow) i egzaminu koncowego (skala
0+50 punktow) z rachunku prawdopodobienstwa i statystyki (Koronacki,Mielniczuk str. 260) dla 19
studentow pewnej szkoly technicznej. Ponizej przedstawimy wykres par (x,y), gdzie x oznacza wynik

kolokwium a y wynik egzaminu koncowego dla danego studenta.
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Interpretacja. Powyzszy wykres rozproszenia sugeruje, ze duzym (malym) wartosciom wyniku
kolokwium odpowiadaja duze (mate) wartosci egzaminu koncowego. Méwimy w tym przypadku o
zalezno$ci dodatniej miedzy zmiennymi w odroznieniu od zalezno$ci ujemnej, gdy duzym

warto$ciom jednej zmiennej odpowiadaja mate wartosci drugiej zmiennej.

Przyklad 2. Zalezno$¢ latencji L3-N33 dla zdrowych osobnikow od ich wzrostu. Latencja L3-N33,
jest to czas (w milisekundach) od momentu wzbudzenia potencjalu w tzw. korzeniu L3 do osiagnigcia

przez potencjat pierwszego maksimum lokalnego.
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L3-N33

Koronacki,Mielniczuk,str 21 i 314
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Interpretacja. Chociaz zalezno$¢ mi¢dzy zmiennymi jest podobnie jak w poprzednim przyktadzie

dodatnia, to sita zaleznosci jest teraz znacznie stabsza, o czym §wiadczy duze rozproszenie chmury

punktow.

Wykresy rozrzutu dla typowych zaleznos$ci
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Podstawowe statystyki probkowe-przypomnienie.

Rozwazmy n-elementowa probe prosta (Xi,1)),..., (X, Y,) (czyli ciag i.i.d. ) z pewnej populacji o
skonczonych momentach do rzgdu 2 wigcznie. Statystyki

n

X = L Z X, Y= < Z Y., sa nieobciazonymi estymatorami warto$ci oczekiwanych
i=1 i=1

Uy =E(X) i u,=E), natomiast statystyki

Si=t (X=X Si = -TF L S, =352 - XN -7)

i=1 i=1 i=1

s3 nieobcigzonymi estymatorami odpowiednio o5 =V (X), o =V(Y), 0,y =cov(X,Y).

Wspotczynnik korelacji probkowej definiujemy wzorem

Y. (X, - X)x,-7)

N YT V-T S
() ===

i=1 \/SXSY \/ZHZ(XI—)?)Z\/ZHZ(Y;_?)Z

i=1 i=1

—_1
r_nfl

Wspolczynnik korelacji migdzy wynikiem kolokwium a egzaminu koncowego jest rowny p=0,973| a
miedzy latencja L3-N33 a wzrostem jest rowny =0,51]. Komentarz

Liniowa zalezno$¢ miedzy dwoma zmiennymi, prosta regresji.

Rozwazmy sytuacje, gdy wykres rozproszenia dla proby wartosci (x,)1),..., (X,x) Wykazuje na
wyrazng zalezno$¢ liniowg migdzy zmiennymi x iy (np. kolokwium i egzamin konicowy). Rozwazmy
dowolna, ale ustalong prosta J = b, +b,x. Jezeli przyjmiemy, ze ta prosta ma przybliza¢ dang chmure
punktow, warto$¢ ¥, = b, +b, X, mozna interpretowaé jako warto$¢ y przewidywang na podstawie
rozpatrywanej prostej dla warto$ci zmiennej objasniajacej rownej x;. Btad oszacowania, czyli tzw.
warto$¢ resztowa lub rezyduum wynosie, = y, — J,. Dla prostej adekwatnie opisujacej charakter
zaleznosci wartosci rezyduow powinny by¢ jak najmniejsze. Oczywiste jest, ze przesuniecie prostej w
kierunku ustalonego punktu proby w celu zmniejszenia odstepstwa prostej od tego punktu powoduje z
reguty jej odsunigcie od innego punktu préby. Przyjmiemy podobnie, jak w definicji wariancji, za

wskaznik rozproszenia sum¢ kwadratow wszystkich odchylek (rezyduow)

n

S(bo,b1)=2(yi—ﬁi)2 :Zez‘z :Z(yi_(bo+b1xi))2 . (MLI1.1)

i=1
Parametry b, 1 b; dobierzemy tak, aby suma kwadratow odchytek byta minimalna. Tak wyznaczong
prosta bedziemy nazywac prosta regresji oparta na metodzie najmniejszych kwadratow (MNK).

Wyznaczymy teraz jawna postac tej prostej. Z WK istnienia ekstremum mamy dwa rownania
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_=_2Z”1(yi _(bo +b1xi))=0’ (ML1.2)
= _22”:xi (yi — (b, +b1xi)) =0. (MLL3)

Stad
Z . —nb, be = (ML1.4)

ny, be be =0. (MLI1.5)

Powyzszy uklad mozna zapisa¢ w postaci

n

n ;xi {bo}_ ;y,‘

in lez b, Z”:xiyi
i=1

i=l i=l

Z réwnania (ML1.4)otrzymujemy, ze

by=2Q ¥ —bD.x)=y-bx, (ML1.6)
i=l i=1

n n

. —_1 —_1 .
gdzie x=—-) x;,, y=-) Vi, 1

i
i=l i=1

inyi —(f—bl)_c)in _blzxiz =0 @in(yi =) :b1(zx,‘2 _m—cz)'
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Zatem, poniewaz inz —nx’ = Z (x, - X)

i=l

Su-P Y00 Y-y,

b =- = - == (ML1.7)
Z(xi_)_c)z Z(xi_)_c)z Z(xi_)_c)z
i=1 i=1 i=1
Dwie ostatnie rownosci wynikaja z faktu, ze Z(xi -x)=0 i Z (y;,=»)=0.
i=1 i=1
Ponadto, korzystajac z definicji probkowego wspotczynnika korelacji mozemy napisaé
Z (x; =xX)(»,—») Crn=-Dss, s,
b = = N =r—, (MLL.8)
z (x, - (n—1)s; s
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gdzie oznaczenia s,uzywamy, gdy rozpatrujemy odchylenie standardowe ustalonych wartosci yi,...,y,
zmiennych Y1,...,Y,. Wyznaczong MNK prosta regresji y = b, +b,x mozna wygodnie zapisa¢ w

postaci

z ktorej widag, ze prosta regresji MNK przechodzi przez punkt (X, ).
Pominiemy na razie kwesti¢ warunku wystarczajacego istnienia ekstremum (minimum globalne).

Rozwazmy teraz pewne wlasnosci rezyduow e, =y, — 3y, =y, —(b, + b.x;).

Z rownania (ML1.2) wynika, Ze

Zei ZZ(yi_j}i) :Z(yi_(bo"'blxi))Mfle' (ML1'9)
i=1 i=1 i=1 ’

Podobnie z réwnania (ML1.3) wynika, ze inei =0, co w pofaczeniu z (ML1.9) i faktem, ze

i=l

¥, =b, +bx, otrzymujemy

D yie=0. (ML1.10)
i=1

gdyz Zn:(bo +byx;)e, = bozn:ei + blzn:xiei =0.
i=1 = P
Rozwazany problem konstrukcji prostej regresji opartej na MNK

mozna przedstawi¢ geometrycznie.

bgl b7 1 y 1 X G
Przyjmujac oznaczenia y=| : |,y=| : [,(1=|:|,y=|:|=)|:|, x=| : |,e=| : |,
y”l J;f’l 1 y 1 xf'l ef'l

zalezno$ci y, = b, +bx, +e,, i=1,....,n mozna zapisa¢ wektorowo

y=bl+bx+e=y+e

Vv, 1 X e I x e
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N
Wektor obserwacji zmiennej zaleznej y tzn. y =| : | jest wiec sumg liniowej kombinacji
Yn
b7 1 X 1 X €
y=| : |=b,:|+b]| i | wektorow 1=|:|i x=| : |oraz wektora rezydudéw € =
P, 1 X, 1 X, e,

MNK kaze dobra¢ liniowa kombinacje ¥ =b,1+b X tak, aby zminimalizowa¢ kwadrat normy

wektora rezyduow ||e||2 = Zn:(yi -V )2 ZZn: e,? ZZ(% = (b + b1x,~))2 =S(by,b,)-
1 i=1

i= i=1

Wiadomo, z kursu algebry liniowej, ze wektor ¥ =b,1+ b X realizujacy ten warunek jest projekcja
ortogonalng wektora obserwacji y na podprzestrzen liniowa X,=span{1,x} przestrzeni R" z
naturalnym (euklidesowym) iloczynem skalarnym.

Rzut ortogonalny wektora yna przestrzen X, wyznaczamy mnozac skalarnie

y =b,1+bx+e=y+e przez wektory bazowe przestrzeni Xo=span{1,x} ( zakladamy ze wektory 1 i

x s liniowo niezalezne).

(R e b k] s S

i=l

b,

Otrzymali$my doktadnie ten sam uktad rownan jak z WK istnienia ekstremum S(b,.b,) .

Zwroémy uwage, ze z ortogonalnosci wektora rezyduow e do wektoréw 1 i x mamy inne uzasadnienie

(ML1.9) i (ML1.10)
(e)=0< Zn“ei =0, {e,x)=0< Zn:xiei =0, (e,§)=0< > e, =0.
i=1 i=1 1

1 x,1
<1 >> << q , to macierz Grama, ktora jest macierzg pelnego rzedu (tu 2), jezeli wektory
,X) (X, X

—— ]

I x

Macierz {

Oznaczajac przez X = [1, X] =|: i | macierz planu eksperymentu i zapisujac macierz Grama w

1 x

n

postaci
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<1’1> <X’1> :XTX: n Z::lxi — n nx oraz
Z; Xi Z::l xi2 x|

by

mamy uktad rownan [XTX]L) }: X'y i stad przy zatozeniu niecosobliwosci X"X otrzymujemy

1

odpowiednio

bO_XTX—lXT
b—[ "Xy,

1
y=XX'X]"X'y=Hy, e=y-y=(I-H)y.

Kwadratowa (n,n) macierz H zwana macierza daszkowg (hat matrix) jest macierza idempotentng

(H’=H) i symetryczna.

Wiadomo z kursu algebry, Ze macierz idempotentna H reprezentuje rzut na podprzestrzen

RMH)=Im(H)= X;=span{l,x} (obraz endomorfizmu H) wzdhiz jadra 91(H)=Ker(H) , natomiast

symetria macierzy H gwarantuje, Ze rozwazany rzut jest rzutem ortogonalnym ( zob. uzupetnienie

dotyczace przestrzeni unitarnych). Macierz I-H jest rowniez symetryczng i idempotentng macierza

reprezentujgcg rzut ortogonalny na dopetnienie ortogonalne K(H)* = 91(H).

n 2 p—

S - X, —nx|. . . \ .

Wida¢, ze [X'X]"' = — Zi=1 ! i fatwo otrzymujemy jawna posta¢ macierzy
I . n

daszkowej] H=X[X'X]'X' = [H,»j ]m = [ﬁ +%} :

Uzasadnienie, ze ¥ = X[X' X]"' X"y = Hy wyznaczony MNK prowadzi do minimum globalnego jest

natychmiastowe. Wezmy dowolny wektor ¥ z podprzestrzeni X, .
Iy =" =lly =5 +3 =31 =(y-§+3-5.y-3+3-5) =y =3[ +[y 5" . bo
(y-9.9-¥)=0.

) ~2 A2~ A2 .. ~
Wyrazenie ”y - y” = ||y - y|| + ||y - y|| osigga warto$¢ minimalng gdy y =y .
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Rozklad catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej- ocena dobroci

dopasowania MNK
W przypadku gdy dysponujemy tylko obserwacjami zmiennej objasniane;j yy,...,y, ich zmiennos¢

mogliby$Smy ocenia¢ za pomoca ich wariancji Si lub pomijajac czynnik (n-1)" za pomocg catkowitej

? , gdzie y = y1. Zauwazmy, ze

sumy kwadratow (total sum of squares) SS7 = Zn: ( Vv, = f)z = ||y -y

i=1

i=1 i=1 i=1

SST=3 (=3 =2 (=5 +9 -3 =2 =3 + 23, —y) =SSE+SSR, (MLL11)
i=1

bozn:(yi -y —f)z blzn:(yi -y )(x; —)_c)z 0 (zMLI1.11) lub ortogonalno$¢ y —y L X.
i=1 i=1

n

SSE = Z (yi -y, )2 = ||y - )7”2 = RSS to suma kwadratow bledow (error sum of squares

i=1

residual sum of squares-deviance) a
! ~ —\2 A —2 . ’ .

SSR = Z ( V= y) = ||y - y|| to regresyjna suma kwadratow (regresion sum of squares).
i=1

W przypadku, gdy chmura punktow na wykresie rozproszenia jest silnie skupiona wokot prostej MNK
sktadnik SSE jest maty w porownaniu ze sktadnikiem SS7. Zatem stosunek
_SSR_, SSE

SST SST

zwany wspolczynnikiem determinacji wielokrotnej okresla stopien, w jakim zalezno$¢ liniowa

RZ

miedzy zmienng obja$niang a objasniajgcg thumaczy zmienno$¢ wykresu rozproszenia. Dekompozycja
(ML1.11)

2
5

—12 A2 A —
SST=SSE+SSR= |y | =y -3 +|§ -¥

y—y  x—X
=7

jest konsekwencja tw. Pitagorasa w przestrzeni R". Z postaci prostej regresji wynika,

s
zalezno$¢ migdzy wektorami y —y = r—-(x —X) a stad mamy
s

X

Stwierdzenie ML.1. Prawdziwa jest rownos¢

sse_li-3f _ st fxest

rzﬁ(n_l)si 2
- 2 2
SST ”y—y” S

y_y”2 B s (n—l)si B

Uwaga. W przyktadzie 1 SS7=1320,63 ; SSE=69,25 ; SSR=1251,39 wigc wspotczynnik *=0,95.
Natomiast w przyktadzie 2 SS7=325,48 ; SSE=278,62 ; SSR=46,86 wigc wspotczynnik =0,14.



ML1

1 N
Wektor Yy =| : |= )| : | jest rzutem ortogonalnym wektora obserwacji y =| : | na podprzestrzen

y 1 Y

<

span{1} przestrzeni R". Stad wektor Yy —y jest elementem n-1 wymiarowej przestrzeni span{1}™.

A

N
Podobnie wektor § =| : |jest elementem 2 wymiarowej podprzestrzeni Xo=span{1,x} przestrzeni

Vo
R". Stad wektor y —y jest elementem n-2 wymiarowej przestrzeni span{1,x}". Natomiast wektor
y —¥ jest elementem 1 wymiarowej przestrzeni b¢dacej dopetnieniem ortogonalnym przestrzeni
span{1} do przestrzeni span{l,x}, gdyz jest wektorem 2 wymiarowej przestrzeni span{l,x}
spelniajacym warunek <§’ —Y,l> =0. Dekompozycje ML1.11
uzupeli¢ mozemy rownaniem dotyczacym wymiarow (stopni swobody) rozwazanych przestrzeni
—12 A2 s —2
[y =" =[ly =3I +13-¥]
SST = SSE + SSR . MLI.11'
(n=1) =(mn-2) + 1
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Model zaleznosci liniowe;j

Zauwazmy, ze przedstawione podej$cie opiera si¢ jedynie na analizie danych w postaci wykresu
rozproszenia i nie wymaga zadnych zatozen dotyczacych zalezno$ci migdzy zmienng objasniang a
objasniajacg. Mozemy jednak abstrahowac od konkretnych warto$ci (x1,)1),..., (xs,1,) 1 potraktowac b,
i by dane wzorami ML1.6 i ML1.7 jako zmienne losowe zdefiniowane na podstawie proby losowej
(x1,Y1),..., (x4, Y,), gdzie Y; jest objasniang zmienng losowa odpowiadajaca (niclosowej) wartosci
zmiennej x; zmiennej objas$niajacej x. Badanie probabilistycznych wiasnosci wspotczynnikow by 1 b,
bedzie wymagato sformutowania modelu zalezno$ci pomigdzy warto§ciami x;a zmiennymi Y. Ogolne

zatozenie dotyczace powigzania tych wartosci wyglada nastepujaco:
Dla pewnych statych f,i f, zachodzi
Y=0+px +s i=L..,n MLI1.12
gdzie &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie z warto$cia oczekiwana
réowng 0 i (nieznang) wariancja o . Przyjmujemy ponadto, ze warto$ci X, nie s3 wszystkie réwne
jednej liczbie (tzn. wektory 11 x sg liniowo niezalezne).

Y
E(Y) = 3] x4+ ;‘31)

N(Brxs + Bo, 0‘2)

)\‘r(d].’l'g + Bo, ('1'2)

0 T T T3 x

Prosta y = [, + B, x nosi nazwe prostej regresji, a wspotezynniki £, i £, sa odpowiednio jej
wyrazem wolnym i wspoélczynnikiem kierunkowym. Zmienne losowe &, nosza nazwe bledow

losowych w modelu regresji, a ich wariancja o wariancji bledow w modelu. Model ML1.12 zalezy
wigc od trzech nieznanych parametrow f3,, 81 o”.

W eksperymencie obserwujemy warto$ci zmiennej objasniajacej x réwne x;, i=1,...,n i odpowiadajace
jej zmienne objasniane Y; : (x1,11),...,(x,, Yy,). Przy przyjeciu, ze spelniony jest warunek ML1.12

. . . . . 2 e, . .
naszym celem jest wnioskowanie o nieznanych parametrach f,, f,1 o°. Oczywiscie naturalnymi

estymatorami wspotezynnikow i3, sa zmienne losowe

n

n n Z(xi _f)};l
bo:%(zz_blle):?_blf’ b1:l=nl—

i=1 i=1 Z(xl _E)z
i=1

10
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okre$lone w rownaniach ML1.6iML1.71 Y =- Z Y. . Wyznaczona przez nie prosta MNK
i=1

y=b,+bx jest oszacowaniem nieznanej prostej regresji ¥ = [, + S,x . Adekwatnos¢ tego
oszacowania zalezy od wlasnosci wspotczynnikow by i b;.
Elementarnym rachunkiem mozna wykazaé

Stwierdzenie ML2. Zmienne losowe by i b; sa nieobcigzonymi estymatorami wspotczynnikow [ i
B, tzn. E(b)=p8, i E(b)=p,
a ich wariancje sa wynosza

=2
Vib) =0} =0*| L MLI.16

z; (%, =X)’

2
O

V(b)=o, :ﬁ MLI1.17
~(x,—X)
i=1 i

Pominiemy na razie te rachunki i tatwo udowodnimy powyzsze stwierdzenie pdzniej w ogolniejszej

postaci.

Estymator wariancji btedow o oprzemy na nastepujacej intuicji. Rezydua Y i—f’i bedace odchytkami
obserwacji Y, od wartosci prostej regresji MNK s empirycznymi odpowiednikami odchytek
obserwacji Y, od nieznanej prostej regresji y = f3, + [,x . Zatem wariancja rezyduéw w probie

powinna byé naturalnym oszacowaniem wariancji btedow o . Pamietajac, ze $rednia rezydudw jest

rowna 0 i zastepujac w definicji wariancji probkowej czynnik (n-1)" czynnikiem (#-2)" otrzymamy

2
nastgpujacy estymator wariancji

LT (¥ -T)

zwany bledem Sredniokwadratowym.

»  SSE
n-2

S =

Wykazemy pozniej, ze E(S*) =0 czyli, ze blad $redniokwadratowy S jest nieobcigzonym

estymatorem wariancji o .
Z réwnosci ML1.16 i ML1.17 i wlasnosci btedu $redniokwadratowego S” mozemy wyznaczyé bledy

standardowe estymatoréw by 1 by

—2
SE, =S\/L+x— , SE, = S

1

11
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Rozklad kazdego z bledow & jest normalny

czyli &, ,i=1,...,n tworza prosta probe losowa z rozkladu normalnego N(0, o), to model regresji
liniowej ML1.12 mozna zapisa¢ w postaci

Y=Xp+e , £~N(0,5°T)
mozemy wyznaczy¢ rozklady estymatorow wspotczynnikoéw prostej regresji jak rowniez rozklady ich
wersji studentyzowanych.

Uwaga. Wszystkie rozwazania dotyczace modelu regresji w zapisie macierzowym sg prawdziwe takze

dla modelu regresji wielokrotne;.
Rzeczywiscie b=(X"X)"'X"Y i Y ~ N(XB,o’]). Stad
Eb)=X"X)"'X"E(Y)=X"X)"'X"XB=p
Vib)=(X"X)"XT(YVXX'X)" = X'X) "' X' IX(X'X)"' =0’ (X' X) ",
wiec B=b~N@P,c*(X'X)™").

W szczego6lnosci dla regresji jednokrotnej, biorac pod uwage postac

X Zzll mam
[X'X]" i =" [ y

—nx n

Twierdzenie ML1. Rozklad estymatora b, jest rozktadem normalnym N(f,, ). Ponadto dla

02
PIE e
studentyzowanego estymatora b, zachodzi

b-p _ (- ﬁl)m MLI1.18

SE

1

Rozktad estymatora by jest rozktadem normalnym N(f,,c” L+ ). Ponadto dla

72
PIEE
studentyzowanego estymatora by zachodzi

bO_IBO _ (b IBO) ~t,n ML119
SEbO S\/

1(X X)

Réwnosci ML1.18 i 19 umozliwiaja konstrukeje przedziatow ufno$ci dla wspotczynnikow S if3, .

Stwierdzenie ML1.3. Przedzialy ufno$ci na poziomie 1-a dla wspotczynnikow S, i S, sa

odpowiednio postaci

22
by £t a/ZnZXSE =b,t1,_ al2,n=2 \/

zl 1(x —x)

S

\/zl (X —x)

12
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ML1

gdzie t,_,,, , ,0znacza kwantyl rzedu 1 —a /2 zrozkladu ¢-Studenta z n-2 stopniami swobody.

Rownosci ML1.18 i ML1.19 mozna réwniez wykorzysta¢ do skonstruowania statystyk testowych dla
testowania na poziomie istotno$ci « hipotezy

Hy: 1=B1 przeciwko alternatywie H;: S1#810
gdzie 5, jest pewna ustalong liczba ( zwykle §; o =0). Statystyka testowa majaca postaé

. b, _/81,0 _ (b, _ﬂl,o)w ML1.20

SE,

ma przy prawdziwosci hipotezy H, rozklad #,, . Zatem obszar krytyczny testu H,przeciwko

alternatywie H; na poziomie istotno$ci @ ma postac
etz tlfa/Z,n72}'

Analogicznie, przy zachowaniu tej samej hipotezy zerowej i zmianie hipotezy alternatywnej na

prawostronng H,: 8> obszar krytyczny ma postaé
{t:t> tlfa,n72}

a dla hipotezy alternatywnej lewostronnej H,: 51<B1o obszar krytyczny ma postac
{t:1< ~ligno = ta,n72}'
Podobnie dla testowania na poziomie istotno$ci « hipotezy
Hy: Bo=Boo przeciwko alternatywie Hi: Bo#Boo »
gdzie By jest pewna ustalong liczba ( zwykle Sy =0) statystyka testowa majgca postac
— bo _/Bo _ (bo _/80,0)

SE, 1 x>
no S T T

t

ma przy prawdziwosci hipotezy H, rozklad ¢, . Konstrukcja obszaréw krytycznych dla hipotez

alternatywnych dwustronnych i jednostronnych jest identyczna jak w poprzednim przypadku.
Uwaga. Pakiety statystyczne podajg z reguly p-wartos¢ dla odpowiednich testow dwustronnych.

Inne podejscie do testowania hipotezy Hy: 8,=0 przeciwko alternatywie H,: 8;#0 mozna
zaproponowac na podstawie rozktadu zmienno$ci zmiennej objasnianej ML1.11". Okazuje si¢, ze przy

SSE

spefnieniu hipotezy Hy: 81=0 zmienne losowe ——, —— sa niezalezne 1 majg rozklady odpowiednio
log log

R/1
;(12 i ;(,372 , stad statystyka F' = L ma rozktad Snedecora F; .. Test o zbiorze krytycznym

SSE /(n-2)

{F:F>F_ } jest testem Hy: 31=0 przeciwko H,: 81#0 na poziomie . Jest to zgodne z intuicja

a,l,n-2

gdyz dla 8,#0 regresyjna suma kwadratow SSR = ||§’ — Y”Z powinna przyjmowac¢ duze warto$ci w

13



ML1

stosunku do SSE = ”y - 5’”2 . Zatem duze wartosci statystyki /' powinny wskazywac na niespelienie

hipotezy H,.

Okazuje si¢ , ze w wyniku tego rozumowania nie otrzymujemy zadnego nowego testu hipotezy Hy:
B1=0. W sytuacji jednej zmiennej objasniajacej prawdziwy jest zwiazek F=¢, gdzie ¢ jest dane przez
ML1.20.

Problem prognozy.

Przypuscmy, ze dopasowanie modelu do danych jest zadowalajace: warto$¢ wspotczynnika
determinacji jest duza, a rezydua nie wskazujg na wyrazne odstepstwa od zatozen modelowych
(problem ten zostanie omoéwiony pozniej). Wtedy postulowany model moze by¢ uzyty do
prognozowania warto$ci zmiennej objasnianej, gdy zmienna objasniajgca przyjmie nowg wartos¢ xo
zwykle r6zng od pozostatych warto$ci zmiennej objasniajacej. Nowa warto$¢ xp nie powinna znaczaco
odbiega¢ od "centrum" zbioru wartoéci zmiennej objasniajacej x = %Zn: X; . W przeciwnym
i=1

przypadku dokonamy nieuzasadnionej ekstrapolacji na zakres warto$ci x, o ktorym nie mamy
zadnych (albo bardzo mato) informacji. Zakladajac, ze powyzszy warunek jest spelniony chcemy
odpowiedzie¢ na dwa rozne pytania:

jaka jest warto$¢ Srednia zmiennej objasnianej w sytuacji, gdy zmienna objasniajgca x = X,

jaka jest przyszia warto$¢ zmiennej objasnianej przy tym samym warunku x = x,.

Zauwazmy, ze drugi problem jest inny niz dotychczas rozwazane, gdzie estymowalismy
(szacowali$my) pewien nieznany ale staty parametr rozktadu. W drugim problemie staramy si¢
szacowac pewng zmienng losowa.

Z analizy modelu wynika, Ze mozemy przyjac iz obserwacja Y(xo) dla x = x, spelnia réwnanie

Y(x,)= B+ Bx, + &, , ML1.21

gdzie &, jest zmienng losowa o rozkladzie N(0,0%) niezalezng od zmiennych losowych Epyens &,

Przewidywanie (prognoza) wartosci $redniej (oczekiwanej) zmiennej losowej Y(xo) .

Z réwnania ML1.21 po obliczeniu wartosci oczekiwanej mamy
My = E(Y(x,)) =By + Bix,.

Oczywistym oszacowaniem tej wartos$ci bedzie wartos¢

Y(x,)=b, +bx, =l xo]{l;o}[l x b . ML1.22
1
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prostej MNK dla argumentu x = x; .

Z nieobcigzonosci estymatordw by i by wynika, ze Y(X,) jest nieobcigzonym estymatorem wartosci

oczekiwanej fty,,., = E(Y(x,)) = E(b, +b.x,) = B, + B,

n 2 —
Biorac pod uwage b~ N(B,o” (X' X)) i [X"X]" = - Zizl i = wyliczamy
DG . n
2 5 1 2 (xp—X )2
or, VA=l xO)  |=0’| -+ | ML1.23
Yo & Zi=1 (x; —x)
Definiujac jak poprzednio btad standardowy
1 —\2
SE;. =S LI ) 2
" Zi=l (xi —X)
mozemy udowodni¢ nastepujace stwierdzenie
N Y (xy)— M5
Stwierdzenie ML1.4 . Y(x))~ Ny, s O'}%(x ) _ T t, 5.
(xo) 0 SE};
(x0)
Na tej podstawie mozna skonstruowa¢ przedzial ufnosci na poziomie 1-o dla wartosci $rednie;j
Moy = Bo+ Bixy:
Y(X) %4, g2, 2SEy, - ML1.24

Zauwazmy, ze dlugos¢ przedzialu ufnosci nie jest stata dla wszystkich xy: im punkt x, jest bardziej

oddalony od $redniej, tym przedziat jest dluzszy a prognoza wartosci $redniej bardziej niepewna.

Przewidywanie (prognoza) przyszlej warto$ci zmiennej losowej Y(xo) .

Podobnie jak w przypadku prognozy wartosci sredniej, jako estymator przysztej wartosci Y(xo) stuzy

nam Y (x,) dane wzorem ML1.22. Ocenmy, jak duza jest zmienno$¢ réznicy Y (xy)—Y(x,).

Poniewaz zmienne losowe Y(x,) i Y(x,)sa niezalezne, to

A 1 X, —X)*
0§<xo>fy<m> =V (x)+V(¥(x,)=0" 1+;+ﬁ :
i=1 N E

—\2
Sl+l+ (%, %)

Stad ~ SE, - S 2
(x)=Y (xp) n —\2
n Y (5 -%)
=1t

Mozna teraz analogicznie do stwierdzenia ML1.4 sformutowac
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. Y(x,)-Y(x
Stwierdzenie ML1.5. Y(x,)—Y(x,) ~ N(,u?(x(})fy(xﬂ),oé(x(})fy(xg)) , Ylo)=¥(x,) tos-
};(xo)—Y(xO)

Na tej podstawie przedziat ufnosci dla zmiennej Y(x¢) na poziomie 1-a jest postaci

Y(x,)+t SE MLI1.25

1-a/2,n-29% (x))-Y (xy) *
Omowione powyzej wnioskowanie dotyczace estymacji parametrow, testowania ich istotno$ci oraz
prognozy warto$ci $redniej i przysztej zmiennej losowej Y (x,) istotnie zalezy od poprawnosci
postulowanego modelu. Dlatego jest niezwykle wazne, aby oceni¢, czy dane nie wskazuja na istotne

odstepstwa od przyjetych zatozen.

Dane Anscomba 1 potrzeba glgbszej diagnostyki ML

y1=3,0001+0,5001*x y2 =3,0009+0,5*x
12 10
11 9
10 8
9 7
8
> S 6
6 5
5 4
4 3 0
3 2
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
x1 X2
y3 = 3,0025+0,4997*x y4 = 3,0017+0,4999*x
14 13
13 ° 12
12 11
11 10
2 10 t 9 3
9 8 8
8 7
7 6
6 5] g
5] 4
2 6 8 10 12 14 16 18 20
x3 x4

W kazdym przypadku wyestymowany model (z doktadnos$cia do zaokraglen ) jest postaci
v, =0,5x, +3 z tym samym wskaznikiem dopasowania R> = 0,666 i poprawionym R’ = 0,629

oraz takg sama istotnos$cig parametroéw mierzong p-wartoscia.
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