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Elementy logiki matematycznej

Logika matematyczna zajmuje si¢ zdaniami logicznymi. Zdanie logiczne, to zdanie gramatyczne
orzekajace, ktoremu mozna przypisa¢ jedna z dwoch ocen (warto$¢) Prawda (TRUE, 1); Falsz
(FALSE, 0 ) (czyli zdania logiczne podlegaja wartosciowaniu). Nie sa zdaniami logicznymi zdania

pytajace i rozkazujace.

Funktory logiczne (spdjniki):
- jednoargumentowe (Wystarczy jedno zdanie)
negacja - ~  -(nieprawda, ze ...)

- dwuargumentowe (wymagaja dwdch zdan) np.

koniunkcja - A =(edl)
alternatywa - v  -(.lub..)
implikacja - = -(jezeli.., to...)
rownowaznosé - < - (..wtedy i tylko wtedy, gdy...)
y ~P p q PAq Pvyq P=9 | P9
1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
Prawa logiczne (tautologie) — zawsze prawdziwe
1. pr. podwdjnego przeczenia ~(~p)ep
2. pr. Wyl&CZOIngO srodka PV ~ P (zdwoch zdan przeciwnych przynajmniej jedno jest prawdziwe)
3. pr. SpI‘ZCCZl’lOéCi ~ ( DA~ p) (z dwoch zdan przeciwnych przynajmniej jedno jest fatszywe)
4. pr. kontrapozycji (p=>q9)=(~q=>~p)
5. pr. przemiennosci koniunkcji pAg<&SS gAp
6. pr. przemiennosci alternatywy pv g < gV p
7. pr. de Morgana: ~(prg)(~pv~q);
~(pvq) = (~pr~q)
8. pr. zaprzeczania implikacji ~(p=>q9) < (pr~q)

9. pr. ,,nie wprost” (p=q9 < {(pr~q) =~ p}
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10. pr. rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy (p A(gvr) < (pAg) Vv (p ATF))
11. pr. rozdzielnos$ci alternatywy wzgledem koniunkcji (pv(gar)) < (pv g A(pVvr))

Warunek konieczny (WK) i wystarczajacy (WW):

p=yq p jest warunkiem wystarczajacym dla ¢, a g jest warunkiem koniecznym dla p.

pSq p jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla g¢.

P = g tw. proste

q = p tw. odwrotne (do prostego)

Kwadrat logiczny: ~ p =~ q tw. przeciwne

~q =~ p tw. przeciwstawne

Formy (funkcje) zdaniowe — zdania orzekajace, ktorym nie mozna przypisa¢ okre$lonej wartosci
logicznej, gdyz zawieraja zmienna przebiegajaca pewien zbior X (zwany dziedzing formy zdaniowej),
jednak, gdy przyjmiemy zamiast zmiennej dowolny element dziedziny, to forma zdaniowa staje sig
zdaniem logicznym.

Uwaga. Kazde rownanie jest forma zdaniowa

Kwantyfikatory: V- dla kazdego
3 - istnieje

* ~Viex p(X) = Tiex ~px)

* ~diex p(X) S Viex V~p(x)

*  Viex [P()AG(X)] < [Viex p(x) A Viex q(x)]

*  Jiex [P()Vg(0)] < [Frex p(x) V Frex q(x)]

*  [Viex p(¥) V Viex g(x)] = Viex [p(x) vg(x)]

*  Frex [P(0) AgX)] = [Brex P(X) A Frex g(¥)]

Zasada indukcji matematycznej
{T(ny) n (¥

IT(m)=Tn+1)}=>V,;, IT'(n)

nzn nzn

Elementy teorii mnogosci

Zbidr, przynaleznos¢ do zbioru — to pojecia pierwotne, (niedefiniowane).
Sposoby okreslania konkretnych zbiorow:
e wypisanie elementow,
e podanie warunku przynaleznosci.
A={xe X : p(x)}
np.
B={xe X :q(x)}
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AUB={x:xeAvxeB}={xe X :p(x)vq(x)}
ANB={x:xeAvxeB}={xe X :p(x)vq(x)}
A-B={x:xeArxeB}={xe X :p(x)A~q(x)}
A'={x:xg A} ={xe X~ p(x)}

Ac B (xedA=xeB) < (V oy i p(x) = g(x))

Analogie

mnogosciowo-logiczne

A=Bs (xedeoxeB)e (Vo 1 p(x) & q(x))

Tozsamosci utatwiajace dowody twierdzen z kwantyfikatorami
b vxeX p(x) = {x: eX:p(x) }:X
o iy p(x) = {x:eX:px) 2D

lloczyn kartezjanski zbiorow

Intuicja Para uporzadkowana (x,y) to zbior dwuelementowy w ktérym okre§lono kolejnosé

elementow

Formalna mnogoS$ciowa definicja Kuratowskiego pary uporzadkowanej

Ce)={Hxt, ey}

Definicja ta spetnia podstawowy warunek : (a,b)= (¢,d) < a=c A b=d

Niech 4 i B bgda dwoma niepustymi zbiorami
Def: Iloczynem kartezjanskim zbiorow A,B#¢@; nazywamy zbior
AxB={(x,y):xe AryeB}
czyli zbiér par uporzadkowanych, takich, ze pierwszy element pary nalezy do pierwszego zbioru, a
drugi element do drugiego zbioru.

Przyklad. 4={1,2,3}, B={e*} , AxB={(1, ¢),(2, ®),(3, ),(1, *),(2, *),(3, *)}

Uwagi o mnogosciowej definicji pary (a,b)

Para to ciag 2-elementowy — ciag to funkcja na zbiorze N — funkcja to relacja prawostronnie
jednoznaczna — relacja to podzbidr iloczynu kartezjanskiego — iloczyn kartezjanski to zbior par

Uwaga. Elementy teorii relacji: w szczegolnosci relacje rownowaznosci, relacje porzadkujace i
pojecia zwiazane z porzadkiem oraz funkcje 1 pojecia zwiazane z funkcjami zostang omowione na

wyktadzie z analizy matematyczne;j.



