Symulacje MC transportu elektronowego
w potprzewodnikach



Plan:
* rownanie dryfu-dyfuzji a rOwnanie transportowe Boltzmanna

* symulacja MC pojedynczych nosnikow:
* rozpraszanie na fononanch oraz samorozproszenie nosnikéw

* polprzewdoniki zdegenerowane: zakaz Pauliego

* przyktadowe wyniki symulacji MC dla silicenu (materiat Diracowski)
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Wstep
Po co uzywa¢ MC w symulacji uktadéw elektronicznych?

* Najbardziej ogolny opis transportu elektronowego daje rownanie transportowe Boltzmanna (BTE)
dla funkcji rozktadu f(r,v,t), jednak znalezienie jego rozwigzania, nawet numerycznie jest trudne
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* w uktadach o duzych rozmiarach (mikrometry), stosujgc metode momentéw mozna
réwnanie BTE zastgpi¢ zestawem rownan dryfu-dyfuzji (DD)
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W tych réwnaniach nie wystepuje energia (temperatura) nosnikow tadunku, wiec zaktadamy:
(1) nie jest potrzebna, (2) ze T nosSnikow jest taka sama jak uktadu (nieprawda, jest wyzsza)
lub (3) szukamy jej innymi metodami



Dlaczego temperatura nosnikow jest istotna?
* pole elektryczne przyspiesza czastki, to powoduje wzrost energii i temperatury T,

« energia no$nikdw wpltywa na oddziatywanie z siecig atomowg — absorpcja/emisja fonondw,
a to wpltywa na ruchliows¢ nosnikow

* pojawia sie wzrost cisnienia gazu elektronowego (lub dziurowego) ~nksT, CO generuje
dodatkowa site w uktadzie, mozna prébowac rozszerzyé rownania DD o ten wyraz

—

J =enu,&—eD,Vn —enDrVT,

 takie porprawki nie rozwigzujg definitywnie problemu, wraz ze zmniejszaniem rozmiaru uktadu

istotna staje sie ,ziarnistosS¢” tadunku - indywidualna charakterstyka nosnikow staje sie dominujgca,
zwtaszcza ta zwigzana z ich rozpraszaniem

* przejsScie od opisu DD/hydrodynamicznego do opisu czasteczkowego musi uwzglednia¢ losowy charakter\
rozpraszania czgstek na: zjonizowanych domieszkach, defektach sieci, innych nosnikach itp.,
informacje te (czestosci rozpraszania) pochodzg zazwyczaj z rachunku zaburzen (mechanika kwantowa)

* W najprostszym ujeciu symulacja MC jest procesem iteracyjnym, gdzie w pojedynczej iteracji wyrézniamy
faze swobodnego lotu w krotkim przedziale czasu (At) ktéra konczy sie procesem rozpraszania (I'),
ktore zachodzi natychmiasyowo - po czym oba etapy sa powtarzane wielokrotnie a potrzebne informacje
usredniane w czasie dla grupy czastek

* informacje zbierane w trakcie symulacji MC na podstawie ewolucji trajektorii pojedynczych czastek
sg statystycznie rownowazne rozwigzaniu BTE w stanie rownowagowym

* metoda MC réwniez ma ograniczenia, jest metoda potklasyczna, wiec gdy efekty kwantowe stajg sie
dominujace, ona réwniez daje nieprawidiowe wyniki



Przyktadowa trajektoria w przestrzeni wekotra falowego i w przestrzeni potozeniowej.
Nagta (natychmiastowa) zmiana kierunku wektora falowego zachodzi w wyniku rozpraszania czastki.
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Od BTE do symulacji MC pojedynczych czastek

réwnanie transportowe Boltzmanna opisuje ewolucje jednoczgstkowej funkcji rozktadu f(r,p,t) w przestrzeni fazowej
(dla niezdegenerowanego potprzewodnika — f«1, dla f~1 musimy bra¢ pod uwage zakaz Pauliego)
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to z jaka szybkoscig czastka bedzie opuszczac stan p zalezy od energii czastki (pedu),
w rownaniach o wiele wygodniej jest operowaé statymi czestoSciami,

dlatego ze wzgledow praktycznych wprowadzamy pomocniczg wielkos¢ Q(p),

ktOra oznacza czestos$¢ rozproszen bez zmiany pedu (self-scattering)
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rozproszenia bez zmiany pedu

Po wbudowaniu samo-rozpraszania czastki oraz przy zatozeniu jednorodnego
rozktadu gestosci czgstek: f(r,p,t)=f(p,t) i posta¢ BTE jest nastepujaca
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Dostalismy rownanie BTE w znacznie uproszczonej postaci

% — eEVsf + T (1) = 1(F,t)

jego rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci catkowej
(w zasadzie jest to procedura catkowania po trajektoriach Chambersa-Reesa)
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Caitka oznacza zbiorczg informacje o rozproszeniach prowadzgcych do zajecia
przez czgstke stanu p+eg(t-t1), ktéry nastepnie ewoluuje do stanu kornicowego
p z prawdopodobienstwem et

Z rownaniami catkowymi mieliSmy juz do czynienia i wiemy ze MC potrafi je skutecznie rozwigzac.



* w trakcie swobodnego lotu na czgstke dziatajg sity powodujgce zmiane pedu

B(t) = p(0) — e (5+ % x é)

* to oznacza, ze powinniSmy zmieni¢ sposob wyznaczania przedziatu czasu,
w ktérym nie dochodzi do rozpraszania
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» stosujgc standardowg metode odwracania dystrybuanty otrzymamy

t t/ t
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0
t
—In(1-0U) = / C'(p(t"))dt’ - ze wzgledu na ciggta zmiane pedu
0 czastki i wartosci I, wzor w tej postaci

jest nieprzydatny

.. ale do réwnania BTE wprowadzilismy wyraz Q, ktéry nie powoduje zmiany pedu,
teraz go wykorzystamy — pozwoli utrzymac statg wartos¢ I
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Przyktad: absorpcja/emisja fononu przez elektron w monowarstwowym silicenie (buckled-Si)

Phonon emission, T=300K
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Phonon absorption, T=300K
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* zZmiana czestosci rozpraszania zalezy od energii i moze zmieniac sie w zakresie kilku rzedéw wielkosci,
pojawia sie nowy problem zwigzany z wydajnoscig symulacji MC — wiekszos$¢ wylosownaych

procesow rozpraszania moze byc typu self-scattering

aby zapobiec utracie wydajno$ci nalezy dostosowaé ten obszar jest wytaczony
wartosci Q do mniejszych przedziatéw energii r z uzytku — wzrost wydajnosci
A
T _ Fma:z:,ly E < El Fma,:c,2
e Fmam,% E > El /
r

moze sie jednak zdarzyc¢, ze czgstka w trakcie maz,1

swobodnego lotu zostanie przyspieszona do energii Q

wiekszych niz to przewidzielismy

- wtedy nalezy dokonac korekty )E

E Es

w trakcie lotu kontrolujemy energie, gdy wykryjemy
E>E: w chwili t1 wOwczas dokonujemy zmian

q(t) = { Crnaz,ie” " meettdt, t <t

| 26_Pmaw’1t1_(t_tl)rm‘w’zdt, t > 1

co prowadzi do modyfikacji czasu lotu

1 Fmaac
to = — In(U) + t; (1 - ’1)

( _ )
* uzywamy tego samego U,
ktore wygenerowato t
= L In(l— )
= —— 11N —_
r
g _J
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Wspobtczynnik dyfuzji, ruchliwosé nosSnikéw

« w specyficznych warunkach: T~ 4 K (ciekty hel), krysztat niedomieszkowany o matej liczbie dyslokaciji,
transport odbywa sie w sposéb balistyczny tj. Srednia droga swobodna jest wieksza niz rozmiary ukfadu

« ale dla T»1 K termiczne drgania sieci (fonony) powodujg rozpraszanie nosnikéw,
ich ruch moze mie¢ charakter dyfuzyjny

« w zakresie niewielkich pol zewnetrznych wspoétczynnik dyfuzji (D) jest liniowo powigzany z ruchliwoscia (p),
wowczas prad dryfu jest kompensowany gradientem gestosci

j=mnpue —DVn=20 — nue = DVn

dla pola jednorodnego rozkiad gestosci zmienia sie wyktadniczo

Vi(z) qex qg

V(ir)=—-F -x = —qex — n(x) ~e *sT = ekpT — Vn(x) = . Tn(:z:)
B
D = kB_Tlu - wzor Einsteina
q wzOr uzyskany

z metody momentow

W przypadku symulacji MC mamy mozliwos¢ okreslenia obu wielkoSci niezaleznie

£

d 2\ _
g (@ = (@)%) = (@ = @)= o))

DO | —

wartosci Srednie wyznaczane sg dla pewnego przedziatu czasu dla grupy symulowanych czastek
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Wspotczynnik dyfuzji moza wyznaczycC takze przy uzyciu funkcji autokorelacji predkosci C(t)
- ktora jest miarg szybkosci utraty informacji ze wzgledu na oddziatywanie z otoczeniem (dyfuzja)
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dz(0) + /t dv(t")dt’

= (0x(0)dv(t)) + </Ot ov(t")dt' 5v(t)> _ dla duzych t, predkosci

stajg sie niezalezne od
poczatkowego potozenia

r=t—t = D= /Ot<5v(t)5’v(t —7))dr

w stanie ustalonym mozna oczekiwac, ze rownowazne bedzie wyrazenie korelacyjne

(dv(t)dv(t — 7)) = (dv(t)ov(t + 1)) = C(7) « funckje autokorelacji wyznacza sie

rejestrujac predkos$¢ wybranej czastki

00 dla dlugiego przedziatu czasu, nastepnie

D = / C(T)dT obliczajgc pierwszy moment oraz usredniajgc
0 po czasie iloczyn w brakecie dla r6znych

przesuniec t

14



Propagacja czagstek w fazie swobodnego lotu

* symulacje MC wykonuje sie najczesciej dla potmetali, potprzewodnikéw, gdyz te sg istotne
z punktu widzenia zastosowan w elektronice

* w dynamice lotu nalezy uwzglednic fakt iz czgstki mogg znajdowac sie w réznych pasmach,
a to oznacza r6zng zmiane relacji dyspersji i np. masy efektywnej

a7 1 - d(hk) B} . o [OPEN T
ar ~nVEER) TR = G2

Grafen / Silicen

GaAs B
4XL[111] 3 XX[lOO]
\\Z / \_/
" [000] i

/\ LH HH

split-off
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* w materiale Diracowskim relacja dyspersji energii jest liniowa (pomijamy trigonal-warping)

Sl

E(k) = huplk|
— ]_ — N
Vg ﬁVEE(k) — UF =

€= lex, &y

(dk _ q_
=i

ik
at Tk

b — i
VF— k
' vy = vy

na nosniki dziatg pole elektryczne ktore powoduje zmiane wektora falowego (energii),
ale nie zmienia dtugos$ci wektora predkosci

- rbwnania ruchu, ktore rozwigzuje sie numerycznie
(RK2 wystarczy, bo ruch przy$pieszony nie trwa dtugo)
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* W najprostszym przypadku obliczenia prowadzimy na matym wycinku o powierzchnii LxL
wykorzystujac periodyczne warunki brzegowe (PWB)

* pozycja startowa czastek jest nieistotna, po dtuzszym czasie symulacji, czgstki randomizujg swoje potozenie
oraz kierunki predkosci w wyniku wielokrotnych rozproszen np. na fononach

» chcac wyznaczy¢ funkcje autokorelacji predkosci nalezy Sledzi¢ trajketorie wybranej czastki (lub grupy czastek)
przez dtuzszy okres czasu uwzgledniajac PWB

periodic BC
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Modelowanie rozpraszania na fononach

* nosniki w wyniku oddziatywania z siecig atomowag moga absorbowac lub emitowaé fonony
* ze wzgledu na relacje dyspersji fonony dzielimy na dwie grupy:

* aktustyczne
* optyczne

* natomiast w zaleznosci od kierunku drgan na:
* L - podiuzne
* T - poprzeczne, ale lezace w ptaszczyznie w ktérej porusza sie nosnik
» Z - poprzeczne, wychylenia atomow skierowane prostopadle do ptaszczyzny sieci

« prawdopodobienstow oddziatywania silnie zalezy od: (1) temperatury i (2) energii nosnikow

« oddziatywanie moze prowadzi¢ do pozostania w danym podpasmie (intravalley)
lub spowodowac przeniesienie do innego podpasma (intervalley)

« oddziatywanie zmienia wektor falowy k nosnika, ktéry jest fermionem, zatem obowigzuje go zakaz Pauliego
* w potprzewodnikach niezdegenerowanych (f«1) rozpraszanie ze zmiang k nie stanowi problemu
« ale dla uktadéw zdegenerowanych (f~1) rozpraszanie moze zostac zablokowane ze wzgledu na brak

dozwolonego stanu po rozproszeniu
« w przypadku zdegenerowanym konieczne jest wyznaczanie na zmian funkcji rozktadu f(k) w trakcie symulacji

* rozpraszanie na fononach jest izotropowe — kat po rozproszeniu ma warto$¢ losowa

k— k' =k [cosb,sinb), 0 = 27U, U~U0,1)
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« prawdopodobienstwo rozproszenia na fononach akustycznych w poblizu punktu I (z relacji dyspersji fononéw),
to rozpraszanie wewnatrzpasmowe

( )
D, — potencjat deformacyjny z rachunku zaburzen 1-rzedu
2 T — temperatura
I‘](Cl) — %Ek E« — energia nosnika
Y BB pu2 p — gesto$é materiatu
Vv, - predkosc¢ dzwieku modu
\. y,

« prawdopodobienstwo rozpraszania na fononach optycznych lub akustycznych na granicy strefy Brillouina

( )
re _ Do (E), — hw, )N, + (B — hw,) (N, + 1)0(Ey — hw,)
kv — 2712’012;,0(,0,/ J k g v)-Yv A k v uv k v)
absorpcja emsisja )

\_ J

N — 1
v hw, - liczba fononow danego typu
exp kB—T —1

DO — potencjat deformacyjny z rachunku zaburzen 0-wego rzedu
hw, — energia fononu
6 — funkcja Heaviside’a (emisja to proces progowy)
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Zalezno$¢ energetyczna czestosci emisji / absorpcji fononu w silicenie

Phonon emission, T=300K
14

10

—ZA
_______ —TA
tu widac prog — LA
dla emis;ji --Z0O
'TO
=X\ LO
4 )
czestosc rozproszen rosnie
10 Fmewtr— wraz z energia, spodziewamy
0 0-05 30(';12 0-15 0.20 sie ze dla wysokich pol

elektrycznych nastgpi
degradacja ruchliwosci

Phonon absorption, T=300K
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Pétprzewodniki zdegenerowane - zakaz Pauliego

BTE z wbudowanym zakazem Pauliego ma postac

of (k,t)

ot

h

prawdopodobienstwo obsadzenia
nowego stanu

7

~~

Pauli

LR (1 - £0)

SVEf(R ) =Y | FEORKER) (1= f(R ) — (R R E) (1= F(R,1))

~~

Pauli

* oprocz propagacji czastek w przestrzeni konieczne jest monitorowanie funkcji rozktadu f(k),
aby to zrobi¢ konieczne jest podzielenie wycinka przestrzeni wekotra falowego na komoérki,

w ktorych moze jednoczes$nie przebywac pewna maksymalna liczba elektronéw Nc

21 | o° .
€ %00 :: ® '; -
0: "o :’ ..
T T Ak,

Ne

4 no — zakltadana gestos¢ czastek w uktadzie

£:L2
no

Aky Ak,

9582

(27)?
S

optymalna wartosc:

(27)°
S

93:2

N — liczba symulowanych czgstek

— powierzchnia uktadu

- powierzchnia komorki
w przestrzeni k

- najwieksza dopuszczalna
liczba elektronéw w komorce
(raczej nie bedzie catkowita)

Nc"’ 8'10

- obszar zajmowany przez 1 stan
w przestrzeni k

- degeneracja spinowa

~
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* zmiana liczby obsadzen w komorce jest skutkiem dwdch procesow

* zmiany wektora k podczas fazy swobodnego lotu (przysSpieszenie)
* podczas rozpraszania na fononach

« o ile w trakcie rozpraszania mozemy kontrolowa¢ Nc w komorkach,
to w trakcie ewolucji czasowej takiej mozliwoscie nie ma

4 )
N.=6 g = [8, 0, 0] » algorytm rozpraszania uwzgledniajacy zakaz Pauliego
t = — —
1. . E— k'
) e e . . FE)) <17 =U0,1) ~U < (1 — f(k")? =k — k'
n; = N, L . . L
* oraz modyfikacja usuwajgca nadmiarowe elektrony z komaorki
t+ At Y
¢ . . .« o f(k’)>1?:>2/{(0,1)~U<%?zﬂc’%k
° o C
¢ . wybieramy jeden z elektrondw i przesuwamy go do komorki k
n; > N, - ~

Uwaga:

o ile pierwszy proces ma podtoze fizyczne, to drugi jest tylko
trikiem zapewniajagcym ze w dtuzym okresie czasu maksimum
funkcji rozktadu tylko sporadycznie bedzie przekraczac wartosc 1.
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Wyniki symulacji MC dla silicenu (Olga Lysko, WFilS, AGH, praca inzynierska, 2021)

«10%

Histogram N(kx, ky) dla T= 300 K i Ex = 1kVicm i i
Histogram N(kx, ky) dla T=300K i Ex = 10kV/cm
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~
Histogram N(kx, ky) dla T = 300 K i Ex = 100kV/cm

Narastajgce pole elektryczne
spycha rozktad w kierunku
narastajacego potencjatu
(elektrony)

ky [eV]



* gaz nie jest w peini (a) N(k)dlaE =0
zdegenerowany ; N
w niskiej T » o
* silna lokalizacja w Ky 0
0
-0,01 -0,005 0 0,005 0,01
K, [eV]
(b) N(k,) dlaE, =5 kV/cm
* wzrost pola rozmywa o — 1=K

rozktad na wiekszym
obszarze k

——T=300K

* maksimum rozkitadu

. . . (c)
przesuwa sie wzdtuz osi ki

N(k,) dla E, = 10 kV/cm

(d) N(k,)dlaE, =50 kV/em

—T=50K
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0,00004 ——T=50K
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0
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k, [eV]
* pole rozmywa rozktad
(g) N(k,)dlaE,=10KkV/cm .
- ale go nie przesuwa
0,00002 w Ky, tu pozostaje
0,000015 symetryczny
0,00001
0,000005
0
(h) N(k,)dlaE,= V/em
4,00E-06 :1 jgﬁ"K
3,00E-06 T=300K
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* wzrost natezenia pola elektrycznego prowadzi do szybkiej zmiany energii elektrondw,
co aktywuje procesy emisji fononow optycznych, w zasadzie czestoSC rozpraszania
na fononanch ro$nie o kilka rzedéw wielkosci dla kazdego typu rozpraszania

* wzrost czesto$ci rozpraszania prowadzi do czestszego rozpraszania i randomizacji kierunku
elektronu, w efekcie srednia predkos¢ w kierunku pola maleje

<v,> = f(E,) EP—

60000 —0—T=200K

50000 —0—T=300K
E 40000
=
— 30000
AN
x
>
v 20000

10000

O L
0 20 40 60 80 100
Ex [kV/cm]
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* ruchliwos¢ najwieksza w niskich temperaturach i niewielkich pdl

* wzrost natezenia pola generuje wzrost czestosci rozpraszania i spadek (degradacje) ruchliwosci

D [cm?/s]

1000
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10

D = f(Ex) - skala logarytmiczna

10
Ex [kV/cm]
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K = f(Ex) - skala lggarytmiczna

10
Ex [kV/cm]
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—8—T=200K
—8—T=300K
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Rozktad energetyczny elektronow

p(E) = e T

* proces termalizacji elektronéw przebiega
szybciej w wyzszej temperaturze

uwaga:

liczba iteracji jest duza poniewaz nie
zastosowano optymalizacji dla
self-scatteringu
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0 0,1 0,2 0,3

Energia [eV]

p(E) - wynik po 800 000 iteracji

¢ Wynik symulacji
w—Krzywa teoretyczna

0 0,1 0,2 0,3
Energia [eV]

p(E) - wynik po 1 400 000 iteracji

*  Wynik symulacji
Krzywa teoretyczna

o

01 0,2 0,3
Energia [eV]

p(E) - wynik po 4 000 000 iteracji

*  Wynik symulacji
= Krzywa teoretyczna

0 0,1 0,2 0,3
Energia [eV]

600
500
400
300
200
100

200

150

100

50

120
100
80
60
40
20

100
80
60
40

20

o

A

o

T=50K

p(E) - wynik po 200 000 iteracji

«  Wynik symulacji
e Krzywa teoretyczna

0,04 0,06 0,08 0,1
Energia [eV]

p(E) - wynik po 2 200 000 iteracji

«  Wynik symulacji
s Krzywa teoretyczna

0,02

0,04 0,06 0,08 0,1
Energia [eV]

p(E) - wynik po 8 800 000 iteracji

*  Wynik symulacji
Krzywa teoretyczna

0,02

0,04 0,06 0,08 0,1
Energia [eV]

p(E) - wynik po 22 000 000 iteracji

0,02

*  Wynik symulagji
= Krzywa teoretyczna

0,04 0,06 0,08 0,1
Energia [eV]

27



