Dyskretne Modele Rynkéw Finansowych WMS

Zestaw 6 - WWO, filtracje i martyngaty.
ROZWIAZANIA

77777

nastepujace wtasnosci

(a) Dla kazdego n zmienna losowa K (n) ma rozktad dwupunktowy

U, gdy n-ty wyraz Sciezki w jest réwny u

D, gdy n-ty wyraz ciezki w jest réwny d

przy czym P(K(n) =U) =piP(K(n)=D)=1—p.
(b) K(1),...,K(N) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym sa-
mym rozktadzie,

(c) Dla wszystkich n

2. Niech (M(n))nefoa,...ny bedzie procesem stochastycznym zdefiniowa-
nym na przestrzeni probabilitycznej z filtracja: (2, F, (Fn)nefo1,....81, P).
Wowczas (M(n)) jest martyngatem wzgledem filtracji (F)nefo,1,... 5}
wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) M(n) jest calkowalna zmienna losowa, dla kazdego n,

(b) proces (M(n)) jest adaptowany do filtracji (F,,)
(c) dla kazdego n € {0,1,..., N — 1} zachodzi réwnosé

E(M(n +1)|F,) = M(n).

3. Niech (0, F, (Fn)nefo,1,...81,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng z
filtracja. Przypudémy, ze proces stochastyczny (M(n))nefo1,..,n} jest
adaptowalny do filtracji (F,), kazde M(n) jest catkowalne oraz dla
dowolnego n € {0,1,..., N — 1} zachodzi réwnosé

E(M(n+1) — M(n)|F,) =0
Wykazaé, ze (M(n)) jest martyngatem wzgledem filtracji (F,,).

4. Niech (Q, F, (Fn)nefoa,..n},P) bedzie przestrzenig probabilistyczng z
filtracja. Niech X bedzie catkowalna zmienna losowa. Oznaczmy M (n) =
E(X|F,). Pokaza¢, ze proces (M (n))neo,1,..,n} jest martyngatem wzgle-
dem filtracji (F,).

5. Rozwazmy 3 gry o nastepujacych zasadach:

e GRA 1:
O 12:00 kazdego dnia (przez kolejne 365 dni) rzucamy moneta.
Jezeli wypadnie orzet - dostajemy 1 zl, jezeli wypadnie reszka -
ptacimy 1 zt. Zakladamy, ze moneta jest uczciwa.
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e GRA 2:
O 12:00 kazdego dnia (przez kolejne 365 dni) rzucamy moneta.
Jezeli wypadnie orzet - dostajemy 1 zl, jezeli wypadnie reszka -
ptacimy 1 zt. Zaktadamy, ze moneta nie jest uczciwa: $rednio na
cztery rzuty wypadaja 3 reszki.

e GRA 3:
O 12:00 kazdego dnia (przez kolejne 365 dni) rzucamy moneta.
Jezeli wypadnie orzet - dostajemy tyle zt, ile ortéw wypadto do
tej pory (wliczajac orla, ktory wlasnie wypadt), jezeli wypadnie
reszka - placimy tyle zl, ile reszek wypadto do tej pory (wlicza-
jac reszke, ktéra wlasnie wypadta). Zaktadamy, ze moneta jest
uczciwa.

Dla danej gry, niech X (n) bedzie suma naszych wygranych (i przegra-
nych) o 20:00 n-tego dnia. Przyjmujemy przy tym X (0) = 0. Ponizsze
polecenia wykonaj dla kazdej gry osobno.

(a) Zbudowaé¢ model gry o powyzszych zaadach: wybraé¢ odpowiednig
przestrzen probabilistyczng i zdefiniowaé¢ na niej zmienne losowe
X (n), ktorych wartosci sg réwne sumie naszych wygranych.

(b) Wyznaczy¢ jawne wzory zmiennych losowych X (1), X (2) i X (3)
(wskazowka: narysuj drzewo dwumianowe dla powyzszej gry).

(c) Jaki rozklad ma zmienna losowa X (n)? Obliczy¢ jej wartosé ocze-
kiwang. Czy warto$¢ oczekiwana jest stata dla procesu (X (n))?

(d) Wyznaczy¢ Fy, Fi, Fa, F3, a nastepnie obliczy¢ E(X (3)|Fo), E(X (3)|F1)
oraz E(X (3)|F2), gdzie (F,) jest filtracja generowana przez proces
(X(n)) (6. Fo = 0(X(0), X(1),..., X (n))).

(e) Czy proces (X (n)) jest martyngatem wzgledem filtracji (F,,)?

6. Wykonujemy dwukrotnie rzut kostka. Niech X oznacza sume oczek z
obu rzutéw, a Y wynik pierwszego rzutu. Obliczy¢ E(X|Y).

7. Rozwazmy model cen akcji z dynamika:

w |150) |S(1)]5(2) | SG) | P({w})
w || 100 | 121 | 130 | 140
wy || 100|121 | 130 | 110
wy || 100|121 | 100 | 110
wy || 100|121 | 100 |90
ws || 100 |90 | 105 |90
we || 100 |90 | 105 |95
wr || 100 |90 |85 |95
ws || 100 |90 |85 |75

(a) Obliczy¢ E(S(3)[S(1) = 121).

(b) Niech P, bedzie podziatem zbioru 2 = {w,...,ws} generowa-
nym przez (5(0),S5(1),5(2)). Oznaczmy Fo = o(Ps). Wyznaczy¢
E(S(3)[F2).

00 |00 | —00 | =00 |00 | =00 | 00 | —00 | —
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8. Rozwazmy model cen akcji z dynamika:

w | S(0)]S(1)]S2)
w80 | 120 | 180
ws || 80 120 | 80
ws || 80 60 72
wa || 80 60 36
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Sprawdzié¢ czy proces cen akcji (S(n))n—o12 jest martyngatem wzgle-
dem filtracji generowanej przez ciag podziatéw (P,)n—o1,2 przestrzeni
probabilistycznej (2 = {wy, wo, w3, w4}, F, Q).
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