IMIE I NAZWISKO

, numer indeksu
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Czas: 135 min.
1. (16 pkt) Dany jest model jednokrokowy trojmianowy z jedna akcja, w ktorym S(0) = 100, A(0) = 100 oraz
S =120, S™ =110, S% =85, A(1) = 110.

(a) (4 pkt) Znalezé ogdlng postaé¢ prawdopodobienstw martyngatowych w tym modelu.

Wektor (q1,¢2,q3) bedzie wektorem prawdopodobienstw martyngalowych wtedy i tylko wtedy,
gdy spelniony bedzie nastepujacy uktad

quvqmaqd >0
Eg(Ks) =R

Gus Gm>qd > 0
Qu + qm +qd = 1
20q,, + 10g,,, — 15g4 = 10

[T o]

qu; qqud > 0

= Yt gm+tqa=1
4qy + 2qm — 3qq = 2
qu;Qman>0
= del_qu_qm
Tqu + 5Gm = 5
Qus> Gm,qd > 0
<:>1pkt qmzl—%qu
qd:§Qu
qu € (0,2)
<:>1pkt qmzl—%qu
Qd:%Qu

Odpowiedz Wektor prawdopodobieristw martyngatowych ma postaé (q, 1— %q, %q), gdzie q €
(0,32).

(b) (4 pkt) Wyznaczy¢ przedzial bezarbitrazowy dla instrumentu pochodnego H o wyplacie zadanej przez
wektor (H*, H™, HY).

Korzystajac z definicji, wyznaczymy przedzialt Ip:

Iy = {EQ(ﬁ(l)) : Q jest miara martyngalowad} 1 pkt
= {HlR(quH“ + g H™ + qaH?) : qu € (0, g)v%n =1 gqu,qcz = zqu} 1 pkt
_ {Lll(qu(Hu _ %Hm + %Hd) +H™): gy € (0, ?)} 1 pkt
= (min (?;Hm, %H“ + ing) , max (i)Hm, ?—SH" 4F ing>> 1 pkt

Odpowiedz Iy = (a,b), gdziea = min (P H™, 22 H" + 20H?) ib = max (0 H™, 20 H" + 22H?).
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(c) (2 pkt) Pokazaé, ze dowolny osiagalny instrument pochodny w tym modelu musi spelniaé¢ zaleznosé

5H" — TH™ + 2H® = 0.

Korzystajac z porzedniego podpunktu i postaci przedzialu Iy widzimy, ze przedzial Iy jest
jednoelementowy (co jest WKW na to, aby H bylo osiaglane), wtedy i tylko wtedy, gdy:

7

2
H“—gHm+ng:O@5H“f7Hm+2Hd:O.

(d) (2 pkt) Wiadomo, ze dla pewnego instrumentu osiagalnego H wyplata w scenariuszu m wynosi H™ =
4. Znalez¢ uczciwg cene H(0).

Korzystajac z postaci przedzialu Iy oraz warunku wyznaczonego w poprzednim podpunkcie,
mamy, ze dla instrumentu osiagalnego jego cena (bedaca jedynym elementem przedziatu dom-

nietego Iy 1 pkt ) wynosi:

H(0) = %Hm ~ 21 pkt

1.1 11

Odpowiedz H(0) = 2.

(e) (4 pkt) Znalezé wszystkie mozliwe wartosci K, dla ktorych opcja put z ceng wykonania K jest w tym
modelu osiggalna.

Rozwazmy nastepujace przypadki:
e K € (0,85]. Wowczas:

5P —7P™ 4+2P1=5.0—-7-0+2-0=0.

Na mocy podpunktu ¢) opcja ta jest wiec osiagalna w tym modelu. 1 pkt

e K € (85,110]. Wowczas:

5P —7TP™4+2P1=5.0—-7-0+2- (K —85) #0.

Na mocy podpunktu ¢) opcja ta nie jest wiec osiagalna w tym modelu. 1 pkt

e K € (110,120]. Wowczas:

5PY —7P™ +2P% =5.0—7- (K —110) + 2+ (K — 85) = —5K + 600 = 5(120 — K) = 0 < K = 120.

Na mocy podpunktu ¢) opcja ta jest wiec osiagalna w tym modelu o ile K = 120. 1 pkt

e K € (120, +00). Wowczas:

5PY — 7TP™ +2P%=5.(K —120) — 7 (K —110) + 2 - (K — 85) = 0.

Na mocy podpunktu c¢) opcja ta jest wiec osiagalna w tym modelu. 1 pkt

Odpowiedz Opcja put bedzie osiaglana w tym modelu o ile K € (0,85] U [120, +00).
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2. (14 pkt) W chwili ¢ = 0 inwestor zglosil funduszowi hedgingowemu cheé zakupu pakietu opcji na akcje S
spotki KGHM: na pakiet ten mialyby sie sktada¢ dwie europejskie opcje put z cena wykonania rownag
K7 =200 o terminie zapadalnosci T = 1 oraz trzy europejskie opcje call typu Asset-Or-Nothing o wyplacie

S(T),  gdy S(T)> K
H(T)=<{ 1S(T), gdyS(T)=K
0, gdy S(T) < K

z ceng wykonania K = 210 i tym samym terminem zapadalno$ci 7' = 1. Analitycy funduszu zakladaja,
ze wlasciwym modelem rynku jest model jednokrokowy dwumianowy, w ktorym S(0) = 200, U = 20%,
D = -10%, A(0) = 100, R = 5%.

(a) (4 pkt) Opisz na czym polega ryzyko funduszu w przypadku wystawienia takiego pakietu opcji.

W przypadku wystawienia takiego pakietu opcji, w chwili 7' = 1 fundusz musi zaptaci¢ wystawcy
opcji:

3
2P(1) + 3H(1) = 2(200 — S(1)) sy <200} + 35(T) Lisiay>210) + S 1gs=210{ 2 PKb

W przypadku gdy S(1) < 200 lub S(1) > 2100 funudsz musi wiec wyplaci¢ nabywcy pakietu

nalezna wyplate, ktorej wysokosé jest w chwili 0 nieznana. 2 pkt

(b) (6 pkt) Wykorzystujac przyjety przez fundusz model rynku, wyznacz uczciwa cena, ktorg fundusz
mogltby zaproponowaé inwestorowi zainteresowanemu zakupem podanego pakietu opcji.

7 uwagi na kolejny podpunkt wycene przeprowadzimy metoda replikacji. Zauwazmy, ze wyplata
z podanego pakietu opcji w chwili 7' = 1 wynosi

720, W scenariuszu u 2 pkt
40, w scenariuszu d

2P(1) +3H(1) = {

Stad uklad réownan na portfel replikujacy (z,y) dany jest jako

200 +105y =720, _ |7 = 5
180z + 105y = 40 y =-409 pkt

Stad uczciwa cena pakietu w chwili 0 wynosi
34 400 7600
Ve @ = = -200 - 5= -100 = T=12 pkt

. Ve . . . . 7600
Odpowiedz Uczciwa cena za pakiet opcji wynosi 7.

(¢) (4 pkt) Zaktadajac, ze fundusz decyduje sic na wystawienie podanego pakietu opcji chetnemu in-
westorowi, dokladnie opisz jaka strategie powinien przyja¢ fundusz, zeby oslonié¢ sie przed ryzykiem
zwiazanym z ta transakcja.

Za pieniadze uzyskane ze sprzedazy opcji funudsz powinien zakupi¢ portfel replikujacy, ktorego
sprzedaz w chwili 1 pozwoli pokry¢ koszty wyplaty nabywcy opcji naleznych mu pieniedzy

2 pkt . W takim razie

e W chwili ¢ = 0 fundusz powinien zakupié¢ % akcji KGHM oraz pozyczy¢ % jednostek waloru

wolnego od ryzyka. 1 pkt

e W chwili ¢ = 1 fundusz powinien sprzedaé % akcji KGHM oraz oddaé % jednostek waloru

wolnego od ryzyka. 1 pkt
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3. (18 pkt) Dany jest model tréjmianowy z dwoma akcjami. Zalézmy, ze stopa wolna od ryzyka wynosi R =
10%, natomiast zwroty na gieldzie w kolejnych scenariuszach w, m,d wynosza odpowiednio —a%, 0%, 4a%
dla pierwszej akcji oraz b%, 5%, 6b% dla drugiej akcji. Znalezé wszystkie mozliwe wartosci a i b, dla ktorych
model ten jest wolny od arbitrazu, ale nie jest zupelny.

Ii IT Twierdzenie Fudamentalne implikuja, ze model ten bedzie wolny od arbitrazu, ale niezupelny
wtedy i tylko wtedy, gdy w modelu bedzie istniata niejednoznacznie wyznaczona miara martyngatowa.

1 pkt

Wektor (g1, g2, g3) bedzie wektorem prawdopodobieristw martyngatowych wtedy i tylko wtedy, gdy

Qus Gm> qd > 0 Qus9m;, qd >0

Qu + Gm + qa — 1pkt Qu + qm + Q4
Eq(Ks,) =R —aqy + 4agq = 10
Eq(Ks,) = R bqu + 5Gm + 6bga = 10

Powyzszy uktad, z uwagi na parametry, najlepiej rozwiaza¢ metoda wyznacznikow. Mamy:

11 1
1 pktwe =|-a 0 4a| = a(106 - 25)
b 5 6b

Rozwazmy cztery przypadki:

e a#0Ab#25. Wowczas Wg # 0, a wiec uktad bedzie mial co najwyzej jedno rozwiazanie, skad

model (o ile bedzie wolny od arbitrazu) bedzie na pewno zupelny. Ten przypadek odrzucamy. 2 p]{t

e a = 0.Wowczas drugie rownanie uktadu jest sprzeczne (0 = 10) 2 pkt . W takim razie model nie

bedzie wolny od arbitrazu - ten przypadek réwniez odrzucamy. 2 pkt

e b=2.5Aa# 5. Wyliczajac wyznacznik W,, dostajemy:

111
1 pktw, =[10 0 44| =20(a-5)
10 5 15

Widzimy wiec, ze w tym przypadku uktad nie ma rozwiazania z uwagi na to, ze Wg = 0 oraz W,, #|0.

W takim razie model nie bedzie wolny od arbitrazu - ten przypadek réwniez odrzucamy. 2 pkt

e b=25Aa=05 Wowczas rozwiazujac uklad (np. metoda Gaussa) otrzymujemy:

Qu,Qman>0 QH7Qm;qd>0
Qu i + @Spkt 2 o 5x
2.5¢y + 5¢m + 15g4 = 10 gq = 22
= 2 pkt qm = 2745>‘ ,)\ € (0, g)
— 24X
qa =4

Widzimy wiec, ze dla tych wartosci paramteréw istnieje nieskonczenie wiele miar martyngatowych.

1 pkt

Odpowiedz a=5Ab=25
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4. (20 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowieds. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez podania

- przynajmniej czeSciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

Dany jest model n-mianowy z jedna akcja S i instrumentem wolnym od ryzyka A. Cena akcji w chwili 0 jest réwna
S(0) = 100, natomiast w chwili 1 moze przyja¢ jedna z n wartosci: S“1, 5“2, ..., 5% (odpowiednio w scenariuszu

W1,W2,...,Wn), Przy czym S' > S¥2 > .. > §“". Stopa wolna od ryzyka wynosi R = 10%, natomiast wartos¢

jednej jednostki walory wolnego od ryzyka w chwili 0 jest rowna A(0) = 10.

Analityk przeprowadzal wycene pewnej opcji H w tym modelu. W wyniku swoich obliczeri uzyskal nastepujace

rezultaty:

, numer indeksu

e portfel subreplikujacy (dajacy cene subreplikacji) tej opcji dany jest jako (sup, Ysus) = (1.7, —10),

e portfel superreplikujacy (dajacy cene superreplikacji) tej opcji dany jest jako (Zsuper, Ysuper) = (2, —12),

Zakladajac, ze obliczenia przeprowadzone przez analityka sa poprawne, odpowiedz na ponizsze pytania.

(a) (4 pkt) Przedzial bezarbitrazowy dla opcji H jest rowny:

(70, 80)

, poniewaz

H" = 2,,,5(0) + ysurA(0) = 70| 2 PKE

HTP — 20000 S(0) + Ysuper A(0) = 80. | 2

pkt

(b) (2 pkt) Zbior wszystkich wartosci rynkowych cen instrumentu H, po ktorych nie optaca sie kupowa¢ opcji H

wynosi [80, +0c0) , poniewaz

bezarbitrazowego. 2 pkt

Opcja jest za droga, wtedy i tylko wtedy, gdy jej cena jest wieksza od wszystkich cen z przedzialu

(c) (2 pkt) Podany model rynku podstawowego (tj. zlozonego z akcji i waloru wolnego od ryzyka) bedzie wolny
od arbitrazu wtedy i tylko wtedy gdy parametry modelu beda spelniaé

poniewaz

S« > 110 > S¥»

WKW na brak arbitrazu w takim modelu jest: K§' > R > K&".

2 pkt

(d) (2 pkt) Podany model rynku jest zupelny O PRAWDA B FALSZ , poniewaz

Instrumentu H nie da sie w nim zreplikowac (przedzial bezarbitrazowy nie jest jednoelementowy).

2 pkt

)

Przypusémy, ze na rynku jest mozliwo$é kupienia opcji H (co najwyzej 10 sztuk) w cenie H(0) = 65. Wowczas:

(e) (2 pkt) Na rynku jest mozliwosé arbitrazu, poniewaz

Cena rynkowa nie nalezy do wyznaczonego wczesniej przedzialu arbitrazowego. 2 pkt

(f) (4 pkt) Zakladajac, ze na rynku nie ma mozliwosci handlu utamkowymi cze§ciami dostepnych waloréw, strate

gia arbitrazowa w chwili 0 nolega na:

e Zakupie dziesieciu opcji H za 650.

1 pkt

o Krotkie] sproedazy 17 akeji § za 1700. | 1 PKE

e Zakupie 105 jednostek waloru wolnego od ryzyka za 1050.

2 pkt

(g) (4 pkt) Zysk arbitrazowy w chwili 1 z opisanej powyzej strategii wynosi co najmniej 55

, poniewaz

Zysk na chwile jeden jest rowny:

1 pkt fozr) - 1750) + 1054(1) =

1 pkt o) - Vie,p o) +5401) >

5A4(0)(1+ R) =

1 pkt

55

1 pkt
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