IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

Informatyka, Algebra
- KOLOKWIUM DRUGIE -
22 stycznia 2019

Czas: 90 min.

1. (22 pkt) Dane sg rekurencyjnie trzy ciagi:

an = 4an—1 - bn—l - 2671—17 1 1

by =2ap_1+by_1—2cu_1, ag = 52021 5 bp =1, co = 52020 — 1"
Cn =20p_1 — bnfla

Wyznacz bagzp-

Zauwazmy, ze

[ans by ] = Alan—1,bu1,ca—1]7,| 1 PKE

gdzie
4 -1 -2
A=l2 1 —2||1 pkt
2 -1 0

W takim razie

[@ny b, cn)T = A™ag, bo, co]* = A" e, B, 7] 1 pkt L

Aby wyznaczy¢ A™ zdiagonalizujemy macierz A.

1. Wyliczamy wartosci wlasne A:
4—X -1 —2
det(A—A)=| 2 1-X —2|=-X+52-8x+4=--1)(x -2 1 pkt
2 -1 =X

Stad wartosci wlasne i ich krotnosci dane sa jako

M=1k =11 pkt| x=2k=2|1pkt

2. Szukamy wektorow wiasnych:

3 -1 =2 (5% 1 0 —1 U7 1 0 —1 U7
A =1: 2 0 —2 u | =0& |3 -1 -2 u | =0 [0 —1 1 us | =0
2 -1 1) \uy 2 -1 1) \uy 0 -1 1) \uy
1 0 -1\ [w u =s
o0 -1 1] |w|=0euw =s,5eR3 pkt|e v = Lin{[1,1,1]}
0 0 0/ \us v —s
2 1 -2\ (w 2 1 -2\ [uw
=2 (2 -1 2| (w|=0s]0 0 0] uw]=0
2 -1 —2) \uy 0 0 0/ \u
Uy =S
edu =252 ,steR3 pKt|e v, = Lin{[1,2,0],[0, -2, 1]}
us =1

3. Macierz A mozemy zapisa¢ w postaci

A=PDpP 1
gdzie
1 0 0 1 1 0
p=[o 2 of/1l pkt| pr=[1 2 —2||1 pkt
0 0 2 1 0 1
Szukamy macierzy P! (np. metoda dopelnien algebraicznych):
detP=—11 pkt|
T
2 -3 -2 -2 1 2
pr=—|-1 1 1] |1lpkt|=[s -1 —2||1 pkt

=2 % 1 2 =1 =l
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4. Wyliczamy A2920;

42020 _ p 2020 p—1 1 pkt

11 0\ /12020 o 0\ /-2 1 2
— (1 2 —2|[ 0o 2202 3 -1 -2
10 1 0 o0 220/ \2 1
1 92020 2 1 2
— |1 g2 _p2om ) [ 3 3 9|1 pkt
10 200 J\2 1
22020. 3—-9 1_22020 2_22021
= | 2202y 1 2-20n||] pkt

22021 -9 1— 22020 92— 22020

W takim razie

baozo = (22021 — 2,1,2 — 22921 (qq, by, c0)”| 1 PKE|=1+1-2=0/1 pkt

Odpowiedi b2020 = 0.
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2. (23 pkt) W zaleznosci od parametru rzeczywistego p rozwiaz uktad rownan

(p+1)z—y—pz
T + py + 2pz
T+ pz

pr+y

1
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Zapiszmy podany uktad w postaci macierzowej, tj.

p+1 -1 —p 2p
_ coA 1 P 2p 1
Ax = b, gdzie A = 1 0 , b 1
P 1 0 1
Obliczamy
p+1 -1 —p 2p p+1 —1 —p 2p p+1 -1 —p+1 2p
|1 p 2 1| | O p p 0 | 0 P 0 0
det(Al)=| ;o P oql=| 1 § ° 2|1 pkt|=] | ¢ ) J111 pkt
D 1 0 1 D 1 0 1 D 1 -1 1
p+1 —p+1 2p
=p| 1 P 111 pkt =p(p2+p—p2+p—2p—2p3+p+1+p—1)1 pkt
p —1 1
= p(~20° +2p) = ~2°(? — 1) = ~2%(p - D(p+ 1) 1 Pkt
Stad detA:O@p:O\/pzl\/p:fllpkt
Rozwazamy wiec nastepujace przypadki
e peR\{0,1,-1}
Wowezas uktad jest sprzeczny 1 pkt , gdyz rz(Alb) = 4 > rz(A). 1 pkt
e p=20
Woéwczas uktad przyjmuje postaé
S i z =1
* : Sqy =1,seR 3 pkt
* - z =5
Y =1
e p=1
Wowczas przeksztalcajac uktad metoda Gaussa dostajemy kolejno
2 -1 -1 2 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 2 1| weow, |1 1 2 1| wr—wi,wz—wi_ [0 0 2 0
1 0 1 1 1 0 1 1 wa—2w; 0 -1 1 0
1 1 0 1 2 -1 -1 2 0 -3 -1 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
w:;-(—l) 0 1 -1 0 wq+3wsa 0 1 -1 0 wa—+2ws 0 1 —1 0
webws [0 0 2 0 00 2 0 002051:)kt
0 -3 -1 0 00 —4 0 0 0 0 O
Widzimy wiec, ze uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie (z,y, z) = (1,0,0). 1 pkt
e p=—1
Woweczas przeksztalcajac uktad metoda Gaussa dostajemy kolejno
0o -1 1 =2 1 -1 -2 1 1 -1 -2 1
1 -1 -2 1| wew, |0 -1 1 =2 wg—w, |0 -1 1 =2
1 0 -1 1 1 0 -1 1| wstw, |0 1 1 0
-1 1 0 1 -1 1 0 1 0O 0 -2 2
=28 ] 1 -1 -2 1
ws+ws |0 =1 1 =2 ws4w, [0 -1 1 =2
0o 0 2 =2 0o 0 2 =2 S pkt
0 0 -2 2 0o 0 0 O
Widzimy wiec, ze uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie (x,y,z) = (0,1, —1). 1 pkt

Odpowiedz

Uklad jest sprzeczny dla p € R\ {0,1,—1}. Gdy p = 0 uklad posiada nieskoniczenie wiele

rozwiazan potaci (1,1,s), s € R. Gdy p = 1 uklad posiada doktadnie jedno rozwigzanie (1,0,0). Gdy

p = —1 uktad posiada dokladnie jedno rozwiazanie (0,1, —1)
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3. (20 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowiedz. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez
podania - przynajmniej czesciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

(a) (7 pkt) Dany jest stozek, ktorego podstawa zawiera sie w plaszczyznie 7w : —12x 4+ 2y + 32z — 10 = 0.
Wierzchotkiem stozka jest punkt W = (12, —3,1). Ponadto wiadomo, ze punkt B = (2,2,10) lezy na
brzegu podstawy rozwazanego stozka. Wowczas

=12 _ y+3 _ z—1

I. Réwnanie kierunkowe prostej [ bedacej osia symetrii stozka to

12 2 3
, poniewaz
W € [ oraz wektor n = [—12, 2, 3] jest wektorem kierunkowym prostej 2 pkt
II. Srodkiem podstawy stozka jest punkt S o wspotrzednych (0,—1,4) , poniewaz
—122+2y+32—10 =0 z =0
Selnr=<y =—3z—-1=>4y :—lgpkt
z = —ix +4 z =4
ITI. Dtugosé promienia podstawy stozka wynosi | 7 , poniewaz,

r=|9B|= vitaras=71/2 pkt

(b) (2 pkt) Jezeli macierz kwadratowa A spetnia réwnos¢ AAT = I to ATA = I: W PRAWDA
O FALSZ , poniewaz

AAT =T = (aTA)" =111 pkt|= ata=17 =11 pkt|

(¢) (2 pkt) Jezeli macierz A wymiaru n x n (gdzie n € {1,2,...}) jest diagonalizowalna, to jej wielomian
charakterystyczny ma n réznych pierwiastkow: [0 PRAWDA B FALSZ | poniewaz

np. macierz A = I wymiaru 2 X 2 jest diagonalizowalna (bo jest diagonalna), ale jej wielomian

charakterystyczny ma tylko jeden pierwiastek podwojny (réwny 1). 2 pkt

pkt) Jezeli A jest macierzg speiniajaca [ +A = + , to A7" jest rowna -1+ +
d) (3 pkt) Jezeli Aj i hiajaca I+ A = 242 + 343 AL I+2A+3A2

, poniewaz

I=—A+2A%+34% = A(—I + 24+ 34%) = (1 + 24+ 342)4| 3 pkt

(e) (6 pkt) Zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych wymiar przestrzeni

Lin{(p,p,3,4); (1,1,1,1); (p,2,p,2)}

jest najwiekszy, wynosi| R\ {2,} |, poniewaz

bl
N~ RS

3
1|=2p+6-5p—p>=(p—2)(p—3) 1 pkt = wymiar wynosi 3, gdy p € R\ {2, 3}. Il pkt
p

Dla p = 2 wymiar tej przestrzeni nie jest maksymalny 1 pkt (bo (1,1,1,1) i (2,2,2,2) sa

liniowo zalezne) 1 pkt . Dla p = 3 wymiar tej przestrzeni rowniez jest maksymalny| ]. pkt

poniewaz

—1401 pkt]

N~ W
W = W
I



home.agh.edu.pl/wasieczk

IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

4. (20 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowiedsz. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez
podania - przynajmniej czesciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

(a) (2 pkt) Odwzorowanie L : C(R) — C(R) zdefiniowane jako (Lf)(x) = cos f(x), jest odwzorowaniem
liniowym: O PRAWDA B FALSZ , poniewaz

Np. dla a =2, f(z) =z, v = § mamy:

a(Lf)(z) = QCosg =0# —1=cosm = (Laf)(z) 2 pkt

(b) (9 pkt) Niech f : U — V bedzie odwzorwaniem liniowym, gdzie U i V' sa pewnymi przestrzeniami
wektorowymi z bazami odpowiednio By, By. Wiadomo, ze macierz odwzorowania f w tych bazach

jest rowna 9 9 1 3

MiBuBv) =1y 4 5 ¢

Wowczas:
I. f jest endomorfizmem: O PRAWDA W FALSZ | poniewaz

dimU = 4 # 2 = dimV = U £ V| 2 pKt|

II. Wymiar jadra odwzorowania f wynosi 0 1 0O 2 W 3 O 4, poniewaz

dimKerf = dimU — dimImf] 1 PKt|= dimU — rzM;(By, By)| 1 pkt

—4-11 pkt|=3

III. Jezeli By, jest baza przestrzeni V powstala z bazy By przez wymnozenie kazdego wektora z tej
bazy przez —2 (przy zachowaniu kolejnosci tych wektoréw), to drugi wiersz macierzy My (By, By,)

wynosi | [2,—2,1,3] |, poniewaz

Bv—>B{/

M;(By, By) = P53}, ., My(By, By)| 1 pkt|= [_2 0}_1 [2 2 1 3} 1 pkt

:[_g on -2 1 3-1pkt:{_1 1 -3 _%}1pkt

0 —3||-4 4 -2 —6

(¢) (9 pkt) Dane sa proste o rownaniach:

r =145t r =143t z =1,

li:qy =-1-2t, (teR); lo:gy =-2+2t, (t€eR); ls3:y =—-1+t, (t€R).
z =1, z =+/3t, z =0,

Wowczas:

I. Proste I i ls sa wspolptaszezyznowe: 0 PRAWDA B FALSZ | poniewaz

nie sa réwnolegte (bo ~ Ja : [5, -2, 1] = a[3,2,v/3) 1 pkt ani sie nie przecinaja| 1 pkt L
bo: 145t =1+3s,
—1-2t =-2+2s, =stel
t = \/35.
II. Réwnanie ogblne wspolnej plaszczyzny prostych [y il to —x+52+1=0 |, poniewaz

wektory kierunkowe tych prostych to v; = [5,—2,1],v3 = [0,1,0], a ich punkt wspoélny to
Py = (1,-1,0). Stad réwnanie ich wspolnej plaszczyzny:

70 = ([z,y, 2]~ Po)-(v1 xv3) = [z—1,y+1,2)-[~1,0,5] = 0| 2 PKt|= —z+5241=0 1 pkt

III. Miara kata pomiedzy prosta ls a I3 wynosi| 60° |, poniewaz

wektory kierunkowe tych prostych to vy = [3,2,v/3],v3 = [0, 1,0]. Stad kat miedzy nimi:

<(lg,13) = <t(v2,v3) = arccos <ﬂ> 1 pkt = arccos(?l) 2 pkt =607 1 pkt

[|v2] - [[vs]]
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