IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

Informatyka, Algebra
- KOLOKWIUM PIERWSZE -
29 listopada 2019

Czas: 135 min.

1. (20 pkt) Zilustruj na plaszczyznie zespolonej zbiory:

(a) (10 pkt)
A={z€C:(2)° =822z}

Niech z = rei?, gdzie r > 0 oraz ¢ € [0,27). Woéwczas réwnanie okreslajace zbior A przyjmuje

postac:
r0e0 = _g8r3 2 pkt
)
r3(r3e75% £ 8) =0
)
r=0Vrie 0 = 93c7im
)
r =2
r=0V
{6¢) =n+2kn, k€L
)
=72
r=0v{" . 1 pkt
¢ =5+5,k€EZ
Wszystkimi pierwiastkami réwnania (2)® = —8z|z|Z sa

0, V3+i ,—\/§+z’,—\/§+z‘ ,—\/5—1\ 1 pkt \ 22'] 1 pkt \,—21\ 1 pkt‘
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(b) (4 pkt)
B={z€(C:arg(z4) <7r},

Przeksztalcajac nierownosci definiujace zbior B oraz oznaczajac ¢ = arg z € [0, 27), dostajemy:

arg(z4) <m&3k€Z:2kr <4¢ <m+2krw |1 pkt

s m ™
k=< — —
S dkeZ k2_q§<4+k2

m T 3 5 3 7
& 6e€l0, ) U5, M Ulm  m U T )

(c) (6 pkt)
—3z— 31

C:{ZE(C:3—’ -
12+ 1

<0}.

Zauwazmy, ze jezeli z € C to z # 4. | 1 pkt
Przeksztatcajac nieréwnosé definiujaca zbiér B dostajemy

>3 |32 —3i > 3iz + 1]

& |z+i| > liz+1| |1 pkt

& |z +il > il |z — |

& |z+i4 > |z —14]

Stad zbioér punktow z C jest polplaszczyzna (z wylaczeniem punktu @), ktorej brzegiem jest
symetralna odcinka miedzy punktami —: oraz .

=]

-3z — 31
1z+1

s

-2

o
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2. (27 pkt) W zbiorze punktéw plaszczyzny R? okreslamy relacje <:
[(z1,91) 2 (z2,92)] & (@1 <2V (21 =22 A1 S 12)).

(a) (8 pkt) Wykaz, ze < porzadkuje zbior R2.

e Relacja < jest zwrotna, bo dla dowolnego (x,%y) € R? zachodzi

r=rANy =y,

co implikuje (z,y) < (z,y). | 2 pkt

e Relacja < jest antysymetryczna, bo dla dowolnych (z1,%1), (z2,y2) € R? prawdziwe sa im
likacje
(@1, 91) = (22,92) A (22,92) =2 (21,91)
J
(r1 <zaV(z1 =22 Ay1 <)) A(za <21 V(22 =21 Aya < 41))
3
[(xl < 1‘2) N (.1‘2 < xl)] V [(l‘l < 1‘2) AN (.1‘2 =21 Nys < yl)]

\Y

(1 =22 A1 <yo) A (2 <z1)] V(@1 =22 Ayt <y2) A (22 = 21 Ay2 < 91)
3

(1 =22 Ay1 <y2) A (T2 =21 Ay2 < 1)

co implikuje (z1,y1) = (22, y2){ 3 pkt

e Relacja < jest przechodnia, bo dla dowolnych (z1,y1), (z2,¥2), (z3,y3) € R? prawdziwe sa if
plikacje

(z1,91) 2 (22,52) A (22, 42) 2 (23, 93)
(r1 <z V (z1 =22 At gyg))i(@ < a3V (xe =23 ANys < y3))
[(z1 < 22) A (22 < 23)] \lf [(z1 < 22) A (22 = 23 Ay2 < y3)]
(1 =x2 Ay <o) A (22 < xg)]\i/ [(x1 =22 Ay1 < yo) A(x2 =23 Ay2 < y3)]
\

1 <x3V(r1=z3ANy1 <ys3)

co implikuje (z1,%1) < (23,y3){ 3 pkt

(b) (3 pkt) Czy porzadek zadany na R? relacja < jest totalny?

Tak. Wezmy dowolne (z1,y1) # (72,72) € R?. Wowcezas spetniony jest dokladnie jeden z
nastepujacych przypadkow:

o z1 < xo. W takiej sytuacji (z1,y1) <X (z2,¥2).
o x5 < x1. W takiej sytuacji (z2,y2) < (z1,41)-
e 13 =11 Ay1 < y2. W takiej sytuacji (z1,91) = (22,92)-

e 13 =11 Ay2 < y1. W takiej sytuacji (z2,92) = (z1,91)-

Pokazuje to, ze zachodzi alternatywa (z1,y1) =< (z2,y2) V (22,92) = (z1,y1)|3 pkt
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(c) (8 pkt) Zilustruj graficznie zbiory minorant i majorant oraz kresy nastepujacych zbioroéw (o ile istnieja)

A= {(17 2)7 (15 O)}a
B = {(z,y) : 2* +y* <9},

e Minoranty A: [~00,1) x RU {1} x (~o0,0]1 pkt|
o Majoranty A: (1,-+00) x RU {1} x [2, +00),
o inf A =(1,0)

o supA=(1,2)

e Minoranty B: (—o0, —3] x R/ 1 pkt|

e Majoranty B: [3,4+00) X R,

o inf B - brak

o sup B - brak

(d) (8 pkt) Czy zbiory A i B maja elementy najwieksze i najmniejsze oraz minimalne i maksymalne? Jezeli

tak: wskaz je. Jezeli takie elementy nie istnieja, uzasadnij ten fakt.

e Poniewaz inf A,sup A € A, wiec sa to rownoczesnie elementy odpowiednio najmniejszy i 1

jwiekszy | 2 pkt |, oraz (jedyne) elementy minimalne i maksymalne |2 pkt |

e Poniewaz inf B, sup B, wiec B nie posiada elementu najmniejszego ani elementu najmniejsze
2 pkt | Poniewaz porzadek jet liniowy, implikuje to réwniez, ze B nie posiada element

maksymalnych ani minimalnych | 2 pkt |

20
W
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3. (22 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowiedz. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez
podania - przynajmniej czesciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

(a) (7 pkt) Dane sa struktury S; = ((0, +00),-), S2 = (R, +)

I. Odwzorowanie h : S; — Sy zdefiniowane jako h(xz) = 5% jest homomorfizmem: 0O PRAWDA
B FALSZ, poniewaz

h(z - y) = 5% A h(z) + h(y) = 5% + 5¥ £ 5% (np. dla (z,y) = (1,1))

II. Struktury S i Sy sg izomorficzne: B PRAWDA [ FALSZ, poniewaz

Odwozorowanie h(x) = 5% jest izomorfizmem So na S; |2 pkt |, gdyz:
- h jest injekcja 5* =5Y = x =y

- h jest suriekcja, bo h(R) = (0, +00)

- h(z +y) = 55t A h(z) - h(y) = 5°5Y = 57+Y)

(b) (2 pkt) Struktura (G,o), gdzie G = {(=3)F : k € Z} z dzialaniem o okreslonym wzorem a o b = %b
jest grupa abelowag: [0 PRAWDA W FALSZ, poniewaz

dzialanie o nie jest wewnetrzne | 1 pkt |, bo (=3) o (=3) = -9 ¢ G| 1 pkt |

(c) (2 pkt) Zbior A = {a+bv/5 : a,b € Z}, z dziataniami dodawania i mnozenia jest cialem: [0 PRAWDA
B FALSZ, poniewaz

Elementem neutralnym mnozenia jest 1, a wiec np. dla elementu 2 € A nie istnieje element
odwrotny w A wzgledem tego dziatania|2 pkt

(d) (2 pkt) Niech p bedzie elementem zbioru X. W zbiorze 2% okreslamy relacje R = (2%, grR, 2%):
grR={(A,B)€2¥ x2¥ : p¢ AUB}.

Relacja R jest relacjg rownowaznosci: [0 PRAWDA B FALSZ, poniewaz

nie jest zwrotna | 1 pkt | (np (X, X) ¢ grR, bop € X U X). 1 pkt

(e) (3 pkt) Dany jest uporzadkowany zbior (Q, <) oraz podzbior A = {41 :n,m € {1,2,...}}. Kresem

dolnym tego zbioru jest | 0 , poniewaz

Zb. majorant zb. A: QN (—o00,0] 1 pkt|A 0 € Q1 pkt|= 0 jest nawieksza z majorant | 1 pkt

(f) (6 pkt) Na zbiorze X = {1,2,...,10} okreslona jest relacja rownowaznosci R:

Vo,y € X : xRy < 3k, 1 € N\ {0} : 2* = ¢//.

I. Wowezas: 2] =| {2,4,8} yoraz [4] =| {2,4,8} , poniewaz

2 ={y € X :3k1eN\{0}:2" =4} = {2,4,8)(2 pkt |oraz 4 € [2] = [4] = 2

II. Liczba elementoéw zbioru X/r wynosi 7 , poniewaz

Xyn = {[1] 2} (81,51, 6. 7). 101}
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4. (21 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowiedsz. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez
podania - przynajmniej czesciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

(a) (4 pkt) Posta¢ algebraiczna liczby (cos% — isin %)2019 wynosi | —i , poniewaz

x| 117\ > 74037 . . 7403w
1 pkt (COST+ZSIHT> =|1 pkt|cos 5 Tisin—
3¢ . 3w ]
=|1 pkt cos o +isin o = —i 1 pkt

(b) (2 pkt) Wartosci pierwiastka drugiego stopnia z liczby zespolonej —5 + 12i wynosza

2+3i, —2—3i.

(c) (2 pkt) Zbior U = {(z,y,2) € R® : 22 + y?> = 22} jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni R3:
0O PRAWDA W FALSZ

poniewaz

cos — — isin —
6 6

(0,1,1),(1,0,1) € U | 1 pkt | ale (0,1,1) + (1,0,1) = (1,1,2) ¢ U|1 pkt

(d) (2 pkt) Wektory v/3 i 3 sa liniowo niezalezne w przestrzeni (R, +,-) nad cialem R: [0 PRAWDA

B FALSZ
poniewaz,
a-vV3+B-3=0np. dlaa=+3,3=-1|2 pkt
(e) (6 pkt) Wymiar podprzestrzeni V = Lin(sin? z, cos? z, cos 2z) przestrzeni F(R, R) wynosi| 2
, poniewaz

Wektory sin® 2, cos? z i cos 2z sa liniowo zalezne (bo cos 2z = cos? z — sin® z) | 2 pkt |

Z drugiej strony sin® z i cos? z sg liniowo niezalezne:

(a,BERAVZ ER:asin’z+ Beos?z=0) = a=0(dlaz=%)AB=0(daz=0)3 pkt|

Stad V = Lin(sin? ,cos? z) i dimV = 2. | 1 pkt

(f) (5 pkt) Dla ustalonego z¢ € R zdefiniujmy podprzestrzeni wektorowa V,,, przestrzeni wektorowej V =
F(R,R) jako V, = {f € V : f(xo) = 0}. Niech 1,22 € R, 21 # x2. Rozwazmy nastepujace rownosci:
LV =Vy + Vg, ILV =V, @ V,,. Wowczas:

B prawdziwa jest tylko r6wnosé 1,
[J prawdziwa jest tylko rownosé 11,

[0 prawdziwe sa obie réwnosci,

O kazda z réwnosci jest falszywa,
poniewaz,

V =V, + Vo, gdyz dla dowolnego f € V mamy f(z) = fi(z) + fo(x)| 1 pkt | gdzie

_Jf(=), edyz#a, _ Jf(=), edyz=u,
fl(x)_{O, gdy © = z; € Vs, fZ(I)_{O, gdy = # x1 € Vi bo 22 7 21

Z drugiej strony Vg, N Vg, # {0}, bo np dla f(z) = (z — z1)(z — 22) mamy f € Vo, A f € Vi,

1 pkt | skad rownosé II jest falszywa | 1 pkt |
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