IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

WMS, DMRF
- KOLOKWIUM DRUGIE -
22 stycznia 2019

Czas: 90 min.

1. (12 pkt) Proces ceny akeji S(t) przedstawia tabela

Lt [wnJws [ws|wi]
F=0] 7 |7 ]7]7
f=1 11 11| 4 | 4
F=2 (1310 ] 6 | 2

Tabela podaje wartosci S(t,wy) procesu S(t) dla poszczegdlnych zdarzen elementarnych wy, k = 1,2,3,4.
Zdarzenie wy € () nalezy w modelu interpretowaé jako §ciezke wzrostéw i spadkéow ceny akcji w trzech
kolejnych okresach ¢t = 0, 1,2, za$ {2 jest przestrzenia zdarzen elementarnych. Rozwazmy stwierdzenia:

I. Element F; filtracji F' generowanej przez proces S(t) ma postac
Fl = {Q)a Qv {w17w2}7 {W3,W4}}.

II. Jezeli wzrosty i spadki cen akcji w modelu sa jednakowo prawdopodobne, to warunkowa wartosé
oczekiwana E(S(t = 2)|F}) przyjmuje wartosé 5.5 dla ws, ws.

III. Jezeli wzrosty i spadki cen akcji w modelu sa jednakowo prawdopodobne, to warunkowa warto$é
oczekiwana E(S(t = 2)|F}) przyjmuje wartosé 11.5 dla wy, ws.

IV. Jezeli stopa wolna od ryzyka przekracza 1—21, to miara martyngatowa nie istnieje.

Podaj liczbe prawdziwych stwierdzen wsroéd powyzszych. OdpowiedZ uzasadnij!
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I. Prawda.
Zauwazmy, ze

= 0(5(0),5(1))

(
U(S( )) ( bo S(0) = const)
(
(

{w:S(1,w) =11}, {w: S(1,w) =4})

=0 {wl,WQ} {w3aw4})

= {0,9, {w1,wn}, {ws, wa}}| 3 pkt

(o

II. Falsz.
Zauwazmy, ze jezeli wzrosty i spadki sg jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo dowol-
nego w € () wynosi

Pw) = (5)° = é 1 pkt

Z poprzedniego podpunktu dostajemy, ze F; jest filtracja generowana przez podziat P; = {w1,wa}, {ws, wy}.
Stad dla w € {w3, w4} mamy

B(S(t = DR ) = Do D sad) 1 pkt

ITI. Prawda.
Rozumujac podobnie jak w poprzednim podpunkcie mamy dla w € {wy,ws}

Biste= 210 = =g, S| Pt

1152 pkt

IV. Prawda.
Przyjmujac standardowa notacje z drzewa dwumianowego, mamy

S“"—S“ 13—-11 2 2 pkt

Su 11 11

Jezeli R > 17 to stopa zwrotu z akcji w chwili 2, w scenariuszu v nie spetnia warunku D < R < U.
W takim rame w tym fragmencie drzewa dwumianowego nie jest spelniony warunek istnienia miary

martyngatowej, co implikuje jej nieistnienie w calym drzewie. 1 pkt

Odpowiedz Wsrod powyzszych prawdziwe sa 3 stwierdzenia.
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2. (14 pkt) Niech S(0) =100, U = 0.2, D = —0.1, A(0) = 10, R = 0.05. Znajdz portfel replikujacy opcje o
terminie zapadalnoéci N = 2 i wyplacie

H(2) = 1ig2)>120) + Lis2)>100}-

Podaj uczciwa cene tej opcji w chwili 0.
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1 pkt

Drzewo cen akcji:

Wyptata z opcji

H(2) = 1152)>1203 + Lis(2)>100} =

S = =N

gdy w € Byy
gdy w € Bug 1 pkt
gdy w e Bdu

gdy w € Byqg

Szukamy x(2), y(2)

gdy w € By

y y"(2),
gdy w e By.’

¥ (2),

gdy w € B,

“(2
x<2>{“ | 7
x gdy w € By.

spelniajacych nastepujace rownanie

Stad:

1442%(2) + 11.025y%(2)
108z%(2) + 11.025y%(2)

108z%(2) + 11.025y%(2)

81z4(2) + 11.025y%(2) =0

1

co implikuje

12 pkt

W takim razie

gdy w € B,
gdy w € By.

gdy w € By
gdy w € By.

x(z){{ﬁ’ |1 pkt |1 pkt

27"
Obliczamy H (1) z warunku samofinansowania

H(1) = Vi) (1)
— 2(2)S(1) + y(2)A(1)

|

y(1)), dla ktorych

(z Prawa Jednej Ceny)

(z war. samofinansowania)

2 pkt

10
77

10

21

gdy w € B,
gdy w € By.

Szukamy (z(1),
H(1) = 2(1)S(1) + y(1) A1)

Stad

1202(1) + 10.5y(1)

-

90z(1) + 10.5y(1)

10012 pkt

Obliczamy cene opcji

( ) Vv(m (0) (z Prawa Jednej Ceny)
( ) (0) ( ) ( ) (z samofinansowania)
~ 400
- 2712 pkt

400

Odpowiedz -

H(0) =
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3. (10 pkt) Podaj definicje instrumentu pochodnego typu amerykanskiego oraz wzor pozwalajacy wyznaczyé
jego uczciwg cene w dwolnej chwili w modelu wolnym od arbitrazu i zupelnym. Opisz wszystkie zmienne
wystepujace w tym wzorze.

Definicja 1 Instrumentem typu amerykanskiego H nazwiemy instrument, ktorego wyptata w chwili n jest
dana jako In(n), gdzie (Ig(n))neqo,..., N}y jest procesem adaptowanym do filtracji (Fp). Wtasciciel H ma
prawo (ale nie ma obowigzku)) otrzymaé wyptate Iy (n) w dowolnej chwili n € {0,...,N}. Wyplate te

moze otrzymad tylko raz, po czym intrument H przestaje istniec. 5 pkt

W modelu wolnym od arbitrazu i zueptnym proces (H (n))neqo,... n} uczciwych cen istrumentu amerykariskiego
H o procesie wyplat (Ig(n))neqo,..., v} dany jest nastepujacym wzorem rekurencyjnym

{H(N) = Ig(N),

H(n) =max (IH(n), 5Eq (H(n + 1)|]—'n)) , n=N-1,N-2,...,0,

gdzie Q jest (wyznaczona jednoznacznie) miare martyngatowa, R-stopa wolna od ryzyka (w skali jednego

okresu), a F,- filtracja generowana przez proces cen akcji (S(n)). 5 pkt
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4. (16 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowieds. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez podania
- przynajmniej czeSciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

Rozwazmy model trzykrokowy CRR, w ktorym A(0) = 100, A(1) = 110, A(2) = 121, A(3) = 133.1, natomiast
proces cen akcji S dany drzewem dwumianowym (a):
110
108 <
102.91 132

219.7 B
169 < 70 <
130< 135.2 90 < 132
100 < 104 < 90 < 121 < 96‘13< 121 <
80 < 83.2 110 < 121 110 121
64 < 90 < a <
51.2 88 88

(a) ceny akcji S (b) wyplaty z H (¢) uczciwe ceny H

(a) (4 pkt) W powyzszym modelu dane sg opcje europejskie: kupna i sprzedazy o cenie wykonania K = 100 i
momencie wygadniecia N = 3. Uczciwa cena w chwili 0 opcji sprzedazy jest réwna 7. W takim razie uczciwa

cena opcji kupna w tej samej chwili wynosi 31.87 , poniewaz

C(0) — P(0) = S(0) — s = C(0) = 7+ 100 — {35 ~ 31.87. 4 pkt

(b) (2 pkt) Strategia (z(n),y(n)) zdefiniowana jako

2, dla w € By,

Yy 11°
-3, dlaw € By ’

-2 dla w € By,
4, dlawe By

iest, stratesia samofinasniaca 1 PRAWDA B FAFY.S7  noniewaz

{V(‘i,y)(l) =1-80+1-110 = 190 2 pkt !

2%(2)84(1) + y4(2)A(1) = (—3)-80+4-110 = 200 # 190

(c) (2 pkt) Zmienna losowa 7 zdefiniowana jako:
l w [uuu[uud[udu[udd[duu[dud[ddu[ddd‘
fw [ 2 [ 3 ]2 [3[1 ] 1 [1][]1]
jest stratesia wvkonania 1 PRAWDA B FAT.SZ . noniewaz

{w: 7(w) = 2} = {uuw, udu} ¢ F 2 pkt

(d) (2 pkt) Wartos¢ Q(S(2) = 104), gdzie Q jest miarg martyngatowa w tym modelu, wynosi 2

_ nonieway.

{5(2) = 104} = {udu, udd, duu, dud}
— 10%+20% _ 3
9= 30%+20% — 5

Q({udu, udd, duu, dud}) = 2¢°(1 — q) + 2q(1 — q)> = £ 2 pkt

W rozwazanym modelu dany jest réwniez opcja amerykanska H o wyptatach danych drzewem (b). Proces uczciwych
cen tej opcji zostal zaznaczony zostal na drzewie (c).

(e) (2 pkt) Wartosé a (zob. drzewo (c)), jest rowna | 98 , poniewaz

a = max(90, 75 (g - 121 + (1 — g) - 88) max(90,98) = 98 2 pkt

(f) (2 pkt) Wartosé S (zob. drzewo (b)) jest rowna| 110 , poniewaz

In(v) = HE(N) AN =3 2 pkt

(g) (2 nkt) Ontvmalnvy moment wvkonania oncii H danv iest iako

1, dlaw € By
Ta(w) =<2, dlaw € Bug 2 pkt
3,

dla w € By
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