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27 listopada 2018

Czas: 90 min.
Uwaga! Wszystkie wyniki nalezy poda¢ w postaci utamka zwyktego.

1. (a) (5 pkt) Podaj twierdzenie podajace WKW na brak arbitrazu na rynku podstawowym w modelu trojmi-
anowym z jedna akcja i jednym walorem wolnym od ryzyka.

1 Niech dany bedzie model jednokrokowy trojmianowy z jedng akcjg i jednym walorem wolnym od
ryzyka. Zatozmy, ze warto$é stopy zwrotu z akcji w scenariuszu w, m,d wynost odpowiednio U, M, D,

gdzie U > M > D, natomiast stopa wolna od ryzyka wynosi R. 2 pkt

Wowczas model ten mie dopuszcza mozliwosci arbitrazu, wtedy i tylko wtedy, gdy D < R < U.

3 pkt

(b) (5 pkt) Rozwazmy model trojmianowy, w ktorym:
A(0) =1, A(1) =1.1, S(0) =100, S* =110, S™ =100, S¢ = 90.

Czy taki model dopuszcza arbitraz? Jezeli tak, to wskaz i opisz strategie arbitrazows.

Obliczajac parametry modelu mamy

R=10%, D= —10%, U = 10%.

Poniewaz nie jest spelniona nieréwnos¢ D < R < U, wiec model ten dopuszcza arbitraz. 1 pkt

Szukamy strategii arbitrazowe] (z,y). Stopa zwrotu z akcji jest zbyt mata (U < R), w takim razie akcja
jest za droga i powinni$my ja sprzedaé¢. Wystarczy wiec przyja¢ x = —1. Warto$é y dobieramy tak, aby
Vi) (0) = 25(0) +yA(0) = 0. Strategia arbitrazowa bedzie wigc

r=-1,y=100. |2 pkt

e Wehwilit=0: |1 pkt

— Pozyczam i krotko sprzedaje jedna akcje S za 100,
— Kupuje 100 jednostek rachunku bankowego za 100 (tj. lokuje na lokacie w banku 100).

e W chwili t = 1: 1 pkt

— Sprzedaje 100 jednostek rachunku bankowego za 110 (tj. wybieram z lokaty w banku 110).
— Odkupuje jedna akcje S za S(1) i oddaje pozyczkodawcy.

Moj zysk z takiej strategii:

110 — 110, gdy w=wu 0, gdy w=u
110 — 100, gdyw=m =10, gdyw=m
110 — 90, gdy w=4d 20, gdyw=d

2. (9 pkt) Na rynku dostepna jest europejska opcja kupna na akcje spotki A. Biezaca cena akcji spotki A
wynosi Sg = 200PLN. Przyjmujemy dwa scenariusze rozwoju rynku finansowego:

e scenariusz 1: po roku cena akcji spotki A wzrosnie o 10

e scenariusz 2: po roku cena akcji spotki A spadnie o 15
Inwestor zajmuje dtuga pozycje w europejskiej opcji kupna wystawionej na akcje spotki A o cenie wyko-
nania réwnej Sy i okresie do wykonania rownym 1 rok. W celu ostony pozycji inwestor stosuje strategie

zabezpieczajaca delta hedging polegajaca na stworzeniu w chwili ¢ = 0 portfela, ktory replikuje wyptate z
opcji w chwili wykonania. Portfel replikujacy sktada sie z:
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e akcji spotki A w ilosci Ag (zakladamy idealna podzielnosé aktywow)

e instrumentu wolnego od ryzyka o wartosci w chwili ¢ = 0 réwnej By.

Instrument wolny od ryzyka zarabia w skali roku stope 6%. Zakladamy, ze akcja spotki A nie wyplaca

dywidendy. Ile wynosi warto$¢ By instrumentu wolnego od ryzyka?

Korzystajac z danych: S(0) = 200, U = 10%, D = —15%, mamy

S(l):{ S(0)(14+U) gdyw=wu 1 pkt

S(0)(1+D) gdyw=d

{220 gdy w=1u 1pkt

170 gdyw=d

Wyptata z opcji call wynosi

o) = (s —-x)* |1 pkt

_{ 20 glyw=u 17 plkt

gdy w=d

e [ sposob:

Poszukujemy portfela replikujacego wyplate z opcji, przy czym Ay jest iloscig akcji w tym portfelu,
a By wartoscia (w chwili 0) instrumentu wolnego od ryzyka. Z tresci zadania dostejmy, ze wartosé

instrumentu wolego od ryzyka w chwili 1 wynosi By(1 + R) = 1.06B,

portfela replikujacego mamy natomiast:

V(1) = C(1) = AeS(1) + (1+ R)By = C(1)

2207 + 1.06By = 20
170A¢ + 1.06By = 0

1 pkt|

2 pkt

1 pkt

:{AO_E 1 pkt

e II sposob:

7 definicji

Z tresci zadania mamy A(1) = (1+6%)A(0). Przyjmijmy A(0) = 1. Szukamy portfela replikujacego

wyplate z opcji:

Ve (1) =C(1) = z5(1) + yA(1) = C(1)

220x + 1.06y = 20
170z + 1.06y = 0

1 pkt

1 pkt

i

=>{y:_3400 1 pkt

53

Wartosé By instrumentu wolnego od ryzyka w portfelu replikujacym wynosi

By =yA(0) |1 pkt
_ 3400 [Pt

93

s _ 3400
Odpowiedz By = —“~

3. (11 pkt) Udowodni¢, ze w modelu dwumianowym wolnym od arbitrazu cena europejskiej opcji kupna z
ceng wykonania K € (S, S*) rosnie jesli rognie U. Pokazaé, ze maleje jesli rosnie D.

Korzystajac z prawdopodobienistw martyngalowych cena opcji w chwili 0 wyraza sie wzorem

o(0) =Eg(C(1)) |1 pkt

S (g-C"+(1—q)-C%

1 N )
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Jezeli U, D sa takie, ze K € (8%, S"), to powyzsza réwnosé¢ implikuje

C(0) = 150 (SO +U) — K) +(1 - ) -0)

_R-D S0)1+U)-K
T 1+R U-D 2 pkt

Aby zbadaé¢ monotonicznosé ceny w zaleznosci od parametru U obliczamy

8C(0) R-D S(0)U - D) — (S(0)(1+U) — K)

oU — 1+R (U — D)
_R-D K-S(0)(1+D)
~1+R (U-Dy 2 pkt

>0 1pkt,

przy czym ostatnia nier6wnosé jest konsekwencja nieréwnosci: R > D (wynika z zalozenia o braku arbi-

trazu), K > S (wynika z zalozenia o K), R > —1 (wynika z zalozeri modelu). 1 pkt

Pokazuje to, ze cena jest rosnaca ze wzgledu na parametr U.
Podobnie, aby zbadaé¢ monotonicznosé ceny w zaleznosci od parametru D obliczamy

8c(0) _ S(0)(1+U)~K —(U~-D)+(R-D)

oD 1+R (U — D)2
_S(0)(1+U)-K R-U
1+R (U —-D)? 2 pkt

<o |1 pkt

przy czym ostatnia nierownosé jest konsekwencja nieréwnosci: R < U (wynika z zalozenia o braku arbi-

trazu), K < S* (wynika z zalozenia o K), R > —1 (wynika z zalozen modelu). 1 pkt

Pokazuje to, ze cena jest malejaca ze wzgledu na parametr D.
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, numer indeksu

IMIE I NAZWISKO

4. (10 pkt) Dany jest model trojmianowy z jedna akcja S7 1 instrumentem wolnym od ryzyka A. Cena akcji w

chwili 0 jest réwna S(0) = Sy, natomiast w chwili 1 moze przyjaé¢ jedna z trzech wartoici: S, S7, S¢

(odpowiednio w scenariuszu u,m,d), przy czym S > S > S¢. Stopa wolna od ryzyka wynosi R.

Wiadomo, ze ogdlna posta¢ prawdopodobienistw martyngatowych w tym modelu jest nastepujaca:

Gu = & 1 92
qm = %1— 20 3 g‘dzie o€ (3, 3>
ga = —3ta«

Wybierz wlasciwa odpowiedz, a nastepnie krétko ja uzasadnj:

(a) (2 pkt) W modelu tym ‘ istnieje/nie istnieje | strategia arbitrazowa, bo

na mocy pierwszego twierdzenia fundamentalnego z istnienia miary martyngatowej wynika, ze

model jest wolny od arbitrazu.

(b) (2 pkt) Model ten |jest/nie jest | zupelny, bo

na mocy drugiego twierdzenia fundamentalnego z braku jedynosci miary martyngalowej wynika,

ze model nie jest zupelny.

(¢) (2 pkt) Opcja put P o cenie wykonania K = ST* | jest/nie jest | w tym modelu osiagalna, bo

wyplata z tej opcji w chwili 1 jest niezerowa tylko dla w = d i wynosi wowczas S7* — S¢, skad
przedzial bezarbitrazowy dla tej opcji to

1 1 12 Gie — g
Ip={——-(—= m _ gdy . St R e e
P 1+R( 3+a)(51 S7) ae<3,3)} (0, 3T3R ),

a wiec nie jest jednoelementowy (co implikuje nieistnienie portfela replikujacego).

(d) (2 pkt) Przedzial bezarbitrazowy dla instrumentu pochodnego o wypltacie H (1), ktorej mozliwe wartosci
spelniajg rownanie H* — 2H™ + H? =0 ‘ zawiera/nie zawiera ‘ wartosci H5"P, bo

jest jednoelementowy - na mocy nastepujacych réownosci:

Iy = {H%(QHM = (%l — 2(1)Hm aF (—% +Ol)(Hd) S (g, g)} = {H—R(g — 5

12 1 4 1
H™ — ~H%)}.

Jedoelementowo$¢ przedziatu Iy implikuje natomiast réwnosé Iy = {HS"P} = {Hs"Per},

(e) (2 pkt) Rozwazmy instrument pochodny o wypltacie H (1) (przyjmujacej w scenariuszach u, m, d wartosci
odpowiednio H*, H™, H? = 0). Przypusémy, ze w modelu istnieje portfel replikujacy ten instrument.
Wowczas jego uczciwa cena H(0) wyrazona w terminach H™, H? R, wynosi

ile_%Hd
~ 1+R

)

gdyz
(aH" + (3 — 20)H™ + (~3 +)(HY) - @ € (5, 2)} = {5 (GH™ - sH)}

In ={177
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