IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

Informatyka, Algebra
- KOLOKWIUM DRUGIE -
22 stycznia 2019

Czas: 90 min.
1. (16 pkt) Prosta k jest dwusieczna kata rozwartego utworzonego przez proste [ i m, gdzie
= —14 + 3t,

X
1:{y =2, teER
r =124t

oraz

z+8 y+1 2-2
m: = = .
2 1 —2

Wyznacz odleglosé prostej k od srodka uktadu wspotrzednych.
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Roéwnanie parametryczne prostej m:

r = —8+4 2t,
y =—-1+t ,teR
z =2-2t

Punkt A = (2 4,ya,24) przeciecia prostych [ i m spelnia uklad rownan

: zi/\A:(fQ,Q,—ZL)

Na ramionach danego kata chcemy wyznaczy¢ punkty A;, A,,, takie, ze |[AA;| = |AA,,| Wektory kierunk-
owe prostych [ i m to odpowiednio

w = [3,0, f4}, v = (2,1, 72]

Sprawdzamy, czy wektory te tworza kat rozwarty

vov,=6+8=14>01 pkt|,
wiec wektory te tworza kat ostry | 1 pkt | Obliczmy dtugosé danych wektorow:

|lur]] = V9 + 16 = 5,| 1 pkt |[vm|] = VA +1+4 =31 pkt

Wystarczy wiec przyjaé:

A= A+3u = (-2,2,—4) +[9,0,—12] = (7,2,—16) 1 pkt
Apm = A =50, = (—2,2,—4) + [-10,—5,10] = (-12,-3,6)| 1 pkt

Obliczamy s$rodek S odcinka A;A,,:

Dwusieczna danego kata to prosta zawierajaca odcinek AS. Aby obliczy¢ jej odlegtosé od srodka uktadu
wspolrzednych O = (0,0,0) wystarczy obliczyé wysokosé h trojkata ASO opuszczona na bok AS. Mamy

wiec
- 5 1 1 5
AS = [2+275—2,f5+4]—[75,—§,—1}lpkt
1
4

1451 = o/ + 2 1= LT pke]

AS x AD = [ ; 7;71] x [2,-2,4] = [-12,0,6] 1 pkt

||AS x AO|| = v/144 + 36 = 3v/20| 1 pkt
d(0,k) =h = ”Aﬁ;SﬁO”

~3v20
T V30
2

Odpowiedz Szukana odleglos¢ wynosi 21/6

Yya =2=-1+s

g =-—-14+3t=-8+42s
:>{
za =12—-4t=2—2s
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2. (21 pkt) Dane jest odwzorowanie liniowe L : R[z]s — R[z]s, zdefiniowane jako
L(az? +bx +¢) = (a + b —2¢)z* + (2a — 2¢)x + (2a + b — 3¢)

Wyznacz L% (22 + 2).
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Aby wyznaczy¢ wzor L% zdiagonalizujemy macierz odwzorowania L.
Macierz odwzorowania L w bazie standardowej B = (1,2, 2?) dana jest jako

-3 1 2

A=M,(B)=|-2 0 2

-2 1 1

Wyliczamy wartosci wlasne A:
-3-X 1 2
det(A—X)=| -2 X 2 |==-X-2X2-Xx=-) X+1)31 pkt
—2 1 1-A

Stad wartosci wtasne i ich krotnosci dane sa jako

Alzo,k1=1, Xy =—1,k, =2|1 pkt]

Szukamy wektorow wlasnych:

-3 1 2 (5% -3 1 2 Uy 3 1 9 Uy
AM=0: |-2 0 2| [u]=0s|0 -2 2| |uw 20@(0 | _1> uz | =0
-2 1 1 us 0 1 -1 us us
U1 =S
s uy =s,s€R3 pkt|e Vo= Lin{[l,1,1]5}
us =S
-2 1 2 U1 (251
)\2 =—1: -2 1 2 uz | =0<& (72 1 2) us | =0
-2 1 2 us us
U1 =S
s uy =2s—2t,steR3 pkt|< Vo = Lin{[1,2,0]5,[0,-2,1]5}
us =
Stad A mozemy zapisa¢ w postaci
A=PDP 1,
gdzie
0 0 0 1 1 0
D=0 -1 0 1 pkt |, P=1[1 2 -2]||1 pkt
0O 0 -1 1 0 1
Szukamy macierzy P~ !:
=2 2
pP*t=(3 -1 —2]|1pkt
2 -1 -1
W takim razie
A = pp'°p~11 pkt
1 1 0 0 0 0\ /-2 1 2 01 0\ /-2 1 2 3 -1 -2
=11 2 -2 0 1 0 3 -1 -2]=1(0 2 -2 3 -1 =2]=1(2 0 -2
1 0 1 0 0 1 2 -1 -1 0 0 1 2 -1 -1 2 -1 -1
Poniewaz

22 +2=[2,0, 1]3,

wiec
3 -1 -2\ /2
L2 +1)=12 0 —2|(0]|1pkt
2 -1 -1/ \1

= [47271]3 = 22 —|—2x+4

Odpowiedz L'9%(2? +2) = 2% + 2z + 4.
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3. (15 pkt) W zaleznosci od parametrow p i a rozwiaz uktad rownan

2-pz+y+2z =
20+ (1 —-p)y+22
2r+y+(2—-p)z =

0
a
p

W przypadku, gdy uktad posiada dokladnie jedno rozwiazanie wyznacz wytacznie warto$¢ niewiadomej x.
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Zapiszmy podany uktad w postaci macierzowej, tj.

2-p 1 2 0
Ax =0b, gdzie A= 2 1—p 2 ,b=1|a
2 1 2—0p p
Obliczamy ) 5 ) )
det A=(1-p)2-p)*+4+4-4(1-p)-2(2-p)—2(2-p) =—p° +5p° = —p*(p — 5) 2 pkt
Stad detA=0&p=0Vp=5

Rozwazamy wiec nastepujace przypadki
e p€ R\ {0,5}
Woéweczas istnieje dokladnie jedno rozwigzanie uktadu.| 1 pkt | Rozwiazanie to wyznaczamy korzys-
tajac ze wzorow Cramera. Mamy
0 1 2

a 1—p 2 [=2p+2a—2p(1—p)—a(2—p) =2p*+ap 1l pkt

p 1 2-p

St@d _ 2p2+ap :_2p_|_a 1pkt
—p2(p—5) p(p—5)

e p=20
Wowczas uktad przyjmuje postaé

20 +y+2z =0
20 +y+2z =a
20 +y+2z =0

Widzimy wiec, ze uktad jest sprzeczny gdy a # 0| 1 pkt |, natomiast dla a = 0 uktad ma nieskoniczenie
wiele rozwigzaii. | 1 pkt | Rozwiazania te sa postaci:

_ _ 1,
= 2t S

T
y =t ,s,t € R 3 pkt
z

=S

e p=>5
Woéwcezas uktad przyjmuje postaé

—3r+y+2z =0
20 —4dy+ 2z =a
20 +y — 3z =5

Przeksztalcajac uklad metoda Gaussa dostajemy kolejno

-3 1 2 0] 1 3 —4 —a 1 3 -4 —a
2 -4 2 o EPmTU 0o 4 oo vawiwa B0 g 10 10 3a
2 1 -3 5 2 1 -3 5 0 —5 5 5+2a

1 3 -4 —a
0 —10 10  3a
0 0 0 5+1ia

1
w3 — 3 W2

Widzimy wiec, ze uklad jest sprzeczny gdy a # —10 1 pkt| natomiast dla a = —10 uktad ma
nieskoriczenie wiele rozwiazani| 1 pkt | Rozwiazania te sa postaci:

r =s+1

y =s+3,seR 3 pkt

zZ =S8
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Odpowiedz Uklad posiada doktadnie jedno rozwiazanie dla p € R\ {0,5}. Wowczas z = —%. Uktad

posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan, gdy

e p=20,a =0. Wowczas

47 :—%t—s
y =t ,8,t €R
z =s

e p=>5a=—10. Wowczas
r =9s+25
y =s+3 ,seR
z =35

W pozostatych przypadkach uktad jest sprzeczny.
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4. (20 pkt) Uzupetnij puste pola/zaznacz wtasciwg odpowiedsz. UWAGA! Zaznaczenie wtasciwej odpowiedzi bez
podania - przynajmniej czesciowo dobrego - uzasadnienia nie jest punktowane!

(a) (4 pkt) Dane sa macierze

sin2019  cos2019 0 é (1) ;1 3
A= —cos2019 sin2019 0 , B= 01 2 1
2019 -
0 0 — /2019 1 e o
I. Wartos¢ det(A2%19) wynosi| -2019 , poniewaz

det(A%019) = det(A)2019 = (— *°Y/2019)2919 = —2019 | 2 pkt

II. Wektor v = (1,2, —1,—2)7 jest wektorem wlasnym macierzy B: B PRAWDA [ FALSZ

poniewaz

Bu=(-2,-4,2,4)T = —2

(b) (10 pkt) Wiadomo, ze U i V sg przestrzeniami wektorowymi o wymiarach odpowiednio 614, a f : U —
V jest odwzorowaniem liniowym. Jezeli Ker f = Lin{uj,us} dla pewnych dwoch liniowo niezaleznych
wektorow uy,us € U, to

I. f jest epimorfizmem: B PRAWDA [ FALSZ , poniewaz

‘ (dimImf = dimll — dimKerf =4 = dimV AImf Cc V)= Imf=V|2 pkt ‘
B4 o A o Ir
II. f jest monomorfizmem: [0 PRAWDA MW FALSZ | poniewaz

‘ dimKerf =2+ 02 pkt ‘
J T
III. f jest odwzorowaniem odwracalnym: [0 PRAWDA B FALSZ | poniewaz

‘ nie jest injekcial 2 pkt ‘
J o JC

T

IV. rzad macierzy odwzorowania f jest rtéwny: OO0 O 2 W 4 [ 6, poniewaz

‘ rh'*mffmf:A?hkf. ‘
| I

V. wyznacznik macierzy odwzorowania f: [J jest rowny 0 [0 jest rozny od 0 M nie istnieje ,
poniewaz

T PR s

(¢) (2 pkt) Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, to jest odwracalna: [0 PRAWDA B FALSZ |
poniewaz

np. macierz A wymiaru 1 x 1 postaci A = [0] jest diagonalizowalna (jej posta¢ diagonalna to [0]),
ale nie jest odwracalna (bo dla dowolnej macierzy B wymiaru 1 x 1 mamy AB = [0]){2 pkt

(d) (2 pkt) Jezeli A jest macierza spetniajaca I+A+2A42+34% =0, to A~ ! jest rowna| —1 —2A — 342

, poniewaz

I=—A—2A2_3A% = A(—] — 2A — 3A2) = (—I — 2A — 34%)A |2 pkt

(e) (2 pkt) Odwzorowanie L : R[z]s — R|z]s zdefiniowane jako (Lp)(z) = p'(z) — p(x — 1), nie jest
odwzorowaniem liniowym: [0 PRAWDA B FALSZ , poniewaz

Va, B € RVp,q € Rlz]3 : (L(ap + B9))(z) = (ap + Bg)' (z) — (ap + Bg)(z — 1) = ap'(z) — ap(z —
1) + By (@) ~ Ba(x — 1) = (a(Lp) + B(La)) ()2 Pt ]
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