Informatyka, Algebra
- KOLOKWIUM PIERWSZE -
27 listopada 2018

Czas: 90 min.
1. (25 pkt) Niech zbior X bedzie zbiorem wszystkich ciagow 10 wyrazowych o wyrazach ze zbioru {0, 1}, tj.
X ={(a1,...,a10) : Vi € {1,...,10} : a; € {0,1}}
Na zbiorze X wprowadzamy trzy relacje: R, Rs, R3, zdefiniowane jako:

aR1b& dk € {1,...,5} : agg = boy,

aRyb & VEk € {1,...,5} D ask = bog,

aR3b < VEk € {]., ey 5} L A2k—1 = bgk,
gdzie a = (a1, ...,a10), b= (b1,...,b10). Przez R C {R1, Rz, R3} oznaczmy zbior tych z powyzszych relacji,
ktore sa relacjami rownowaznosci.

(a) (10 pkt) Wskaz, ktore z powyzej zdefiniowanych relacji naleza, a ktore nie naleza do zbioru R. Odpowiedz
uzasadnij.

e Relacja R; nie jest relacja rownowaznosci 1 pkt . bo nie jest przechodnia 1 pkt .
Np.

(1,1,...,1)Ry(1,0,...,0) A (1,0,...,0)Ry(0,0,...,0),

ale

~ (1,1, D)R:(0,0,...,0)| 1 pkt

e Relacja Ry jest relacja réwnowaznosci 1 pkt , bo

— jest zwrotna, gdyz
dla dowolnego a = (ay, ..., a19) € X mamy

A2 = Q2,04 = A4, ...010 = A10,

skad aRsa. 1 pkt

— jest symetryczna, gdyz
dla dowolnych a = (ay,...,a10),b = (b1,...,b10) € X prawdziwe sa implikacje

aRob = ag = by, aq = by, ...a10 = big

:>b2:a2,b4:a4,...b10:a10

= bRya| 1 DKt

— jest przechodnia, gdyz
dla dowolnych a = (ay,...,a10),0 = (b1,...,b10),¢c = (c1,...,¢10) € X prawdziwe sa
implikacje
aRgb A bRQC:> A = bg,a4 = b4,...a10 :blo A b2 = Cg,b4 = C4,...b10 = C10

= a2 = C2,a4 = C4,...0a10 = C10

= aR;c. 1 pkt

e Relacja Rj3 nie jest relacja rownowazno$ci 1 pkt , bo nie jest zwrotna 1 pkt .
Np.

(1,0,...,0R(1,0,....0) 1 pkt

Kolejne podpunkty wykonaj dla kazdej relacji ze zbioru R.
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(b) (3 pkt) Wyznacz klase abstrakeji ciagu a € X, ktorego wszystkie elementy sa rowne 1. Ile elementow
zawiera ta klasa abstrakcji?

Wyznaczamy klase abstracji a wzgledem relacji Ry. Mamy

[(1,...,1)]Z{(bl,...,bu))EXZb2:b4:...=b10:1}1 pkt

Stad

1,..., 1) =272 pkt

(¢) (6 pkt) Ktory z ponizszych zbioréw nalezy do zbioru ilorazowego? Odpowiedz uzasadnij.

A:{(al,...,alo)EX:a2+a4+a6+a8+a10:5}7
.B:{(bh...,bl())E)(:bl—‘y—bg—f—bg—l—...—I—blo:O}7

A:{(al,...,aw)6X:a2:a4:...:a10:1}1 pkt

—ia,...,0l1 pkt

S X/Rz 1 pkt

B:{(bl,...,blo)6X:b1:b1:...:b10:0}1 pkt

¢ X,pl 1 pkt

bo np. (1,0,...,0)R5(0,0,...,0), wiec [(0,0,...,0)] nie jest jednoelementowa. 1 pkt

(d) (6 pkt) Wyznacz liczbe elementéw zbioru ilorazowego.

Zauwazmy, ze kazda klasa abstrakcji ma 2° elementow. 1 pkt

Wszystkich elementéw zbioru X jest 210. 1 pkt

Poniewaz X = J, .y [#] oraz klasy abstrakcji sa parami roztaczne, 2 pkt wiec

210

X/r,| = = =292 pkt

25

2. (18 pkt) Dana jest przestrzen liniowa V nad cialem C. Wiadomo, ze wektory z,y,z stanowia baze tej
przestrzeni. Zbadaj, ktéry z ponizszych ukladow takze stanowi jej baze:

By =(x+iy+ (1+1i)z, ix—y+ (2—1)z, 32),
By =(2iz+y, 2z —iy+z, (1+i)y+(1—1)z).

Wyznacz wspotrzedne wektora a = 2z + z wzgledem tej bazy.

Niech a, 8, € C,| 1 pkt

e Sprawdzamy czy B jest baza V. W tym celu badamy liniowa niezaleznos¢ wektorow z Bj.
Przypusémy, ze

alz+ iy + (14i)z) + Bliz —y + (2 —)2) + v(32) = 0.

Jest to rownowazne:

(a+if)x + (ia— By + (1 +d)a+ (2 —i)B + 37)z = 0.
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Poniewaz (z,y, z) jest baza V (a wiec w konsekwencji uktadem liniowo niezaleznym), 1 pkt

powyzsza réwnosé implikuje

1 pkt

a+if
i — f3
(I+9)a+(2—19)8+ 3y

=0
=0=
=0

-

Pokazuje to, ze wektory w B; nie sg liniowo niezalezne

1 pkt|<s
5

a =0

8 =0

v =0

1 pkt , a wiec nie sa baza V

wiec

1 pkt|

e Sprawdzamy czy B jest bazg V. W tym celu badamy liniowa niezaleznos¢ wektoroéw z Bs.
Przypusémy, ze

Jest to rownowazne:

Poniewaz (z,y, z) jest baza V (a wiec w konsekwencji uktadem liniowo niezaleznym),

a2z +y) + B2z — iy + 2) + y((1 + )y + (1 —4)2) = 0.

(2ia+2B8)z + (e —iB+ (1 + i)Yy + (B + (1 —i)y)z

powyzsza réwnosé implikuje

Pokazuje to, ze wektory w Bj sa liniowo niezalezne

1 pkt|

sa baza V

i + 23

=0

1 pkti{a—is+a+iy =0

B+ Q1 —i)y

=0

a =i
=<y =0
B =0

:lpkt

1 pkt

o Wyznaczymy wspoélrzedne wektora a w bazie Bs. Przypu$émy, ze

a2iz+y) +R2r —ty+2) + (L + )y + (1 —i)z) =2z + =.

Jest to rownowazne:

Poniewaz (z,y, z) jest baza V (a wiec w konsekwencji uktadem liniowo niezaleznym),

2ia+2B8)z+ (a—iB+ A +i)Vy+ (B+ (1 —i)y)z =2z + 2.

powyzsza rownosé implikuje

Stad a = [—i,0, 1], . 1 pkt

Qi + 213

1 pkt

B+ (1—i)y

3. (21 pkt) Zilustruj na plaszczyznie zespolonej zbiory:

(a) (9 pkt)

a—if+ (1+14)y

B
gl

=2 a =if—i

=0=<7 zﬁ
=1 g =1-G%
a =
égpkt g =

v

A:{ZE(C:1<Z5W<1024/\0<arg(z4)SW},

=1

-0
=0
=0

, a poniewaz dim V = 3,

1 pkt

1 pkt

1 pkt

wiec

wiec

wiec
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Przeksztatcajac nierownosci definiujace zbior A dostajemy

1<5(F) < 1024 e 1 < 25(z)° < 1024| 1 pkt

& 1< (22)° <1024

e1<]® <1024| 1 pkt

e1<|z<2|1 pkt

-
S .
- -
- -
o~ S
o’ -
o, \‘
r -
r - b L)
[ ,‘ A A}
1 s A A1
I ] 1 1
[} 1 1 1
3 5 X 0 i P 3
! \ 4 1
\ S 4 4
- L
\‘ LI NS o
LS ’
- ,
~ o
-
Rl
. 1 pkt

oraz oznaczajac ¢ = argz € [0, 2m)

0<arg(z4) <me IkeZ: 2%kr < 4p<r+2kr| L PKt

™ m v
3 Z: k— < = —
< Jdk e k2<¢_4+k2

sée g]u(g,%w]u(w,gﬂu(gw,gﬂ 2 pkt

1 1 pkt

Stad zbiér punktow z A jest czesScia wspolna

powyzszych obszarow:

_aeet]

(b) (6 pkt)

Zauwazmy, ze jezeli z € B to z # i. 1 pkt
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Przeksztatcajac nieréwnosé definiujaca zbiér B dostajemy

61z — 6

zZ—1

> 6 < [6iz — 6] > 6|z — i

&liz—1>-—i |1 pkt

& il [z +1] = |2 =

&let+il>]z—1 |1 pkt

Stad zbior punktow z B jest polplaszczyzna (z wyltaczeniem punktu ¢), ktorej brzegiem jest symetralna
odcinka miedzy punktami —i oraz .

a

c 3 pkt

(c) (6 pkt)
C={z€C:2%=(i—1)"%}.

Zbior C jest zbiorem pierwiastkow szostego stopnia z (i — 1)*®. Zauwazmy, ze jednym z takich

pierwiastkow jest liczba zg = (i — 1), 1 pkt bo

£=(G-D = G- D"

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1 — ¢, a nastepnie ze wzoru de’Moivra obliczamy:

(i—1)f = (\@(cos%ﬂ—isin %r))8 1 pkt
= 2%(cos 67 + i sin 67)

—16/1 pkt

Pozostate pierwiastki otrzymujemy obracajac punkt zg o wielokrotnosci kata %” =Z.

20
z2=-a+svta is 2,=8+ 8V3{
Y ®
10
5
23=—16 .zD=16
-15 —10 -5 a 5 10 15 20
-5
—10
2,=-8-8v3 | 2,=8-8V3
¢ ®
—15
3 pkt
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IMIE I NAZWISKO , numer indeksu

4. Uzupelij puste pola:
(a) (2 pkt) Wymiar przestrzeni V generowanej przez wektory v = (1,-1,2), v = (—4,4,-8), w =

(10,20,21) wynosi| 2 , poniewaz

wektory u 1 v sa liniowo zalezne (bo v = 4u), ale v 1 w sa liniowo niezalezne (bo ~ Ja € R : au =
w).

Stad V = Lin < w,v,w >= Lin < u,w > i dimV = 2. 1 pkt

(b) (3 pkt) Dane jest cialo (K, ®,®), ktorego zerem i jedynka sa odpowiednio 0 i 1. Oznaczmy ponadto
u=1®1, v =u®u. Wiadomo, ze funkcja h : K — Q jest izomorfizmem cial (K, ®,®) oraz (Q,+, ).

Woéwczas wartosé h(v) wynosi| 4 , poniewaz,

h(v) = h(u ® u) = h(u) - h(w)| 1 pKE

—h(1®1)-h(1&1) = (h(1) + h(1)) - (h(1) + h(1)) =2 -2 =4, bo h(1) = 1| 1 pkt

(c) (3 pkt) Wiadomo, ze jednym z pierwiastkow wielomianu w(z) = 2* + 223 + 322 + 22 + 2 jest z = i.
Pozostate pierwiastki tego wielomianu, to

—i|1 pkt|-1+i|1 pkt|-1-i|1 pkt

(d) (2 pkt) Rozwazmy podprzestrzen U przestrzeni R[z] zdefiniowans jako
U ={w € R[z]: stopieii w <5 A w(z) jest podzielne przez 2* — 1}.

Zbior B = {z — 1,22 — 1,2° — 2,2* — 1,25 — 2} nie jest baza U, poniewaz

r—1¢02 pkt

(e) (3 pkt) Struktura (R, o) z dzialaniem o okreslonym wzorem a ob = In(e® + €®) nie jest grupa abelowa,
poniewaz,

nie posiada elementu neutralnego 1 pkt , bo

aos:a@ln(e“-}-es):a<:>e“+65:ea<:>eS:0<:>s€®2 pkt

(f) (3 pkt) W zbiorze ilorazowym Z/2018 okreslamy dziatania @, ® nastepujaco
[a] ® [b] = [a + 0], [a] © [b] = [a-b].

Struktura (Z/2018, @, ®) nie pierscieniem catkowitym, poniewaz

ma dzielniki zera | 1 pkt Np. [2] # [0],[1009] # [0], ale [2] ® [1009] = [2 - 1009] = [0].

2 pkt

(g) (3 pkt) Relacja R okreslona na zbiorze R jako: aRb < a + 1 > b, nie jest relacja porzadku poniewaz

nie jest przechodnia ]. pkt . Np. dla a = —0.5,b = 0.25,¢c = 1 mamy aRb A bRc, ale nie jest

prawda, ze aRc. 2 pkt
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