Matematyka IV Fizyka Medyczna, rok II

Zestaw 1 - calka podwdjna

1. Obliczy¢ catki podwdjne

2. Obliczy¢ caltki podwdjne po wskazanych prostokatach
(a) [[dxdy, gdzie D =0, 1] x [0, 2],
D
(b) [[ zsinydxdy, gdzie D = [0, 1] x [0, 7],
D
(c) £f hzdady, gdzie D = [0, 1] x [0, 1],
(d) {)f vy In 2dzdy, gdzie D = [1, €] x [1,2].
3. Obliczy¢ calki podwdjne po wskazanych obszarach D
(a) [[(2z+y—1)dzdy, gdzie D jest trdjkatem o wierzchotkach (1, 1),(5,3),(5,5),
D
(b) [[(2z+1)dxdy, gdzie D jest tréjkatem o wierzchotkach (—1,1),(1,1),(0,0),
D

(c) [[ 2% odzie D jest obszarem ograniczonym paraboly y? =
5 vVaxr—x?

—ax + a® oraz osia Oy,

@ [f dz—di, gdzie D jest obszarem ograniczonym parabolg y =
) V012057

x?, osig Oz, prosta © = —1 oraz prosta z = 3,
(e) [[(x®+y*)dady, gdzie D : 2* + y* — 2y <0,
D

(£) [[ xdxdy, gdzie D : 2? + y* < 4,2 > 0,
D

ln(§2+22)dxd cgdzie D11 <224y <4,y >0,
g S dady, g y? <4y
D

(h) [[ v*VR? — 2?dxdy, gdzie D = {(x,y) € R* : 2® +y* < R*},
D

(i) [[ sin(z+y)dzdy, gdzie D-tréjkat o wierzchotkach A = (0,0), B =
5.5 C=(0)

G) [ In(1 + 2? + y*)dady, gdzie D = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* <
Z]lj, 2 +y?>1, y >z},

(k) [ V4 — 2% —y?dady, gdzie D = {(z,y) € R* : z*+y?—2z < 0}.
D

+oo
4. Obliczyé catke [ e,
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5. Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami

d)
(e)
f) z=222+9y*+1, 24+y=1,2=0,y=0, 2=0,
(g) z=a+y% z2=2— /22 + 12,

(h) 22 +9y*+22=5, 22 +y* =2 —1,

(i) 2=4—2*—y? 22=222+2¢y% (2 > 0).

(a) 22 +y? + 22— 22 =0,

(b) 2=0,z==a,y==4a, 2> +y* + 2> =2a* a >0, 2 >0,
(¢c) z=a>—2* y=2x,r4+y=a,2=0,z=0,

(

z=z+y,xy=1Lxy=2, =9y, y=2x,2=0, 2,y >0,
z=xy,x+y+z2=1 2=0,

6. Obliczy¢ pole powierzchni:

(a) czesci powierzchni 2zy — 22 = 0 wycietej przez prostopadtoscian,
ktérego podstawa znajduje sie w ptaszczyznie Ozy a wierzchotki
w punktach (0,0), (4,0), (4,9), (0,9),

(b) czedci powierzchni walca 22 + y? = 2 ograniczonej ptaszczyznami
r+z=0,xr—2=0,z,9y >0,

(c) czedci powierzchni z = 2zy ograniczonej walcem x? + y* = 1 oraz
r=0,y=0,

(d) czesci powierzchni z = (/22 4+ y?, ktéra jest zawarta wewnatrz
walca x? + y? = 2z,

(e) czesci powierzchni 2 +4 +2 =1,a > 0, b > 0, ¢ > 0 zawartej
miedzy ptaszczyznami x,y, 2z = 0,

(f) czedci powierzchni z? +y? + 22 = R? wycigtej walcem z% +y? = a?,
gdzie (a < R),

(g) czesci powierzchni 22 +y%+ 22 = R? wycigtej walcem x°+y? = Rx.

7. Zmalezé pole powierzchni catkowitej bryty ograniczonej sfera x? + 42 +
2? = 3a? i paraboloida 2% + y* = 2az (a > 0).

8. Obliczy¢ mase nastepujacych figur ptaskich:

(a) trojkata o wierzchotkach w punktach (0,0), (1,0), (0,2) wiedzac,
ze gesto$¢ w punkcie (x,y) jest rowna xy,

(b) figury danej jako 22 + y?> < 4, y > V/3|z| wiedzac, ze gestoié w
punkcie (z,y) jest réwna odlegtosci tego punktu od osi z,

2

(c) figury ograniczonej krzywymi y = 23, y = 2? wiedzac, ze gestosé

w punkcie (z,y) jest réwna x?y.

9. (*) Znalez¢é momenty statyczne i momenty bezwtadnosei:
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10.

11.

12.

13.

(a) poétkola (o gestosci p réwnej kwadratowi odlegtoscei danego punktu
od sérodka potkola) o promieniu R, wzgledem osi lezacej w ptasz-
czyznie potokregu, rownoleglej do srednicy i oddalonej od niej o
d jednostek dtugosci,

(b) figury jednorodnej ograniczonej krzywymi o réwnaniach y = 22 i
y = 1, wzgledem prostej z +y = 1,

(c) tréjkata jednorodnego ograniczonego prostymi £ 4% = 1, x = 0,
y =0 (a,b>0), wzgledem osi uktadu.

Zmalez¢ wspotrzedne srodkéw ciezkosci figur ograniczonych krzywymi
o réwnaniach, i o danych gestosciach punktowych:

rty=a, z=0,y=0pz,y) =y,
y=Ilnz, y=02z=¢ p(z,y) =1
y=sinz,0 <z <7, plx,y) =1

Niech D bedzie obszarem ograniczonym cosinusoidg o réwnaniu y =
cos z, gdzie x € [0, 7], oraz osiami wspotrzednych, lezacym w I éwiartce
uktadu wspotrzednych. Obliczy¢ pole tego obszaru, wspotrzedne srodka
ciezkosci oraz objetodci, jakie powstaja po obrocie tego obszaru wokot
osi OXi OY (zastosowaé regute Guldina). Ktéra z tych bryt ma wieksza
objetosc?

Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej z obrotu tréjkata réwnobocznego
o boku a wokoét osi rownolegtej do podstawy i potozonej od niej w
odlegtosci b. Wykorzysta¢ regute Guldina.

Wykorzystujac I regute Guldina znalezé potozenia $rodkéw masy po-
danych figur jednorodnych:

(a) poétkola o promieniu R,

(b) tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.
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