Matematyka II Fizyka Medyczna, rok I

Zestaw 10 - funkcje wektorowe.

1. Wyznaczy¢ macierze Jacobiego oraz obliczyé¢ jakobiany nastepujacych

przeksztalcen:

(a) f(u,v) = (x,y), gdzie z = u, y = uv,

(b) flu,v) = (x,y), gdzie = §(u+v), y = 3(u—v),

(C) f(u,v) = (Ivy)7 gdzie x = uQiUQ’ Y= u2—1i)-1)2’

(d) f(U,U) = (Ivy)7 gdZie rT=u,y= U\/ﬂa

(e) f(u,v) = (z,y), gdzie x = 2u+ 3v, y = u — v,

(f) flu,v) = (z,y), gdzie x = Vuv?, y = Vu2v,

(g) flu,v,w) = (x,y,2), gdziex =u+v—w+3,y =2u—v+w+2,

z=u+2v+w+1,
(h) f(r,¢,h) = (x,y,2), gdzie x = rcos ¢, y = rsing, z = h.

2. Dane sa odwzorowania f, g : R® — R3. ZnaleZ¢ macierz Jacobiego oraz
jakobian odwzorowania g o f, gdzie

(a)

f(x,y,2) = (zcosy,xsiny, 2),
g(u,v,w) = (vvw, vV — VW, vV — UY),

f(x,y,2) = (zcosy,zsiny, 2),
g(u,v,w) = (usinv cos w, usin v sin w, u cos v),

f(z,y,2) = (xsinycos z, zsin y sin z, x cos y),

g(u,v,w) = (cos u, sin u cos v, sin u sin v cos w).

3. Wykorzystujac regulty rézniczkowania funkcji ztozonych obliczyé¢ po-
chodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f wzgledem z i y:

u,v) = lnﬁ, gdzie u = xsiny, v = x cosy,

(
(u,v) = e", gdzie u = In /2 + y?, v = arctan ¥,
(
(

u
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i 8dzie u=ev, v =10+ y*, w =2y,

= arcsin
=u? —v(y/u — w), gdzie u = x*y?, v="7,w=2r—y.

4. Dane sg odwzorowania f : R? — R, g : R — R2. Korzystajac z macierzy
Jacobiego funkcji f i g wyznaczyé d(gof) wiedzac, ze

dt
flx,y) =2,

g(t) = (3%, V12 + 1).
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5. Dane s3 odwzorowania f : R? — R, g : R — R®. Wyznaczy¢ macierz
Jacobiego odwzorowania g o f, jezeli

(a)

f(z,y) = ax + by,
g(t) = (sint, cost,t).

6. Dane sg odwzorowania f : R* — R, g : R — R?®. Wyznaczy¢ macierz
Jacobiego oraz jakobian odwzorowania g o f, wiedzac, ze

flz,y,2) =+ 2y + 3z,
g(t) = (4,4¢,8%).

7. Rozwiaza¢ podane réwnania rézniczkowe dokonujac zamiany zmien-
nych (ze zmiennych (z,y) na zmienne (u,v)), gdzie

z;:z;, z=f(z,y), u=z+y, v=a—1,

yz, —az, =0, 2= f(r,y), u=um, v =2+

(c)

acz/m—i-yz;:z, z = f(z,y), u==x, v="

8. Dane jest pole wektorowe F' = (P, Q, R). Sprawdzi¢ czy F' jest polem
potencjalnym, jezeli sktadowe pola dane sg jako

(a)

P=2a*—-2y, Q=32 -5z, R=52"—3xy+y*—1,

(b)
P=2xe® + 2% Q=232+ 2, R=2zx+y.

()
P = Adzy32* — 3y% — 3y — 16232,
Q = 62%y%2* — 6y + 223,
R = 82725y + 6y2? — 4a*.
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9. Dane jest potencjalne pole wektorowe F' = (P, Q, R) o sktadowych
P =25z — 3y%, Q=52 —6zy—5, R=0.

Wyznaczyé¢ funkcje U okredlajaca potencjal w kazdym punkcie pola,
jezeli wiadomo, ze U(0,0,0) = 1.

10. Dane jest pole wektorowe F' = (P, @, R) o sktadowych
P=yz2x+y+2), Q=xz(x+2y+2), R=uxy(r+y+22).
Wykazaé, ze F' jest polem potencjalnym i znalezé jego potencjatl.
11. Obliczy¢ dywergencje i rotacje pola wektorowego F', gdzie

(a) F(x,y,2) = (Inz,e™?, sin?(yz),
(b) F(x,y,z2) = (m%, 0,6 cos?(y — z)),
(¢) F(z,y,2) = (y* + 2%, 2 + 2%, 2° + 9°).

12. Wykorzystujac rotacje danego pola wektorowego sprawdzié, czy pole to
jest potencjalne:

(a) F(Zﬂ,’y,Z) = (i + 2.%, _y% +2272y - 22)7
(b) F(z,y,z) = (z%y + 2, 3yz + 3z, zy2).
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