Matematyka I Fizyka Medyczna, rok I, sem. 1

Zestaw 5 - zastosowania rachunku rézniczkowego funkcji jednej
zmiennej.

1. Oblicz granice:

tanz—1

L
(1) limg = (1 —cosx)*" 7,

(m) lim, = (tan z)®"*

2. Znajdz asymptoty funkcji:
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3. Sprawdz, czy podane funkcje spetniaja twierdzenie Rolle’a na przedzia-
le (—1,1). Jesli tak, to wskaz odpowiedni punkt posredni realizujacy
teze twierdzenia.

(a) f(z) =2(2* 1),

(b) f(t) = 7§ — arctan|z|,
(¢) f(u) =sinrzx,

(@) fla) =1V
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4. Zastosuj twierdzenie Lagrange’a do podanych funkcji. Podaj odpowied-
nie punkty posrednie.

(a) f(z) =arcsinz, z € (—1,1),
(b) f(z) = arctanz, x € (—1,/3).

5. Udowodnij rownosci:

(a) arctgz = arcsin T

(b) arctgr = jarcsing2L;, , x € (—1,1),

(c) arcsm\/r arccos\/w, x € [0, +00),

(d) arctanzx + arctanm =7, dlaz € (—1, +o0),
(e) 3arccosz — arccos(3z — 42%) = 7, dla |z| < 3,
(f) arctana + arctan = = 2, dla 2 > 0.

6. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a udowodnij nieréwnosci:

(a) 2 - arctgx In(1+4 2?) dlaz € R,

(b) cosx - ﬁ dla z € R,

(c) x> ln(l + x) dla z >0,
)
) %

(d n(l +z) > ”‘“’ta“ dla z > 0,
(e

7. Zbadaj istnienie ekstremow lokalnych oraz podaj przedzialy monoto-
niczno$ci dla funkcji okreslonych wzorami:

<tana — tanﬁ

us
cos 2°

2

(a) f(z) =a%e7,

(b) f(z) = (z =5)*y(z +1)%,

(©) f(@) = (@ +1V2E =2

(@) f(z) = 2 1,

(e) f(x) =52+ 3z*+ 2z — 5,

(f) f(z) = 2sinx + cos 2z,

(g) f(z) =e”sinz,

(h) f(z) = (2* — 2z)Inz — 322 + 4.

8. Znajdz najmniejsze i najwieksze wartosci funkcji:

= ' — 222 + 5, na przedziale [0, 2],
= arctg;—i, na przedziale [0, 1],
= |2? — 62 — 7|, na przedziale [0, 9],

= 277", na przedziale (0, 400).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

Udowodnij nieréwnosci:

(a) Inz < y/z, dla x> 0,
(b) In(1++v1+2?) <1+Inz, daz >0,
Inx 1
(c) S Fpdlax>0, z#1,
)

o—1
(d %H<ln(1+%)< \/ﬁ,dlax>0.
Zbadaj przebieg zmiennosci zadanych funkcji i narysuj ich wykresy:
(a) flx) =",

(b) flz) =37,

(c) f(z) = [ale™",

(d) flz) =5,

(e) flz) =ale ™,

(f) flz) = 3=,

(8) f(@) = 2,

(h) f(z) =+v—23+ 3z + 2,

(i) f(x) =va?—4x+ 3,

() f(2) = (z ~2)e7,

() f(a) = o,

) f(z) =55

Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 1“736 w jej punkcie

przegiecia.

xT

P . _p2 . L. L . .
Pokazaé, ze funkcja f(z) = xe™ jest réznowartosciowa na przedziale

(J5: +00).

Znalez¢ p takie, aby funkcja f(z) = 23 — px + 5z — 2 osiagala minimum
w punkcie z = 5.

Zbada¢ wypuktosé i punkty przegiecia funkcji f(z) = 2% In .
W zaleznosci od a podac¢ liczbe rozwiagzan réwnania lnx = ax.

Pokaza¢, ze réwnanie 2° + x — 3 = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie
na przedziale (1,2).

Ktory z ostrostupéw prawidtowych o podstawie kwadratowej i sumie
dhugosci wszystkich krawedzi rownej a ma najwiekszg objetosc?

W trojkat prostakatny o zadanym kacie « i przeciwprostokatnej dtugo-
Sci ¢ wpisujemy prostokaty w ten sposob, ze jeden bok kazdego z tych
prostokatow ma najwieksze pole?
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19. Ze wszystkich stozkéw opisanych na kuli o promieniu R wyznaczy¢ ten,
ktory ma najmniejsza objetosé.

™

20. W wycinek kota o promieniu 1 i kacie srodkowym 7 wpisujemy pro-
stokat w ten sposob, ze jeden bok lezy na promieniu skrajnym tego
wycinka, jeden z wierzchotkéw na tuku wycinka, a pozostaty na drugim
promieniu skrajnym. Jakie powinny by¢ wymiary prostokata o najwiek-
szym polu?

21. Cialo stale o temperaturze T wysyla promieniowanie ztozone z fal o
roznych dtugosciach A i natezeniu I = I(\) danym wzorem

c _
I()\) = E@ k/)\T,

gdzie ¢ i k sa pewnymi stalymi. Wyznaczy¢ takie A, aby I()\) byto
najwieksze.
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