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Zestaw 3 - granica i ciągłość funkcji, porównywanie nieskończenie
małych i nieskończenie dużych.

1. Oblicz (jeżeli istnieją) granice funkcji:

(a) limx→2 x2+4
x+2 ,

(b) limx→2 x2−1
x−2 ,

(c) limx→− 12
4x2−1
2x+1 ,

(d) limx→2 x3−8
x−2 ,

(e) limx→3 27−x
3

x−3 ,

(f) limx→3 x2−4x+3
2x−6 ,

(g) limx→−1 x2−1
x+1 ,

(h) limx→−2 x+2
x5+32 ,

(i) limx→4 x2−2x−8
x2−9x+20 ,

(j) limx→−5 x3+125
2x2−50 ,

(k) limx→−2 3x
2+5x−2
4x2+9x+2 ,

(l) limx→1 x5−1
x−1 .

2. Oblicz (jeżeli istnieją) granice funkcji:

(a) limx→25
√
x−5

x−25 ,

(b) limx→0
√
x2+1−

√
x+1

1−
√
x+1 ,

(c) limx→0
√
x2+1−1√
x2+25−5 .

3. Oblicz (jeżeli istnieją) granice funkcji:

(a) limx→0 sin 3x4x ,

(b) limx→0 4x
3 sin 2x ,

(c) limx→+∞ sinx
x

,

(d) limx→π
2

sinx
x

,

(e) limx→π
2

cosx
x−π2

,

(f) limx→0 tanx4x ,

(g) limx→8 8−x
sin 18πx

,

(h) limx→0 sin 2xsin 3x ,

(i) limx→0 tan 2xtanx ,

(j) limx→π 1+cosxsin2 x .

4. Oblicz (jeżeli istnieją) granice funkcji:
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(a) limx→1 x3−x2+x−4
3x3+x2−x−1 ,

(b) limx→0
3√1+x− 3

√
1−x

x
,

(c) limx→0 sin 3xsin 5x ,

(d) limx→∞
(
x−1
x+3

)x+2
,

(e) limx→0 1−e
2x

tgx ,

(f) limx→5 x3−125
x2−25 ,

(g) limx→2 x3−6x2+12x−8
x2−4 ,

(h) limx→0 tgx4x ,

(i) limx→0
√
x2+1−1√
x2+25−5 ,

(j) limx→π
2

cos5(5x) cos17(17x)
cos9(9x) cos13(13x) ,

(k) limx→0 x
√
1− 3x,

(l) limx→0 x
√
1 + sin x,

(m) limx→0 1x ln
√
1+x
1−x ,

(n) limx→0 e2x−ex
x

,

(o) limx→−1 e
1
x+1 ,

(p) limx→∞ x sin 1x ,

(q) limx→0 arctanxx
.

5. Znaleźć granicę lewostronną i prawostroną funkcji f w punkcie x0,
gdzie:

(a) f(x) = e
1
x−1
e
1
x+1

, x0 = 0,

(b) f(x) = e
1

1−x3 , x0 = 1,

(c) f(x) = xe
1
x , x0 = 0,

(d) f(x) = x

2x+e
1

x−1
, x0 = 1,

(e) f(x) = x

1+e
1
x
, x0 = 0,

(f) f(x) = 2
1
x+3

3
1
x+2

, x0 = 0,

(g) f(x) = x√
| sinx|

, x0 = 0,

6. Zbadać ciągłość następujących funkcji:

(a)

f(x) =
{

x2−25
x+5 , x 6= −5
−10, x = −5 ,
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(b)

f(x) =
{
sinx
x
, x 6= 0

1, x = 0
,

(c)

f(x) =
{ sinx

|x| , x 6= 0
1, x = 0

,

(d)

f(x) =
{
x+ 1

x
, x 6= 0

0, x = 0
.

7. Jaka powinna być wartość funkcji f w punkcie x = 0, aby tak zdefinio-
wana funkcja była ciągła, jeżeli dla x 6= 0 funkcja f dana jest wzorem:

(a) f(x) =
√
1+x−1
x

,

(b) f(x) = x sin π
x
,

(c) f(x) = sin2 x
1−cosx .

8. Znaleźć asymptoty (o ile istnieją) następujących funkcji:

(a) f(x) = x2−3
x−2 ,

(b) f(x) = 2x2−5x+2
3x2−10x+3 ,

(c) f(x) = x− 4
x2
,

(d) f(x) =
√
x2 − 4x+ 3,

(e) f(x) = x+ 2
√
−x,

(f) f(x) = x
√

x
2−x ,

(g) f(x) = x− 2 arctanx.

9. Obliczyć granice jenostronne funkcji f w punkcie x0, a następnie roz-
strzygnąć, czy funkcja ma w tym punkcie granice:

(a) f(x) = e−
1
x , x0 = 0,

(b) f(x) = |x−1|
x−1 + x, x0 = 1,

(c) f(x) = x
x−2 , x0 = 2,

(d) f(x) = arctan 1
1−x , x0 = 1,

(e) f(x) = x sin 1
x
− cos 1

x
, x0 = 0,

(f) f(x) = cos2 x−sin
2 x

|x−π2 |
, x0 = π

2 .

10. Zbadać ciągłość następujących funkcji:

(a)

f(x) =
{
x2, 0 ¬ x ¬ 1
2− x2, 1 < x ¬ 2, ,
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(b)

f(x) =
{
cosπx2 , |x| ¬ 1
|x− 1|, |x| > 1 ,

(c)

f(x) =
{ √
x arctan 1

x
, x > 0

0, x = 0
,

11. Dobrać a ∈ R tak, żeby funkcja

f(x) =
{ √

1+x−1
x
, x 6= 0

a, x = 0
,

była ciągła na R.

12. Dobrać a ∈ R tak, żeby funkcja

f(x) =


2 + e

1
x , x < 0

sin ax
x
, x > 0

limx→0−(2 + e
1
x , x = 0.

,

była ciągła na R.

13. Dobrać a, b, c ∈ R tak, żeby funkcja

f(x) =



sin ax
x
, x < 0

x3−1
x2+x−2 , 0 ¬ x < 1,
c, x = 1,
x2+(b−1)x−b

x−1 , x > 1,

,

była ciągła na R.

14. Oblicz (jeżeli istnieją) granice funkcji:

(a) limx→π
4

√
sinx−

√
cosx

sinx−cosx ,

(b) limx→0
√
1−cosx
sinx ,

(c) limx→+∞
√
x sin(

√
x+ 1−

√
x),

(d) limx→+∞ sin(
√
x+ 1−

√
x),

(e) limx→0 x ctg x,

(f) limx→π
4

cos 2x
sinx−cosx ,

(g) limx→1 tan πx2 ,

(h) limx→0
√
cosx−1
x2

.

15. Zbadaj, czy f(x) = o(h(x)) gdy x→ x0, gdzie

(a) f(x) = x2, h(x) = x, x0 = 0,

(b) f(x) = x, h(x) = x2, x0 = 0,
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(c) f(x) = x− sinx, h(x) = x, x0 = 0,
(d) f(x) = x− sinx, h(x) = x2, x0 = 0,
(e) f(x) = x− sinx, h(x) = x3, x0 = 0,
(f) f(x) = 1

x
tan 1

x
, h(x) = 1

x
, x0 = +∞.

16. Zbadaj, czy f(x) = O(h(x)) gdy x→ x0, gdzie

(a) f(x) = 5x, h(x) = x, x0 = +∞,

(b) f(x) = x2, h(x) = x, x0 = +∞,

(c) f(x) = x(x−1)
2 , h(x) = x2, x0 = +∞,

(d) f(x) = sinx, h(x) = x, x0 = 0,

(e) f(x) = sinx− x, h(x) = x3, x0 = 0,
(f) f(x) =

√
1 + x2 − x, h(x) = 1

x
, x0 = +∞,

(g) f(x) = x, h(x) = x2, x0 = +∞,

(h) f(x) =
√
x2 + 1− x, h(x) = 1

x
, x0 = +∞,

(i) f(x) = ln x, h(x) = x, x0 = +∞,

(j) f(x) = 3log2 x, h(x) = x2, x0 = +∞,

(k) f(x) = ex − 1, h(x) = x, x0 = 0.

17. Zbadaj, czy f(x) ∼ h(x) gdy x→ x0, gdzie

(a) f(x) = x2 + 2x, h(x) = x2, x0 = +∞,

(b) f(x) = x2, h(x) = x, x0 = +∞,

(c) f(x) = log2 x, h(x) = ln x, x0 = +∞,

(d) f(x) = 1 + e−x sinx, h(x) = 1 + 2−x cosx, x0 = −∞,
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