Matematyka IV Fizyka Medyczna

Zestaw 4 - calki krzywoliniowe skierowane, twierdzenie Greena

1. Obliczy¢ catki krzywoliniowe skierowane wzdtuz tuku L:

(a) [(z* + 2zy)dx + y*dy, gdzie L to odcinek od punktu (0,0) do
IL)unktu (2,2),

(b) [(2?+ 2zy)dz + (y* — xy)dy, gdzie L to tamana ABC( A= (0,0),
LB: (1,0), C=(2,2) ),

(¢) [ydx+ (x+ y)dy, gdzie L to tuk cykloidy o réwnaniu z = a(t —
gin t),y = a(l — cost) od punktu (0,0) do punktu (2arm,0),

d) [2%dx + ydy, gdzie L jest czescig okregu zawarta w pierwszej
gwiartce miedzy punktami (0, R) i (R,0),

) [ y*dx + 2*dy, gdzie L jest gorng polowy elipsy x = acost, y =

bsint, w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara,

f) [2?dx + ydy, gdzie L jest tukiem paraboli y> = x od punktu
f‘l(l, 1) do B(4,2).
2. Obliczy¢ catke krzywoliniows skierowana [ (zy—1)dz+a*ydy po nastepu-
jacych liniach taczacych punkt A = (1, O)Li B =(0,2):

(a) po prostej 2z +y = 2,
(b) po tuku paraboli 4z + y? = 4,

c) po tuku elipsy x = cost, y = 2sint.
(c) p psy ;Y

3. Sprawdzié¢, ze warto$¢ danych calek krzywoliniowych skierowanych nie
zalezy od drogi calkowania. Obliczy¢ je:

(1,2)
(a) [ ayide+ 2ydy,
(7171)
(m,m)
(b) f sin x cos ydx + cos x sin ydy,
(3,%)

w w\zt

34
(c) f 2?2 — 2yz)dr + (y* — 2x2)dy + (2% — 2xy)dz.
1,1,1

4. Obliczy¢ caltki krzywoliniowe skierowane:

) § 2zdr — (x + 2y)dy,
L
b) §ycoszdr + sinzdy
L

po obwodzie trojkata o wierzchotkach A = (—1,0), B = (0,2) i
C = (2,0).




Matematyka IV Fizyka Medyczna

5. Obliczy¢ catki krzywoliniowe skierowane korzystajac z tw. Greena:
(a) $(y — 2*)dx + (z + y*)dy po brzegu obszaru z? + y* < R* x >
0,y > 0 zorientowanym dodatnio,

(b) $(1 — 2?*)ydx + x(1 + y*)dy po brzegu okregu z? + y* = R? zori-
entowanym dodatnio,

(¢) § —ya?dx + zy*dy po brzegu obszaru 2 +y* < 1, zorientowanym
dodatnio,

(d) [(e*+e¥—y)dr+ zevdy, gdzie L jest wykresem funkeji y = sin z,
éla z € (0,7,

(e) [(esiny)dx + (e” cosy)dy, gdzie L jest wykresem funkeji y =
L—x2 + 1, pomiedzy punktami (—1,0) a (1,0).

6. Wykazaé, ze jezeli D jest obszarem normalnym wzgledem obu osi wspotrzed-

nych, L krzywa gtadka bedaca brzegiem obszaru D i zorientowana do-
datnio, to pole |D| obszaru D mozna wyrazi¢ kazdym z trzech wzoréow

1
\D|—§%xdy—ydx—fxdy——j§ydy.

L L L

Zastosowadé pierwszy wzor dla obliczenia pola obszaru ograniczonego
elipsa.




