KOLOKWIUM 2, Fizyka Medyczna
06.06.2014

1. (10 pkt.) Obliczy¢ mase ptata powierzchniowego S wiedzac, ze S jest czescia powierzchni z = 22+,
lezacej w pierwszej 6semce przestrzni ponizej ptaszczyny z = %. Gestosé w kazdym punkcie powierzch-
ni S dana jest wzorem p(z,y, z) = xyz. (wynik poda¢ w postaci nieskracalnego utamkal)

Rozwigzanie:

M = // xyzdS = // zy(2® + y?) | N| drdy = // zy(x® + y*)\/1 + 422 + 4y2dxdy, (1)
s D D

gdzie D jest rzutem powierzchni S na plaszczyzne XOY (tj. i kota, lezaca w pierwszej ¢wiartce),
natomiast

0z 0z
N = [_Ma_&yall - [_2x7_2y7 ]-]

Po przejsciu w calce (1) na wspotrzedne biegunowe dostajemy

T V3
// zy(x® + y*)\/1 + 422 + dy2dady = /2 / * (rcos @) (rsin¢) V1 + 4r2rdrde
D 0 Jo
= / sin ¢ cos ¢5d¢/ o1 + 4r2dr
0 0

153 23

2420 840°

Uwagi do Panstwa rozwiazaii:

Kolejnos¢ przejsé w (1) jest nastepujaca: najpierw catke powierzchniowa zamieniamy na catke
podwdjna, czyli

TyzdS = zyz(x,y) | N dedy = vy(z® + y?) | N| dzdy.
s D D

Tutaj dwie uwagi: catka podwojna jest po D (czyli obszarze ptaskim!), a nie po S (czyli powierzchni).
Wiele os6b w ogdle nie napisalo po czym catkujemy! Poza tym piszac, ze catkuja Panstwo po D
wypada zaznaczy¢ ten obszar na rysunku (ew. napisa¢, ze jest to rzut powierzchni S na ptaszczyne
XOY).

Dopiero po zamianie catki powierzchniowej na podwéjng zostaje wykonana zamiana wspolrzednych
w calce podwdjnej (z kartezjaniskich na biegunowe). Zwracam uwage na granice catkowania. Po-

niewaz D lezy w pierwszej ¢wiartce, wigc ¢ € [0, 7]. Ponadto r € [07 @} , gdyz powierzchnia S jest
zadana réwnoscig
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nalezy obliczy¢ przed podstawienie t = 1 + 4r2.

2. (8 pkt.) Obliczy¢ nastepujaca catke
// x(y? + Ddydz + y(2* + 1)drdz — z(z* + y*)dzdy
S

gdzie S jest wewnetrzng strong brzegu bryly zadanej przez nieréwnosci 22 + y? + 22 < 4, y > 0.

Rozwigzanie:

S jest powierzchnig zamknieta, wiec najprostsza opcja jest skorzystanie z tw. Gaussa-Ostrogradskiego:

// o(y? + 1)dydz + y(2® + 1)dvdz — 2(2* + y*)dedy = — /// divFdxdydz (2a)
5 1%

- 2 / / /V drdyd> (2b)

W powyzszych réwnosciach V' jest potkula o promieniu 2 lezaca w potprzestrzeni y > 0.

Uwagi do Panstwa rozwiazan:

Kilka os6b probowato liczyé catke powierzchniowa wprost, nie korzystajac z tw. G-O. Nikt a tych
0s6b nie policzyt tej catki dobrze, natomiast solidenie utrudnili sobie Panistwo w ten sposéb zycie -
zamiana na catke podwojna prowadzita do koniecznosci liczenia jaki§ koszmarnych catek. Dodatkowo
wszycy w takiej sytuacji zapominali o liczeniu osobno catki po "denku"! Wniosek: jak Panstwo moga
korzysta¢ z tw. G-O to nalezy z niego korzysta¢, inaczej zaliczg sie Panstwo na $mierc.

Nalezalo napisa¢ (inaczej odejmowatam punkt), ze korzysta sie z tw. G-O!

W réwnodci 2a wystepuje minus przed catka potréjng z uwagi na to, ze powierzchnia S jest zo-

rientowana do wewnatrz. Bardzo duzo oséb zapomniato o tym minusie!
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Zeby obliczy¢ 2b najprosciej zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa jest rowna 1, wiec calka jest rowna
objetosci bryty V', czyli potkuli o promieniu 2. Mozna liczy¢ wprost przechodzac np. na wspotrzedne
sferyczne, ale... po co?

3. (10 pkt.) Obliczy¢ nastepujaca catke
j{ yrdr + y2dy + zxdz,
L

gdzie L jest brzegiem trojkata ABC dla A = (0,0,—-2), B = (2,0,0), C = (0,1,0), zorientowanym
w kierunku ABCA.

Rozwigzanie:

Poniewaz L jest krzywa zamknietg kawalkami gltadka, a pole wektorowe jest klasy C*, wiec bedziemy
chcieli skorzystaé z tw. Stokesa. Obliczamy rotacje:

rotF =[0,—z, —x].

Nastepnie wybieramy strone trojkata ABC, ktoéra bedzie zgodna z orientacja krzywej L. Zauwazmy,
ze strong ta jest strona goérna.
Korzystajac z tw. Stokesa

7{ yrdr + yidy + zaxdz = //s rotF odS = //S —zdxdz — xdxdy,
L

gdzie S jest gorng strona trojkata ABC.
Musimy teraz obliczy¢ catke powierzchniowa zorientowana [[q —zdxdz — xdzdy.
Znajdujemy réwnanie plaszczyzny na ktorej lezy trojkat ABC. Roéwnanie ogolne plaszczyzny

Az +By+Cz+ D =0.

Po podstawieniu wspolrzednych wierzchotkéw trojkata do powyzszego réwnania i przyjeciu np. D =
1, dostajemy prosty uktad réwnan z niewiadomymi A, B, C. Stad réwnanie plaszczyny ma postaé

SR B
—X — —2Z = 1.
2" YT

Znajdujemy wzor na z oraz wektor normalny gérnej strony trojkata ABC"

z = x+2y—2,

0z 0Oz
N = [—%,—%,1]_[—1,—2,1].
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W takim razie
// —zdxdz — xdrdy = // (=2) (x + 2y — 2) — zdzdy,
S D

gdzie D jest rzutem trojkata ABC na plaszezyzne XOY, a wiec D-trojkat o wierzchotkach (2,0), (0,0), (0, 1
Stad

2 p—ga+l
// (—2)(:U+2y—2)—a:d3:dy:/ / xr + 4y — 4dydr = —2.
D 0 Jo

Uwagi do Panstwa rozwiazaii:

Wiekszos$¢ oséb miata problem z okresleniem prawidtowej strony tréjkata ABC. Standardowo na-
rysowany rysunek mogt by¢ zwodniczy (to co wida¢ "od przodu" jest tak naprawde dolng strona
trojkata). Zeby mrowka miala obszar po lewej stronie, musi zosta¢ postawiona "z tytu" trojkata, a

wiec na jego gornej stronie (jak kto$ nadal tego nie widzi, najlepiej wklepa¢ w Wolframa i poobracaé
sobie uktad wspotrzednych).

4. (12 pkt.) Znalez¢ wszystkie ekstrema funkcji

flz,y,2) = 2° +y° + 2> + 3yz + 3x2 + 3ay.

Rozwigzanie:

Warunek konieczny istnienia ekstremum sprowadza si¢ do

0
—f = 32°4+3y+32=0
Ox
0
of = 3y’ +3r+32=0
dy
0
or _ 322 +3x+3y=0
0z

Po podzieleniu wszystkich réwnan przez 3 i odjeciu stronami pierwszego i drugiego réwnania dosta-
jemy:
-y’ +y—x=0

po zgrupowaniu
(z—y)z+y—1)=0.
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Warunek konieczny jest wiec rownowazny uktadowi

r—y = 0Voe+y—-1=0
v+r+z = 0
PArr+y = 0

Zauwazmy, ze warunek x +y — 1 = 0 daje sprzeczno$¢ w réwnaniu 22 +z +y = 0 (wtedy musialoby
by¢ 22 + 1 = 0). Ostatecznie wigc

I
o

y2—|—x+z
Zrr+y = 0

Powyzszy uktad ma dwa rozwigzania:

P =1(0,0,0), P=(-2,—-2,-2).

Przechodzimy do sprawdzenia warunku wystarczajacego. Wyliczamy Hesjan:

3z 3 3
3 3y 3
3 3 32

H =

Stad

—~
G

~—
|

w w o
w O W
S W W

Poniewaz

HQ(Pl) - —9 < 0,

wiec Hesjan jest nieokreslony. W punkcie P, brak ekstremum

Badamy istnienie ekstremum w punkcie Ps.

12 3 3
HP)=|3 -12 3
3 3 —12

Poniewaz

Hi(Py) = —12<0, Hy(P))=135>0, H;s(P)=—1350<0,
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wiec Hesjan jest ujemnie okreslony. W punkcie P, funkcja f przyjmuje maksimum. Wartosé¢ funkcji
w tym punkcie wynosi

Uwagi do Panstwa rozwiazai:

Bardzo mato o0s6b rozwiazato uklad otrzymany z warunku koniecznego. Przypominam, ze réwna-
nia uktadu mozna dodawac/odejmowaé stronami!

H (P)) jest nieokreslony z uwagi na to, ze minor wiodacy gtowny rzedu 2 jest ujemny (prosze zerknaé
na definicje roznych "okreslonosci" macierzy i wykluczyé pozostate mozliwosci).
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