Ciag Fibonacciego to ciag liczb okreslony rekurencyjnie w sposéb nastepu-
Jacy:

Fp =0
o= 1
Fn = Fn—l + Fn_g dla n > 2

Poczatkowe wartosci tego ciagu to:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, ...

Funkcja tworzaca dla ciagu (a,) jest zdefiniowana przez
o0
f(z) = Z apx”.
k=0
Przyktady funkcji tworzacych:

L) =Yt =
k=0

2. f(x):Z(kJrl):ck T —196)2’
k=0
I:m ntk=1\ ,_ 1
=2 (") -

1. Wykazaé nastepujace wlasnosci ciagu Fibonacciego:

(a) i+ Fo+ ...+ Fo 1+ F,=F,10—1;

Fi4+F3+Fs+ ...4 Fop_1 = Fop:

Fod+ Fy+ Fs+ ...+ Fop = Fopyq — 1
Fi—-FB+F—F+..+()"E, = (-1)""F,  + 1;
F+F3+ ..+ F2=F,Fy;

Foym=Fo 1Fn+ FoFoya;

Fan = F3+1 - Fr%—l;

h) 2F, > F,41.

2. Wykazaé, ze

. Foi 1+ \/5
lim = .
n—oo I, 2

3. Wyznaczy¢ jawny wzér na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego korzystajac z
metody funkcji tworzacych.

4. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca dla ciggu:
(a‘) (a’n) = (_17 07 1a 07 37 07 57 );
(b) anp = (2n —1)3" — 2™ + 3,
(¢c) ap=1,a1 =2, ap, = ap_1+2ap_2—2n+3 dlan > 2.



. Za pomoca funkcji tworzacych znajdz wzor jawny na n-ty wyraz ciaggu
okreslonego rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

(a) ap =a1 =3, an = an—1 + 2a,_2 dlan > 2,

(b) ag =2, a1 =5, ap, =4a,—1 — 3a,—2 dlan > 2,

(¢) ap=0, ap, =6n+a,_1 dlan>1.

. Na ile sposobéw mozna podzielié zbior {1,2,..,n} na dwa niepuste pod-
zbiory?



Gra The Take-Away. Na stole lezy stos 21 zetonéw. Jest dwoch graczy.
Gracza rozpoczynajgcego oznaczamy G, drugiego Gy;. Gracze na przemian
wykonuja swoje ruchy. Ruch polega na usunieciu jednego, dwoch, lub trzech
zetonow ze stosu. Co najmniej jeden zeton musi by¢ usuniety, ale nie wiecej niz
trzy. Wygrywa ten z graczy, ktory usunie ostatni zeton.

Zadania

1. Rozwazmy wersje odwrotna gry The Take-Away, w ktorej przegrywa gracz
wykonujacy ostatni ruch. Celem jest, aby zmusié¢ przeciwnika do wzie-
cia ostatniej bierki. Przeanalizowaé¢ te gre. Jakie sa pozycje docelowe
(P-pozycje)?

2. Uogolnienie gry The Take-Away.

(a) Zalozmy, ze w trakcie gry ze stosu zawierajacego duza ilosé zetonow,
mozemy usunaé¢ dowolng liczbe od 1 do 6 zetonéw w kazdym ruchu.
Jaka jest strategia wygrywajaca? Jakie sa P-pozycje?

(b) Jaki jest ruch wygrywajacy (o ile w ogdle istnieje), w sytuacji, gdy
na poczatku mamy na stole stos 31 zetonéow?

3. Znajdz zbior P-pozycji dla gier ,Zabieranie” (ang. Subtraction Game)
ze zbiorem S

(a) S ={1,3,57).

(b) S ={1,3,6}.

(c) S={2":n=0,1,2,...}.
)

(d) Kto wygra kazda z tych gier, jesli zaczniemy gra¢ od 100 zetonow,
pierwszy czy drugi gracz?

4. Gra ,Oprozni¢ i podzielic” (ang. Empty and Divide). Mamy dwa pu-
detka. Poczatkowo w pierwszym pudeltku umieszczono m zetonéw, a w
drugim n zetonéw. Takie rozmieszczenie zetondéw oznaczmy jako (m,n),
gdzie m > 01 n > 0. Dwoch graczy na przemian wykonuje swoje ruchy.
Ruch polega na opréznieniu jednego z pudetek, a nastepnie rozdzieleniu
zawartosci drugiego pudetka pomiedzy te dwa pudelka (przynajmniej po
jednym zetonie do kazdego pudetka). Istnieje jedyna pozycja koncowa,
tj. (1,1). Przegrywa ten gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Znajdz
wszystkie P-pozycje.

5. Chomp! Mamy prostokatna tabliczke czekolady ztozona z nm pol (cze-
kolada ma boki dtugosci n i m, gdzie n, m > 2). Jest dwoch graczy.
Gracze na przemian wykonuja swoje ruchy. Jeden ruch gracza polega na
wybraniu pewnego pola (x,y), jeszcze nie odtamanego, gdzie 1 < z < n,
1 <y < m, odlamaniu od czekolady wszystkich tych jeszcze nie odtama-
nych pdl (a,b), dla ktorych a > z i b > y i zjedzieniu odlamanej czesci.
Przegrywa ten, kto zje ostatni kawalek.

Rozwazmy tabliczke czekolady 8 x 3. Zalozmy, ze gracz G wybral pole
(6,2) i zjadl 6 kawalkow. Nastepnie gracz Gy wybral pole (2,3) i zjadt 4
kawatki.



(a) Pokaz, ze ta pozycja jest N-pozycja, poprzez znalezienie ruchu wy-
grywajacego dla pierwszego gracza.

(b) Wiadomo jest, ze pierwszy gracz moze wygra¢ wszystkie ,prosto-
katne” pozycje startowe. Dowdd polega na pokazaniu, ze istnieje
zwycieska strategia dla pierwszego gracza, ale nie daje odpowiedzi,
jak znalezé pierwszy ruch. Sprobuj znalezé dowod. Wskazowka: Czy
usuniecie prawego gornego rogu jest zwycieskim ruchem?

6. Dynamiczna gra ,Zabieranie”. Mozna powiekszy¢ klase gier ,,Zabieranie”
pozwalajac, aby zbior S zalezal od ostatniego ruchu przeciwnika. Ponizej
dwa przyktady.

(a) Na stole lezy stos n zetonow. Pierwszy gracz moze usunaé dowolng
liczbe zetondéw, przynajmniej jeden zeton, ale nie caly stos. Nastep-
nie gracze naprzemiennie wykonuja swoje ruchy, przy czym kazdy
gracz nie moze usunaé wiecej zetonoéw niz jego przeciwnik wzial w
poprzednim ruchu. Jaki jest optymalny ruch dla pierwszego gracza,
jesli n = 447 Dla jakich n drugi gracz ma szanse wygracé?

(b) Fibonacci Nim. Te same zasady, jak w (a), z wyjatkiem ze gracz
moze usunaé¢ co najwyzej dwukrotng ilos¢ zetonéw jaka jego prze-
ciwnik zabral w poprzednim ruchu. Jaki jest optymalny ruch dla
pierwszego gracza, jesli n = 437 Dla jakich n drugi gracz ma szanse
wygrac?

7. Gra SOS. Plansza do gry sktada sie z n ustawionych w rzedzie kwadratow,
ktore sa poczatkowo puste. Gracze na zmiane wybierajg puste pole, a
nastepnie wpisuja w nim S lub O. Gracz, ktory jako pierwszy uzupeini SOS
w kolejnych kwadratach, wygrywa. Jesli cala plansza zostanie wypelniona
bez SOS wystepujacego w dowolnym miejscu, jest remis.

(a) Zalozmy, ze n = 4, a pierwszy gracz kladzie S w pierwszym polu.
Pokazaé, ze drugi gracz ma szanse wygrac.

(b) Pokazaé, ze jesli n = 7, to pierwszy gracz ma szanse wygrac.
c¢) Pokazag, ze jesli n = , to drugi gracz ma szanse wygrac.
Pokazaé, ze jesli 2000, to drugi ¢

(d) Rozstrzygnaé, czy ktory$ z graczy moze wygrac, gdy n = 14. Jesli
tak, to ktory?

8. Gra 31. Z talii kart z kazdego koloru bierzemy asa, 2, 3, 4, 51 6. Wszystkie
24 karty leza na stole i sg odkryte. Gracze na przemian obracaja karty,
a suma zakrytych kart jest obliczana wraz z postepem gry. As liczony
jest jako 1. Gracz, ktory jako pierwszy przekroczy sume 31, przegrywa.
Wydaje sie, ze ta gra jest rownoznaczna z gra z zadania 2(b). Ale jest
haczyk. Zadna liczba nie moze by¢ wybrana wiecej niz cztery razy.

(a) Pierwszy gracz stosuje strategie z zadania 2(b). Co sie stanie jesli
przeciwnik bedzie wybieral tylko 47

(b) Niemniej, pierwszy gracz moze wygra¢ przy optymalnej grze. W jaki
Spos6b?



