
Dyskretne Modele Rynków Fiansowych WMS

Zestaw 1 - jednokrokowy model dwumianowy

W poniższych zadaniach rozważamy jednokrokowy model dwumianowy (T = {0, T}).
Dana jest przestrzeń probabilistyczna (Ω,F ,P), gdzie

Ω = {U,D}, gdzie − 1 < D < U,

F = {∅, {U}, {D},Ω}
P(U) = p, P(D) = 1− p.

Cena waloru ryzykownego w chwili T

S(T ) =
{
SU = S(0)(1 + U), z prawdopodobieństwem p,
SD = S(0)(1 +D), z prawdopodobieństwem 1− p. ,

gdzie S(0) ∈ R+.
Dla dowolnego instrumentu pochodnego H(T ) = h(S(T )) definiujemy zwrot na tym in-
strumencie jako

KH =
H(T )−H(0)

H(0)
.

Stopa wolna od ryzyka R (brak arbitrażu ⇔ D < R < U).
Prawdopodobieństwo martyngałowe Q.

1. Udowodnić, że cena opcji europejskiej rośnie jeśli rośnie U . Pokazać, że
maleje jeśli maleje D (Wskazówka: do wyceny opcji wykorzystać portfel
replikujący).

2. Obliczyć wariancję zmiennej losowej KS i pokazać, że jest rosnącą funk-
cją różnicy U −D.

3. Obliczyć µKS , µKH , σ2KS , σ
2
KH

, oraz Cov(KS, KH), gdzie H jest opcją
europejską1.

4. Niech βH = Cov(Ks,KH)
σ2KS

. Udowodnić, że σKH = βHσKS oraz, że

µKH −R = βH(µKS −R).

5. Pokazać, że

EP(KH)− EQ(KH) = (p− q)
HU −HD

H(0)
.

6. Zakładając, że µKH ¬ R pokazać, że

µKH −R = (p− q)
σKH√
p(1− p)

1Dla dowolnej zmiennej losowej Z przyjmujemy oznaczenia µZ = EP(Z) oraz σ2Z =
V ar(Z)
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