ALGEBRA - Zestaw 9: Wartosci wlasne i diagonalizacja

Zad 1) Dany jest endomorfizm f : R® — R3 taki, ze
flzyy,2)=(—x+y—2z,—x+y+z —2x+2y).

a) Znajdz wartosci wlasne Aj, Ay, A3 endomorfizmu f i opowiadajace im pod-
przestrzenie wlasne;

b) Ustal dowolne wektory wlasne uy, us, us odpowiadajace wartosciom Ai, Ag, A3
i uzasadnij, ze (uy, us,u3) jest baza w R3. Napisz macierz A odwzorowania f
wzgledem tej bazy;

¢) Wyznacz macierz A z definicji.

Zad 2) W przestrzeni R[z|; dany jest endomorfizm f taki, ze

Vo € Byt (f())(z) = (e + Du(a).

a) Znajdz macierz endomorfizmu f w bazie (1, z, 2%, x3);
b) Znajdz podprzestrzenie wlasne oraz ich bazy.

Zad 3) Niech

—1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1

bedzie macierzg endomorfizmu f wzgledem bazy kanonicznej w R3.

a) Znajdz wartosci wlasne i podprzestrzenie wlasne endomorfizmu f;

b) Ustal baze w R? zlozong z wektoréw wiasnych i podaj macierz C' odw-
zorowania f wzgledem tej bazy.

Zad 4) Sprawdz, czy nastepujace macierze sa diagonalizowalne:
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A=| 1 1 -1], B=|-10 1|, Cc=
-4 -6 8 11 0 LR
1 1 11
Zad 5) Niech B = (ey, €9, €3, ¢4) bedzie baza kanoniczng w R* i f endomor-

fizmem takim, ze f(e;) =e; +es+e3+e4dlai=1,2 3 4.

a) Podaj macierz endomorfizmu f wzgledem bazy B;

b) Znajdz Imf, dimImf, Kerf i jego baze;

¢) Znajdz wartosci wlasne i podprzestrzenie wlasne. Czy f jest endomor-
fizmem diagonalizowalnym?

Zad 6) Dana jest macierz
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1. Wykaz, ze A? = A+ 21, a nstepnie na tej podstawie wywnioskuj, ze A jest
odwracalna i wyraz A~! przy pomocy A.

2. Niech n € NU {0}. Wykaz, ze A" = a, A + b,I (A° := 1), gdzie a, i b, sa
liczbami naturalnymi speliajacymi zwiazki:

Qp+1 = an+bn7
bn+1 = 2Cln. (1>

11
M= [ = ] |
a) Znajdz macierz nieosobliwg P taka, aby D = P~!M P byla macierza dia-
gonalng;
b) Wyznacz D™, a nastepnie M" dla n € N;
c) Zapisz zwiazki (1) w postaci macierzowej i korzystajac z punktu b), wyraz
ay, i b, przy pomocy n.

3. Dana jest macierz

Zad T7) Dana jest macierz

A= a € R.
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1. Dla jakich wartosci parametru a macierz A jest diagonalizowalna? W tym
przypadku znajdZz macierz nieosobliwa P tak, aby D = P~!AP byta diago-
nalna.

2. Przyjmijmy a = 0.

a) Wyznacz A",

b) Dane sa rekurencyjnie trzy ciagi:

Up = 3un—17
Uy = Ay + U+ 2wy,
wnp, = 3wn—l>

gdzie ug, vy, wp sa pewnymi ustalonymi liczbami.
Wyraz u,, v,, w, przy pomocy n, g, Vg, Wy.

Zad 8) Wyznacz wartosci whasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne
odwzorowania:

[ Rlz]y — Rlz]a: f(az® + bx + ¢) = (—a — 2b — 2¢)z* + 2bx + (c + 2b)
Jezeli f jest endomorfizmem diagonalizowalnym, podaj baze B’, w ktorej
macierz D endomorfizmu (D = M;(B’)) ma postac¢ diagonalng, podaj macierz

D oraz macierz przejécia od bazy kanonicznej B do bazy B’'. Wyznacz f1°(2—
2



