Rozdziatl 1.

Wprowadzenie matematyczne

W pierwszym rozdziale przedstawiamy podstawowe informacje dotyczgce narzedzi ma-
tematycznych niezbednych do dalszych rozwazan fizycznych. Definiujemy pojecie pochodnej
funkcji, prezentujemy jej graficzng interpretacje i zastosowania, o nastepnie wprowadzamy
podstawy rachunku wektorowego. Jako uzupetnienie, przy pierwszej kontakcie do pominiecia
przez Czytelnika, omawiamy podstawy rachunku catkowego.

1.1. Uklady réwnan

Uktadem dwéch réownari na dwie niewiadome z i y nazywamy pare rownan, w ktorych
zmienne x i y wystepuja jednoczesnie, np.:

r+2y==6
{ Sp—y =4 (1.1.)

Powyzsze rownanie nalezy dodatkowo nazwaé¢ uktadem rownan liniowych, gdyz zmienne z i
y wystepuja w pierwszych potegach.

Metod rozwigzywania ukladéw rownan jest przynajmniej kilka, np. powyzsze rownanie

(1.1.) mozna by rozwiaza¢ wyznaczajac « z pierwszego rownania i podstawiajac do drugiego.
W ten sposdb otrzymamy jedno rownanie na jednag niewiadoma y. Majac y wykorzystujemy
ktorekolwiek z rownan uktadu (1.1.) do znalezienia x.
Mozna tez pomnozy¢ obie strony drugiego réwnania przez 2 i doda¢ réwnania stronami.
Wtedy wyeliminujemy zmienna y i dostaniemy réwnanie 7z = 14, z ktérego x = 2. Znowu,
wstawiajac obliczone x do ktoregokolwiek z rownan (1.1.) dostaniemy y. Tak na marginesie,
rozwigzaniem ukltadu (1.1.) jest para x =y = 2.

Nie jest naszym celem ¢wiczenie rozwigzywania uktadéw réwnan. Checemy zwroci¢ uwage
na to, ze nie kazde rownanie warto rozwiazywac jedna z dwoch powyzszych metod (nie kazde
sie tez da w ten sposob rozwigzac¢). Tak jest np. z rownaniem:

2
y=2x"—16
{ Sy — 21 — 8 (1.2.)
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ROZDZIAEL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.1. Uktady réownan

Wstawiajac bezposrednio y z pierwszego do drugiego rownania otrzymamy rownanie kwadra-
towe, ktore oczywiscie potrafimy rozwiagzaé, ale jest to do$¢ czasochtonne. Mozna zauwazy¢,
ze przenoszac w drugim rownaniu 2z na drugg strone znaku rownosci dostaniemy 2x+-8, czyli
2(x+4). Z kolei wyrazenie r2 — 16 w pierwszym réwnaniu mozemy roztozy¢ na (x —4)(z+4)
korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow: a® — b* = (a — b)(a +b). Ostatecznie dostajemy:

=(x—4)(r+4)
{ gy =2(x +4) (1.3

Jesli teraz podzielimy stronami te réwnania (np. pierwsze przez drugie), to bardzo prosto
dostaniemy 3 = 1(x —4), a stad juz 2 = . Ale przeciez rownanie kwadratowe, ktorego

nie chcieliémy rozwiazywaé¢ ma w ogoélnosci 2 rozwigzania - my dostaliSmy jedno? Nalezy
pamietaé, ze dzielac rownania stronami, gdy wyrazenie (z + 4) uproscito sie, zalozylismy po
cichu, ze jest ono jednoczes$nie rozne od zera. Takze dzielac przez y przyjelismy y # 0. W

tym zatozeniu tkwi klucz do znalezienia drugiego rozwiazania. Jesli x +4 = 0, czyli + = —4,
to oba rownania uktadu (1.2.) sa takze spelnione (dostajemy y = 0 z pierwszego i 3y = 0 z
drugiego).

UWAGA! Nalezy pamietaé, ze rownanie kwadratowe (takze bedace jednym z rownan ukla-
du) moze mie¢ 2 rozwiazania.
UWAGA 2! Generalnie, czesto warto szukaé¢ wzoru skroconego mnozenia w rownaniach.

Na koniec zastanowimy sie nad rozwigzaniem ukladu réownan, majacego fizyczny sens:

T =TCcosy
{ y=rsing (14)

Tym razem x,y sa znanymi liczbami (np. 7 1 15), a szukanymi sa r i ¢. Aby w najprostszy
sposob znalezé ¢ wystarczy podzieli¢c réwnania stronami. Dostaniemy wtedy tgy = £, co
jednoznacznie definiuje nam ¢. Aby znalezé r dodamy oba réwnania, podniesione wczesniej
stronami do kwadratu. Dostaniemy wowczas: 22 + 4% = r2 cos® ¢ 4+ r2sin? ¢, co przy zauwa-
zeniu jedynki trygonometrycznej da nam r? = 22 + %

Jak wspomnieli$my, rownanie (1.4.) ma znaczenie fizyczne - wyraza bowiem zaleznosé¢ potoze-
nia (z,y) punktu materialnego od promienia r i kata obrotu ¢ w ruchu po okregu. Ré6wnania
te jednoczesnie wiaza kartezjanski uktad wspolrzednych z ukladem biegunowym (zwanym

tez polarnym), czesto wykorzystywanym w fizyce.

Zadania

Rozwiaz uktady réwnan dwoch lub trzech zmiennych.

_ 9.2 2 _ 2 fy— 2
2) 6y = 22° — 18 b) r°+13 =2y ¢) 4o —dx =y + 3
y—2=x+1 3r=2—y 2 —1= -3y
x =1 cos psin Ta=3—4b
d) ¢ y=rsinpsind e) ¢ 2a=4b—5c+1
2z =rcost a=2+bc



1.2. Pochodna funkcji ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

1.2. Pochodna funkcji
Matematycy definiuja pojecie pochodnej funkcji f(x) w punkcie z = xy jako granice

ilorazu réznicowego:
A f@) = S

de|,_, =9 2 -

f(xg) = (1.5.)
Najczesciej oznaczamy pochodna na dwa sposoby: f/(x) (czyt.: f prim od x) lub % (czyt.:
de f po de x). Dla konkretnej funkcji, np. 22 — 1, napiszemy: (z? — 1)".

W tym zawilym wzorze wystepuje przynajmniej kilka znakow zapytania. Przede wszyst-
kim, co to jest granica funkcji? Mozemy sobie wyobrazi¢, ze wedrujemy wzdtuz jakiejs krzy-
wej (bedacej wykresem jakiejs funkeji) - od dowolnego punktu (z,f(x)) do wybranego punk-
tu (zo,f(x0)). Szukanie granicy funkcji w punkcie xg jest wtasnie tym zblizaniem sie wzdluz
krzywej nieskonczenie blisko punktu (zg,f(xo)). Obliczanie granicy w punkcie praktycznie
sprowadza si¢ do obliczania wartosci funkcji w tym punkcie. Nalezy jednak pamietaé, ze to
nie to samo - funkcja moze nie mie¢ wartosci w punkcie x = xy (bo jest np. nieciggta w tym
punkcie), ale granica w tym punkcie moze istnie¢. Dla przykiadu, zastanéwmy sie nad grani-
ca funkcji tangens w punkcie zp = § (pamigtamy jak wyglada jej wykres). Wedrujac wzdtuz
tangensoidy np. od poczatku uktadu wspotrzednych do punktu zy = 7 widzimy, ze wykres
zmierza asymptotycznie do nieskoriczonosci. Zatem granica tangensa w punkcie x = 7 wy-
nosi: lim, ,z (tgr) = +oo. Granice taky nazwiemy niewlasciwg. Jednoczesnie punkt zo = 7
nie nalezy do dziedziny funkcji tangens.

Drugim nowym pojeciem jest zapewne iloraz roznicowy. Jest to po prostu iloraz dwoch
roznic - w liczniku réznica wartosci funkcji f w punktach z oraz zy, a w mianowniku réznica
argumentoéw. Obliczanie granicy takiego ilorazu nie jest tak bezposrednie jak w przypad-
ku opisanym powyzej przy obliczaniu granicy funkcji. Zauwazmy, ze jesli w ilorazie wprost
wstawimy x = x(, to dostaniemy wyrazenie %, ktore w matematyce nazywa sie symbolem
nieoznaczonym i nie ma sensu. Granice ilorazu roéznicowego liczy sie sprytnie, tzn. nalezy
odpowiednio przeksztalca¢ iloraz tak, by pozby¢ sie problemu z symbolem nieoznaczonym.
Sposob obliczania granicy ilorazu réznicowego, czyli znajdowania pochodnej funkeji w punk-
cie, opiszemy na dwoch przyktadach.

Nalezy jeszcze skomentowa¢ jedna rzecz. Wzor (1.5.) definiuje pochodng w punkcie x,
czyli f'(zo). Jest to liczba, np. f'(z¢) = 5. Mowimy tez o pochodnej jako o funkcji pochod-
nej dowolnego argumentu z, czyli f'(x). Definicja (1.5.) tak samo dobrze definiuje funkcje
pochodna, bo zy w tej definicji jest zupetnie dowolne.

Przyklady
1. Obliczmy pochodng funkcji f(x) = z? korzystajac z definicji pochodne;.
_ 2 _ .2
f’(xo) _ (I2),‘r:xo = lim M = lim ]
T—T0 T — X r—=r0 X — X

Zauwazmy, ze rzeczywiscie ktadac x = xy dostaniemy symbol nieoznaczony g, co mu-
simy jako$ obej$¢. Rozlozmy roznice kwadratow x2 — 22 na iloczyn (z — o) (z + o),
korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia. Wtedy

x? — (z — xo)(z + 20) _ lim (z—10)(x + )

lim —2 = lim = lim (z + 29) = 229
T—=x0 T — X T xr — Xg T—T0 =T T—T0
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ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.2. Pochodna funkcji

Ostatnie przejscie to po prostu podstawienie x = . Moglismy podzieli¢ przez (x — o),
bo z nigdy nie jest rowne zo (liczymy granice!). Poniewaz punkt z, jest zupelnie
dowolny (nic o nim nie zaktadaliémy), to mozemy uogolni¢ wynik do dowolnego punktu
x i powiedzie¢, ze pochodng funkcji f(z) = z? jest funkcja f'(x) = 2.

2. Teraz znajdzmy pochodna funkcji f(x) = sinz.

sinx — sin g

/ . !/ .
f'(xg) = (sinzx) |—p, = lim 1.6.
(a0) = (sin |o—sy = lim I (1.6)
Wykorzystamy teraz wzor trygonometryczny na réznice sinusow:
. o . ca—p a+
sina — sin 8 = 2sin 5> cos “5~. Wtedy
. sinx — sinx . 2sin I5% cos TR . sin 5% T+ x
lim ——— = lim = lim ——=—cos (1.7.)
T—x0 T — Zo T—TQ T — Zo T—T0 TO 2

W ostatnim kroku przenieslismy ,,2” z licznika do mianownika. W ten spos6b dostalismy

wyrazenie typu: Si%, co w granicy u — 0 daje 1, zgodnie z pewnym matematycznym
twierdzeniem. W naszym przypadku u =

= i rzeczywiscie zdaza do zera, gdy © — wo.
Skoro tak, to pozostaje nam jedynie obliczyé¢ granice z kosinusa, znajdujgcego sie w

(1.7.), co zrobimy po prostu podstawiajac za x.

R L T—Tg
I sin =5 x+a:0_l_ sin 5 r+mxy 2rg
im —— S = lim ——=—cos = €08 —— = COS X (1.8.)
T—T0 TO 2 T—T0 TO 2 2
——
—1

Pochodna funkeji sinus jest wiec funkcja kosinus: (sinx)” = cosx.

Szukanie pochodnej funkcji przy uzyciu definicji (1.5.) jest ucigzliwe i nierzadko trud-
ne. Dlatego chcac obliczy¢ pochodna dowolnej funkeji, najczesciej korzystamy ze wzorow
na pochodne funkcji podstawowych, takich jak wielomian, funkcje trygonometryczne, czy
wyktadnicze. Ponizej podajemy pochodne prostych funkcji, za pomoca ktorych mozna znaj-
dowa¢ pochodne takze funkcji bardziej skomplikowanych. Nalezy jednak pamieta¢, ze kazdy
z tych wzorow zostal kiedy$ przez kogos wyprowadzony z definicji (1.5.), z czego my teraz
korzystamy dla wygody. Dla kompletnosci podajemy tez reguty, wg ktorych nalezy liczy¢
pochodne dla wyrazen zawierajacych kilka funkcji, w szczegolnosci dla funkcji ztozonych. W
sekcji Przyktady ponizej pokazemy tez jak stosowaé te wzory dla prostych przypadkow.

Pochodne wyzszych rzedow (np. druga pochodna) liczymy jako pochodna pochodnej niz-
szego rzedu (np. druga pochodna jest pochodna pierwszej pochodnej itd.). Zapisujemy to
tak (na przyktadzie drugiej pochodnej):

d2f
"Nr) = —= 1.9.
P =55 (19
(czyt.: f bis od x, de dwa f po de x kwadrat). W fizyce, dla oznaczenia pochodnej po czasie,
uzywa sie czasem specyficznej notacji z kropka. Np. & albo Z(t) oznacza %, podobnie druga
pochodna to Z itd.
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1.2. Pochodna funkcji ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

Pochodne podstawowych funkcji

f(z) ¢ cg(x) z* = sinz  cosz tgr ctgr ¢® Inz
f@)| 0 cgx) ar*' —=25 cosz —sinz —p ——p e 1

(Frgf=r%g (fof=rotfgd (L) =252 (f0) = flo)d

g

Tabela 1.1.: Pochodne podstawowych funkcji i prostych operacji na dwoch funkcjach.

Przyklady
3. (3+2%) =5zt

4. (% sinx)/ = %cosx

5. (3x?cosx) =2- 3z cosx + 3x?(—sinx) = 6z cosz — 3z?sinz

o (3) =2 (&) =2 2= abo (2) = (Y =t = 2
7. (56—2%?) =205 —2%) - (—=2%) =2(5 — 2%) - (=32%) = —622(5 — %)
8. (3 cos(z® — 1)) = =3 sin(z? — 1) - 20 = —6xsin(x? — 1)

Interpretacja geometryczna

Teraz zastanowimy sie nad geometryczng interpretacja pochodnej funkceji. Jesli spojrzy-
my na Rysunek 1.1. to latwo odgadniemy interpretacje ilorazu réznicowego. f(z)— f(zo) jest
dtugoscia pionowego odcinka Ay, natomiast x — xy jest dtugoscia poziomego odcinka Awx.
Stosunek % jest tangensem kata oznaczonego jako «, a ten z kolei jest wspotczynnikiem
kierunkowym prostej siecznej oznaczonej kolorem czerwonym.
[loraz roznicowy jest wiec wspotezynnikiem kierunkowym siecznej przechodzacej przez punk-
ty (zo,f (o)) oraz (x,f(x)). Pamietamy, ze granica ilorazu roznicowego przy = — xy jest
pochodna funkcji w punkcie xy. Jesli zblizymy sie z punktem (x,f(x)) nieskornczenie blisko
punktu (zo,f(xg)), tak jak kaze nam granica przy = — xo, to sieczna (kolor czerwony) stanie
sie styczna (kolor zielony) w punkcie xg. Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji w
punkcie z( jest wiec taka:

Pochodna f'(zy) jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej stycznej w punkcie x
do krzywej bedgcej wykresem funkcji f(x) .

Ciekawy wniosek wyplywa z warunku zerowania sie pochodnej w danym punkcie. Odpowiada
to sytuacji, gdy parametr kierunkowy stycznej jest rowny 0, a wiec styczna jest funkcja sta-
ta. Ta sytuacja z kolei oznacza, ze funkcja ma w tym punkcie tzw. lokalne ekstremum - tzn.
minimum badz maksimum. O ekstremum lokalnym mozna mys$le¢ jak o wartosci najmniej-
szej badz najwiekszej funkcji w pewnym malym zakresie argumentow. Jesli wiec bedzie nas
interesowato znalezienie argumentu, dla ktérego dana funkcja ma lokalne minimum lub mak-
simum, wystarczy, ze przyrownamy pochodna tej funkcji do zera i z tego warunku obliczymy
argument z. Jest to tzw. warunek konieczny wystepowania ekstremum.
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1000 T T T
y=ax+b ——— fx)
y=ax+b
JUR) rmmem e e e e e -
flxo) |
-500
AX=X-Xo
1000 ¢ | - -
-10 -5 0 Xo 5 X 10

Rysunek 1.1.: Ilustracja interpretacji graficznej siecznej i pochodne;j.

Zadania

a) Korzystajac z definicji pochodnej (1.5.) oblicz pochodna funkcji f(z) = 1/2? oraz
g(z) = cosz. Dla ambitniejszych: h(z) = z™.

b) Korzystajac ze wzoréow na pochodne podstawowych funkeji oblicz:
22\
(20 — 3z +2), (Sinx — 1)/, (1 —2)e*], (Inz+ 3cosz), (f@_)

T r—1
c¢) Prosze znalezé rownanie prostej stycznej do krzywe]j bedacej wykresem funkcji
f(x) =3+ 222 + 23 w dwoch przypadkach: w punkcie 2o = 1 oraz punkcie zg = 0.
Uwaga. Do znalezienia wyrazu wolnego 'b’ w réwnaniu prostej trzeba wykorzystaé fakt,
ze punkt (xo,f(x0)) nalezy zardwno do krzywej, jak i stycznej.

1.3. Elementy rachunku wektorowego

Rachunek wektorowy jest dzialem matematyki bardzo potrzebnym fizyce. Wiele wielkosci
fizycznych jest wektorem (np. predkosé czy sita), wobec tego trzeba znaé¢ elementy rachunku
wektorowego, aby dobrze rozumie¢ ich opis.

Wektor jest pojeciem matematycznym, ktéry mozna definiowaé z ré6znym stopniem trud-
nosci. Najprosciej mozna powiedzieé, ze jest do odcinek zorientowany w przestrzeni (pro-
Sciej: strzatka), do ktorego opisu nie jest potrzebny uktad odniesienia czy wspoélrzednych.
Zyje wlasnym zyciem. Matematycy nazywaja taki wektor swobodnym, jego poczatek mozna
zaczepi¢ gdziekolwiek. W oparciu o taka definicje mozna wprowadzié¢ technike dodawania lub
odejmowania wektoréw bazujaca na metodzie rownolegtoboku (Rysunek 1.2.). Suma dwoch
wektorow a i I;jest rowniez wektorem, ktorego poczatek znajduje sie w poczatku wektora
@ (pierwszego), a koniec w koricu wektora b (drugiego). Na Rysunku 1.2. wida¢, ze taka
konstrukcja jest rownowazna znajdowaniu dhuzszej przekatnej roéwnolegtoboku zbudowanego
przez wektory @ i b. Podobnie definiujemy réznice wektorow a — b: jest to suma wektora @
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1.3. Rachunek wektorowy ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

i wektora —b. Z Rysunku 1.2. wynika z kolei, ze taka konstrukcja jest réwnowazna znajdo-
waniu krotszej przekatnej réwnolegtoboku. W obu przypadkach - sumy i réznicy - wektor
traktujemy jak swobodny.

v,
‘4

Q|
1
o
|
(oy

Rysunek 1.2.: Geometryczne dodawanie i odejmowanie wektorow.

W fizyce jednak, wektory nie sa swobodne. Maja 4 cechy (dobrze znane ze szkoly):

e kierunek

® ZWrot

e punkt przylozenia

e dtugosé
Pierwsze dwie cechy (kierunek i zwrot) sa do$¢ oczywiste, cho¢ w mowie potocznej czesto
mylone. Kierunek jest prosta, na ktorej lezy wektor, natomiast zwrot jest orientacjg wektora
wzdtuz kierunku (np. w lewo lub prawo). Wazne jest to, ze wektor w fizyce jest zaczepiony do
ciata, obiektu, punktu itd. Nie jest swobodny. I tak np. chcac na schemacie zaznaczy¢ wektor
sity ciezkoSci, z jaka Ziemia przycigga mase, wektor oznaczajacy sile ciezkosSci zaczepiamy
w $rodku tej masy. Czasem zdarza sie, ze rysujemy na schematach sam wektor (bez punktu
przylozenia) - np. przy$pieszenie ziemskie § w przypadku zadan z rzutami. Dajemy wtedy
do zrozumienia, ze omawiamy ruch ciala w polu dziatania przyciggania ziemskiego, a wiec
kazde cialo odczuwa przyspieszenie g, w szczeg6lnosci to, ktorym sie zajmujemy. Oczywiscie
wektor g tez ma punkt przylozenia - w kazdym poruszajacym sie w polu ziemskim ciele -
czego wyraznie nie zaznaczamy.
Dlugos$é wektora (zwana tez wartoscia) jest juz Scisle powigzana z wyborem uktadu wspol-
rzednych, jaki wybierzemy. Inna bedzie dlugo$¢ wyrazona w jednostkach ’lcm’; a inna w
jednostkach 2mm’. Np. metrowy sznurek mierzy 100 jednostek pierwszych ("lem’), a 500
jednostek drugich ("2mm’).

Skoro juz wspomnielismy o wyborze uktadu wspotrzednych, to wprowadzmy matematycz-
ny opis wektora jako zestaw liczb okreslajacych jego wspotrzedne. Dla prostoty zajmiemy sie
wektorami na plaszczyznie, co tatwo uogélnimy na trzy wymiary, i wybierzemy kartezjanski
uktad wspotrzednych. W ogdlnym przypadku mozemy sobie wyobrazi¢, ze zaréwno pocza-
tek jak i koniec wektora sa punktami, ktére maja jakies wspotrzedne - np. wektor AB ma
poczatek w punkcie A = [z 4,y4] 1 koniec w punkcie B = [zg,yp]. Liczby w nawiasie kwadra-
towym oznaczaja wspolrzedne punktow na plaszczyznie (stosuje sie takze nawias okragly).
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Wspoétrzedne wektora zﬁ obliczymy nastepujaco:
E = [vp — 14,yB — Y4 (1.10.)

Uktad odniesienia mozemy wybra¢ dowolnie, w szczegblnosci tak, zeby jego poczatek znaj-
dowal sie w poczatku wektora AB, wtedy, jak kazdy latwo zauwazy, punkt A otrzymuje
wspohrzedne [0,0], a wektor AB = [zB,YB]-

Dtugosé wektora d@ = [a,,a,] mozemy obliczy¢ z tw. Pitagorasa:

|a = y/az + aj (1.11.)

W tym miejscu chcemy omoéwi¢ bardzo wazna z punktu widzenia dalszej czeSci opra-

cowania kwestie. Mianowicie rozktad wektora na sktadowe. Tak jak wspominalismy, uktad
odniesienia moze by¢ wybrany dowolnie - najlepiej tak, zeby byl dla nas wygodny. Jesli
wektor jest w tym uktadzie zorientowany pod jakim$ katem do osi, to najczesciej, aby opis
zagadnienia byt wygodny, znajdujemy jego sktadowe. Dotyczy to np. takich probleméw jak
rzut poziomy czy uko$ny lub ruch na réwni pochyte;j.
Rozktad na sktadowe nie jest niczym nowym, opiera sie po prostu na definicji funkeji trygono-
metrycznych, szczegolnie sinus i kosinus. Rysunek 1.3. definiuje dwie sktadowe wektora ¢ (np.
predkosci) poprzez sinus i kosinus kata miedzy tym wektorem a osig pozioma. Czasem, przez
nieuwage lub zawitosci rysunku/zadania, znajdowanie sktadowych moze stanowi¢ problem,
dlatego proponujemy prosta, ,szkolng” regute, przypominajaca jak rozktad przeprowadzi¢:

a

Sktadowa wektora przy kaqcie jest zwigzana funkcjg kosinus,
sktadowa naprzeciw kgta - funkcjg sinus.

y
v —
y v
¥, =V Cosa
vy=vsina
o v X

Rysunek 1.3.: [lustracja rozkladu wektora na sktadowe.

INloczyn skalarny

Znamy dwa rodzaje mnozenia wektorow. Pierwszy - iloczyn skalarny - jest w efekcie
liczba (skalarem). Aby znalez¢ iloczyn skalarny dwoch wektoréow, znajac ich wspohzedne,
wystarczy, ze wykonamy sume iloczynéw odpowiednich wspotrzednych:

Gob = [az,ay,a;] © [by,by,b.] = azb, + a,b, + ab, (1.12.)
Jesli znamy dtugosci wektorow oraz kat o pomiedzy nimi, wtedy stosujemy taki wzor:

dob=abcosa (1.13.)
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W oparciu o wzor (1.13.) definiuje sie takze kat pomiedzy wektorami. Wazng ,funkcja”
iloczynu skalarnego jest detekcja wektorow prostopadlych. Zgodnie z (1.13.) iloczyn skalarny
takich wektorow jest 0, bo cosa = 0. Zatem

ilb < dob=0 (1.14.)

Iloczyn skalarny ma oczywiscie zastosowania w fizyce - najprostszym przykladem jest
tu definicja pracy jako iloczyn skalarny sity dziatajacej na ciato i wektora przemieszczenia
ciata: W = F o AF. Wszelkiego rodzaju strumienie (np. przeplywajacej cieczy lub pradu
elektrycznego) sa takze wyrazone przez iloczyny skalarne (Scislej: catki powierzchniowe, ktore
w swojej strukturze maja iloczyn skalarny).
lloczyn skalarny daje takze informacje o rzucie prostokatnym jednego wektora na drugi.
Zauwazmy, ze sktadowa réownolegta wektora b mierzona wzdtuz wektora @ ma dhugosé b cos
(oznaczmy ja przez b,) - wynika to z prostego rozkladu wektora na sktadowe w wybranej
bazie. Przyjmujemy, ze kat miedzy wektorami wynosi a. Przeksztalcajac wzor (1.13.) mamy:

(0]

S

ST

by = bcosa = (1.15.)

a

lNloczyn skalarny dwoch wektorow podzielony przez dtugosé jednego z nich jest diugoscia
rzutu prostokatnego wektora drugiego na pierwszy. Taka interpretacja iloczynu skalarnego
dotyczy nie tylko prostych wektoréw, ale takze funkcji wektorowych, co jest przedmiotem
bardziej zaawansowanych dzialow analizy matematycznej i ma zastosowanie np. w mechanice
kwantowej.

Iloczyn wektorowy

lNloczyn wektorowy ¢ = a X b dwoch wektorow jest réwniez wektorem o nastepujacych
cechach: jest on prostopadly zaréwno do wektora a, jak i b, ma zwrot wynikajacy z reguty
prawej dloni ($ruby prawoskretnej), a jego wartos¢ zdefiniowana jest wzorem:

c=1d =|d@xbl=absina (1.16.)

gdzie « jest katem pomiedzy wektorami @ i b.

Jesli znamy wspoétrzedne wektorow a i l;, to wspotrzednych wektora ¢ = a x gszukamy
obliczajac wyznacznik zbudowany z odpowiednich wierszy: w pierwszym ustawiamy wersory
osi, w drugim wspolrzedne wektora @, a w ostatnim wspolrzedne wektora b. Wyznacznik
obliczamy zgodnie z algebra macierzows.

c=dxb=\|ay, ay, a,| = (ayb, —ab,)z+ (ab, — azb,)y + (azb, —a,b;) 2 (1.17.)
by b, b.

W powyzszym wzorze pojawily sie symbole ,7,2 - s3 to tzw. wersory osi kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych. Wersorem nazywamy bezwymiarowy wektor, ktorego dhugosé jest
rowna 1 (czyli # = ).

Poprzez iloczyn wektorowy definiujemy wszelkie momenty w fizyce - np. moment sily
(Mp = 7x F) lub moment pedu (L = 7x j), a takze np. zwigzek predkosci liniowej i katowe;
(U = & x 1), lub zwiazek przys$pieszenia stycznego i katowego (ds = € x 7). Jest to wiec
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bardzo przydatny w fizyce element rachunku wektorowego.

lNloczyn wektorowy interpretujemy czasem jako zorientowane pole powierzchni rozpietej mie-
dzy dwoma wektorami. Pamietamy prosta definicje pola powierzchni rownolegtoboku o bo-
kach a i b, miedzy ktorymi wystepuje kat a: P = absin a. To pole to nic innego jak dhugosé¢
iloczynu wektorowego, |@ x l;’|7 zgodnie z definicja (1.16.). Powierzchnie obszaru (niekoniecz-
nie plaskiego) mozemy traktowaé wektorowo (w ramach bardziej zaawansowanych rozwazan
analizy matematycznej), dlatego mowimy, ze obszar moze by¢ zorientowany - iloczyn wek-
torowy zalezy od kolejnosci wektoréw. W efekcie zorientowane pole powierzchni, P=ax 5,
moze by¢ dodatnie lub ujemne, w zaleznosci od kolejnosci wektorow a i b.

Iloczyn mieszany

[loczyn mieszany to iloczyn trzech wektoréw w postaci:

-,

Go(bx @) =co(@xb)=bo(Zxa) (1.18.)

Jest on oczywidcie liczbg (skalarem), ze wzgledu na iloczyn skalarny jako dzialanie zewnetrzne
w powyzszym wyrazeniu. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego jest taka, ze jest
to objetos$¢ graniastostupa rozpietego przez wektory a,b,c.

Przyklady

1. Mamy trzy wektory @ = [0, -3, 1], b= [1, 2, -1], ¢ = [|-2, 2, 6]. Sprawdzmy, czy sg wsrod
nich pary wektorow prostopadtych.
Wiemy, ze kat miedzy wektorami prostopadlymi jest prosty, a jego kosinus jest 0.
Skorzystamy wiec z faktu, ze iloczyn skalarny wektoréw prostopadlych zdefiniowany
wzorem (1.13.) musi wynosi¢ 0. Do obliczenia tego iloczynu, wykorzystamy z kolei wzor
(1.12.), poniewaz znamy wspoélrzedne wektorow.
Gob=0-1+(=3)-2+1-(=1)=—7
aoc=10
bol=—4
Widzimy wiec, ze wektory a i ¢ sa prostopadte.

Teraz znajdziemy iloczyn wektorowy @ x Ewg wzoru (1.17.):

ixb=10 =3 1|=(3B-2)+1—=0)g+ (043)2=][1,1,3]
1 2 -1

Na koniec obliczmy iloczyn mieszany co (@ x b).

Fo(@xb)=[-226]0][1,1,3] =18

Przypomnijmy, ze w ten sposéb obliczyliSmy objetosé¢ graniastostupa zbudowanego
przez te trzy wektory. Przy okazji zastandéwmy sie jak rozumie¢ ew. ujemny wynik
iloczynu mieszanego (moze taki przeciez by¢). Oznacza to tylko tyle, ze wektory w
iloczynie wektorowym sg zamienione miejscami, tak ze tworza lewoskretny uktad (za-
miast prawoskretnego uzywanego przez nas). Wynik obliczenia objetosci bedzie wiec

modulem ujemnej liczby, ktora otrzymali$my.
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Zadania

1. Znajdz pary wektoréw prostopadlych sposrod trojki: @ = [1,0, — 3], b = 4, — 22|,
¢ = [3,2,1]. Jakie sa katy pomiedzy wszystkimi parami wektorow? Ile wynosi objetos¢
graniastostupa zbudowanego przez te wektory?

2. Mamy pare wektorow « = [m,0,n], v = [1,2,—1], gdzie m,n sa nieznanymi parametrami.
Wiedzac, ze wektory « i v sa do siebie prostopadte, oraz ze ich suma jest rownolegta
do osi z, oblicz m i n. Wskazowka. O réownolegtosci wektoréw mozemy wnioskowaé z
wartosci tloczynu wektorowego.

3. Prosze wykazac, ze objeto$¢ graniastostupa zbudowanego przez trzy wektory jest dana
przez ich iloczyn mieszany.

1.4. Elementy rachunku calkowego*

Nie jest naszg intencja, aby wytozyé¢ tutaj kompletng teorie rachunku catkowego, ani
nawet podaé¢ precyzyjne definicje i twierdzenia. Tego wszystkiego Czytelnik dowie sie na
kursie Analizy matematycznej. Catki s jednak potrzebne w fizyce, szczegdlnie na akademic-
kim poziomie. Dlatego podamy tutaj najwazniejsze informacje dot. rachunku catkowego i
przedstawimy jego proste zastosowania w fizyce. *Rozdzial ten mozna poczatkowo pomina¢,
szczegolnie w pierwszych tygodniach nauki fizyki na uczelni.

1.4.1. Calka nieoznaczona

Rozrozniamy dwa rodzaje calek w analizie matematycznej: calki nieoznaczone i calki
oznaczone. Wlasciwie sg to zupelnie inne twory - te pierwsze sa funkcjami, natomiast te
drugie to liczby. Jednak ich definicje i sposob obliczania sa bardzo zblizone. Zacznijmy wiec
od podstawowych informacji dot. calek nieoznaczonych.

Zasadniczo catkowanie jest procedura odwrotna do rézniczkowania. W tym sensie powie-
my, ze catka (nieoznaczona) jest funkcja pierwotna dla tzw. funkcji podcatkowej. Zapisze-
my to tak:

/f(a:)dx = F(x) + const & [F(2)] = f(z) (1.19.)

Symbol calki to charakterystyczne wydtuzone ,S”, funkcje f(z) nazywamy funkcja podcal-
kowa. Nalezy zawsze pamietac, aby po funkcji f(x) jeszcze ,pod catka” dopisa¢ rozniczke dx
- jawnie sugeruje ona ,po czym” jest catkowanie (moze by¢ oczywiscie po innej niz x zmien-
nej, a jest to szczegolnie wazne w przypadku funkeji wielu zmiennych, np. f(z,y,z), kiedy
musimy wiedzie¢, po czym ma by¢ catka). Czasem dx zapisuje sie tuz po symbolu calki,
np. [ dzf(x). Funkcja F'(x), ktora jest wynikiem calki, to tzw. funkcja pierwotna. Definicja
(1.19.) wlasciwie od razu podaje nam sposob obliczania catki nieoznaczonej:

Calka nieoznaczona z funkcji f(x) to taka funkcja F(x), ktorej pochodna [F(x)] jest
funkcjg podcatkowq f(x).

Czyli zeby obliczyé¢ catke z jakiejs funkcji, musimy ,zgadnac¢” jakiej innej funkcji jest ona
pochodna. Np. catka z funkcji f(x) = x bedzie funkcja F(x) = %xz, bo pochodna F(z) jest
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z powrotem f(x) = z. Tutaj wyjasnia sie tez, dlaczego w definicji (1.19.) potrzebna jest
stala const (nazywamy ja stala catkowania) - catke nieoznaczong jesteSmy w stanie znalez¢
tylko z doktadno$ciag do statej, bo pochodna ze stalej wynosi, jak wiemy, zero. Wystepowanie
stalej catkowania nie zmienia wiec postaci funkcji podcatkowej (pochodna z %xz + const to
nadal ). Jezeli funkcja f(z) ma jakis sens (np. fizyczny, typu predkosé jako funkcja czasu
v(t) - funkcje nazwaliSmy tutaj v, a zmienna t), to stala catkowania tez ma sens. Samym w
sobie zadaniem jest jej wyznaczenie. Stuza do tego tzw. warunki poczatkowe lub warunki
brzegowe. Nie bedziemy sie tym wiecej zajmowad, ale powiemy sobie tylko, ze w przypadku
funkcji v(t) (wektor predkosci w ruchu prostoliniowym), catka [v(t)dt = x(¢) + z(0) (po-
niewaz predkosé¢ v(t) jest pochodna polozenia po czasie, to caltka z predkosci jest wlasnie
polozenie x(t), rozwazamy tu przypadek jednowymiarowy). Stala calkowania natychmiast
nabiera znaczenia jakiego$ statego polozenia, np. na poczatku ruchu, dlatego od razu za-
pisalismy ja jako x(0). Jezeli np. wiemy, ze w chwili poczatkowej cialo znajdowalto sie w
poczatku ukladu odniesienia (jest to wlasnie warunek poczatkowy), to napiszemy z(0) = 0.
Jezeli nie interesuja nas tego typu zagadnienia, to stala catkowania jako oczywista mozemy
$mialo pomija¢ w zapisie.

Podstawowa metoda obliczania catek nieoznaczonych jest wlasnie ,zgadywanie”, czyli
ustalenie postaci takiej funkcji, ktorej pochodna jest nasza funkcja podcatkowa. W Przy-
ktadach catkujemy rozne funkcje w ten sposob. Jezeli funkcja podcatkowa nie jest prosta
funkcjg, catka moze nie by¢ tatwa do zgadniecia. Nie wszystkie zasady dot. rézniczkowania
(patrz: ostatni wiersz tabeli 1.1.) obowiazuja w przypadku catkowania. Prawda jest, ze calka
sumy lub roznicy funkcji moze byé zapisana jako suma lub roéznica calek:

/(f(x)ig(x))dx: /f(:p)dxi—/g(x)dx (1.20.)

Takze stala, ktora mnozy funkcje podcatkowa mozna wylaczy¢ przed znak catki: [c-f(z)dz =
¢+ [ f(z)dz. Natomiast nie ma prostych regul dla iloczynu lub ilorazu funkcji, albo funkcji
ztozonych.

Przyklady
1. [32%dx = 2® + const, bo (2*)" = 322

2. [(62° —2)dx = [ 62z — [ 2dw = 27 — 22 4 const, bo (x7) = Ta®

3. [Bde = —3% 4 const, bo (z73) = =327 = -5

4. [sinzdx = — cosz + const, bo (—cosz) = —(cosz) =sinx

5. [cos® xdx = || cos® x = $(1+cos(2z))|| = [ (1 + cos(2z))dz = [ 3dz+ [ § cos(2z)dx
= Lo+ 1 sin(2z) +const, bo (sin(2z))' = 2 cos(2z) (moglismy zapisac jedna staly catko-
wania, ktora jest suma dwoch stalych pochodzacych od dwoch catek nieoznaczonych)

6. [2dz =Inz + const, bo (Inz) =z~
7. [ (& —e?)dt =2 — Le? + const, bo (—2) = 4 oraz () = 2%

t2 t t
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1.4.2. Metody calkowania

Oprocz ,zgadywania” istnieje wiele ,bardziej madrych” regul catkowania i sposobéw na
obliczanie bardziej ztozonych catek. Podamy tutaj tylko dwie najwazniejsze, cho¢ nie bedzie-
my poézniej z nich korzysta¢ w dalszej czesci skryptu.

Calkowanie przez podstawienie

Idea jest prosta: za jakies wyrazenie w funkeji podcatkowej (albo nawet cala funkcje)
podstawiamy nowa zmienng (dokonujemy zamiany zmiennych) taka, ktora ma potencjalnie
utatwi¢ nam catkowanie. Szybkie zauwazenie tego, jakie podstawienie bedzie wygodne, jest
kwestig praktyki i doSwiadczenia, cho¢ sa tez ogolne zasady. Wazne jest, aby pamietaé przy
zamianie zmiennych, ze zmienia sie zmienna catkowania i rozniczke dr musimy wyrazic¢ przez
rozniczke nowej zmiennej. Liczymy wtedy tzw. jawna pochodng, np. podstawienie 22 = u
(u jest nowa zmienng) po obliczeniu jawnej pochodnej jest nastepujace: 2zdx = du. Stad
mozemy wyznaczy¢ dx: do = %du = ﬁdu. Przyktady:

u

sin x
/ tgrdr = / der =
COS T

= —Inu+ const = |u = cosz| = —In(cos ) + const’

COST = U
—sinxdz = du

Tutaj za cale wyrazenie sin xdx mogliémy podstawi¢ —du, co znacznie utatwito nam dalsze
obliczenia. Ogolnie: zawsze, gdy w funkcji podcatkowej licznik jest pochodna mianownika,
wynik catkowania jest logarytmem naturalnym z mianownika. Dla porzadku zapisaliSmy
powyzej inne stale calkowania const i const’, bo dotycza one réznych zmiennych u lub x;
zazwyczaj nie bedziemy na to zwracaé¢ uwagi.

2

= 1 1 1
2 2
ze¥ drx = | 2zdz =du | = | —e“du = =e" + const = =e® + const
1 2 2 2
zdx = §du

Oczywiscie (e*) = e” i podobnie catka [ e*dz = e® + const.

Calkowanie przez czesci

Tu takze mamy do czynienia z prosta ideg, ktéra wynika z zasad rézniczkowania iloczynu
funkcji: [f(2)g(2)] = f'(2)g(z) + f(2)g'(z) = f'(x)9(z) = [f(2)g(x)] = f(x)g'(x). Tezeli
funkcje podcatkowa mozemy zapisaé¢ jako iloczyn dwoch wyrazen, z ktorych jedno jest pro-
sta pochodna (ktora obliczymy w glowie), a drugie po zrozniczkowaniu bedzie prostsze niz
przedtem, to catkowanie przez czesci jest idealna metoda. Zapiszmy definicje metody, ktora
tatwo zrozumiemy na prostym przyktadzie:

/ F(@)g(x)de = f(z)g(x) - / f(@)d (2)de (1.21)

Efektywnie nadal zostaje nam do policzenia jedna calka, ale tym razem inna, ktéra moze oka-
zaé sie duzo prostsza. Oczywiscie po drodze zauwazylismy, ze [ [f(z)g(x))' dz = f(2)g(z) +
const, zgodnie z definicja calki nieoznaczonej. Sprawdzmy kilka przyktadow:

/xexdx = ‘ g;%) = 2 flo)=et ] re® — /exdx = (x — 1)e* + const

=z = Jx=1
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Drugi przyktad jest moze nieco mniej oczywisty, bo jako jedno z wyrazen budujacych funkcje
podcatkowsg wezmiemy jedynke:

/mmx:u;g):l S f@)=u2

=lnz — ¢(z) :%

= xlnx—/ldx =z(Inz — 1) + const

Metode catkowania przez czesci czesto wykorzystujemy w przykladach z funkcjami trygono-
metrycznymi. Czasem catkowanie przez czesci trzeba wykonaé wiecej niz raz (gdy catka po
prawej stronie w rownaniu (1.21.) nadal nie jest prosta).

.9 | [f=cosp — f=sinp o3 . 9
/Sln pcospdp = g=sin?p — g = 2singcose ‘—sm % 2/sm @ cos pdp

Dostaliémy w wyniku taka samg calke, jak wyjsciowa. Ale to dobrze, bo w takim razie, po
przeniesieniu stronami, mamy:

1
3 / sinpcospdp =sin®¢p = /sin2 pcos pdy = 3 sin® ¢ 4 const

1.4.3. Calka oznaczona

Catka oznaczona jest szczegdlnie wazna w fizyce, dlatego teraz po$wiecimy jej troche
uwagi. W odréznieniu od caltki nieoznaczonej, catka oznaczona jest liczba, a méwiac precy-
zyjniej: réznicg wartosci funkcji pierwotnej w dwoch punktach, nazywanych granicami catki
oznaczonej. Liczba ta w fizyce bedzie miata takze jednostke. Caltka oznaczona ma wiec gra-
nice calkowania. Sa to takie skrajne wartosci zmiennej catkowania a i b, w zakresie ktorych
interesuje nas zmiennos¢ funkeji podcatkowej: x € (a,b) (domkniecie przedziatéw nie ma tu-
taj wiekszego znaczenia, przynajmniej dla naszych potrzeb). Zapis calki oznaczonej rozni sie
tylko tym, ze podajemy dolna (z = a) i gorna (z = b) granice calkowania przy znaku calki:

/ f(z)dx (1.22.)

Jak liczy¢ caltke oznaczona? Przepis podaje tzw. podstawowe twierdzenie rachunku catkowego
(wzor Newtona-Leibnitza):

/ f(x)dz = F(z)|° = F(b) — F(a) (1.23.)

Catka oznaczona o granicach catkowania (a,b) jest rowna réznicy wartosci funkcji
pierwotnej w gornej granicy F(b) ¢ wartosci funkeji pierwotnej w dolnej granicy F(a).

Zeby wiec obliczyé catke oznaczona, trzeba najpierw znalez¢ funkcje pierwotna, czyli obliczy¢
catke nieoznaczong. Zauwazmy przy tym, ze nie ma potrzeby zapisywania statej catkowania
(ona znika), bo odejmujac dwie wartosci funkcji pierwotnej w dwoch punktach odejmujemy
od siebie takze dwie te same state catkowania. W wyniku catki oznaczonej nie zapisujemy
wiec statej catkowania.

Tak jak pochodna funkcji w punkcie (ktora jest liczba) ma interpretacje geometryczna,
tak catka oznaczona (takze liczba) rowniez ma interpretacje geometryczng. Calka fab f(x)dz
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jest wielkoscia pola powierzchni po wykresem funkcji f(x) miedzy punktami z = a oraz
x = b. Chodzi tu o pole miedzy krzywa f(z) a osia x (spéjrz na Rysunek 1.4.). Ta inter-
pretacja wynika wprost z definicji catki oznaczonej. Jesli wyobrazimy sobie, ze obszar pod
krzywa miedzy punktami a i b podzielimy na waskie paseczki o (nieskonczenie malej) szero-
kosci dz, to wyrazenie f(zx) - dx jest polem waskiego prostokata wychodzacego z punktu x
na osi. Catkowanie po zmiennej = to nic innego jak sumowanie tych wyrazen, czyli dodawa-
nie pol kolejnych prostokatow. Nie bedziemy tutaj wchodzi¢ w szczegoty, ale definicje catki
oznaczonej mozna zapisa¢ w postaci granicy nastepujacej sumy:

_b—a

b n
/a f(z)dx = Alirgo ; f(z;)Ax, Azx (1.24.)

n
Przedzialy Ax staja sie nieskonczenie waskie, jesli liczba przedzialéw n staje sie nieskonczo-
na. Zeby wiec powyzsza suma byla catka (pole powierzchni byto doktadnie polem pod krzywa,
a nie polem prostokatnych paskéow) musimy obliczy¢ granice n — oo, co jest rownowazne
granicy Az — 0. Pole pod krzywa, ktéra w danym obszarze przyjmuje ujemne wartosci (np.
sinusoida w przedziale (—7,0)) jest ujemne, a w obszarze o dodatnich wartosciach (sinusoida
w przedziale (0,7) - dodatnie.
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500 } /
B e e a
£fx) ~1 ]
flx:)
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1000 £
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Rysunek 1.4.: Tlustracja interpretacji graficznej caltki oznaczonej jako pola pod krzywa.

Korzystajac z powyzszej definicji (1.24.) mozna obliczy¢ kazda catke, podobnie jak z de-
finicji pochodnej mozemy policzyé¢ kazda pochodna. Jest to jednak bardzo niepraktyczne i
wlasciwie nigdy tego nie robimy. W kursie Analizy matematycznej Czytelnik pozna wiecej
interpretacji geometrycznych calek, np. dla funkcji wielu zmiennych (pole powierzchni bocz-
nej lub objetosé bryt obrotowych itd.). Granice catkowania moga by¢ zupelnie dowolne. Jesli
jednak sa sobie rowne, to wynik takiej calki jest trywialny - zero (pole obszaru miedzy ta
sama prosta x = a jest przeciez zerowe). Jesli jedna z granic jest nieskoriczona (lub obie sa),
to calke oznaczong nazywamy wtedy calka niewlasciwa. Taka calka moze byé¢ zbiezna
lub nie, tzn. jej warto$¢ moze by¢ skoniczona lub nieskoniczona (pole pod parabolg w zakresie
x € (0,00) jest nieskoniczone).

Calki oznaczone znajduja szerokie zastosowanie w fizyce. Takie wielkosci jak praca, en-
tropia, strumien pola magnetycznego itd. maja ogolnie definicje w postaci catek, w dodatku
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oznaczonych, bo fizyka wymaga okreslonego zakresu zmiennosci pewnych wielkosci (np. jest
sens mowic¢ o pracy pewnej sity na okreslonej drodze itp.). Caltki w fizyce sa najczesciej wiec
oznaczone. Co wiecej, moga to by¢ bardziej skomplikowane calki niz te omawiane powy-
zej. Np. praca jest tak naprawde calka krzywoliniowa po pewnej trajektorii w przestrzeni
(wzdluz ktorej przesuwane jest ciato pod wplywem sity). Mozemy méwic o catkach krzywoli-
niowych, powierzchniowych, objetosciowych, skierowanych i nieskierowanych itd. W naszym
podreczniku jednak nie bedziemy moéwi¢ o takich przypadkach.

Przyklady
1. Oblicz nastepujace catki oznaczone:

. fol r?dr = %x?"é = £(1 = 0%) = 1. Pole pod paraboly o réwnaniu f(z) = 2% od
zera do 1 wynosi wiec 1/3 (w umownych jednostkach).

o [Fetda = [—e 7|y = —e > — (=€) =0+ 1= 1. Mimo ze calka jest niewla-
Sciwa (nieskoriczonos$¢ w granicy), to jest zbiezna - pole pod eksponenta w tym

zakresie argumentow jest skoniczone.

o f?g sinzdxr = [— cos x]Eg = —cos (Z) + cos (—%) = 0. Zauwazmy, ze liczyliSmy
pole pod sinusoida w przedziale (—g,g), kiedy sinus jest raz ujemny, a raz dodat-

ni. Przedzial catkowania jest symetryczny wzgledem z = 0, a funkcja sinus jest
parzysta, dlatego pole (ujemne) po lewej stronie zera jest rowne na modut polu
(dodatniemu) po prawej stronie. W efekcie oba pola dodaja sie do zera.

2. Oblicz pole powierzchni miedzy krzywymi: f(z) = 22 oraz g(x) = z + 2 w przedziale
z € (0,2).
Mamy tutaj troche inne zagadnienie, niz dotychczas. Nie chodzi o pole pod jedng krzy-
wa (miedzy krzywa a osia z), ale o pole pomiedzy krzywymi. Czytelnikowi zostawiamy
naszkicowanie tej sytuacji. Mozna zauwazy¢, ze w punkcie z = 2 obie krzywe (parabola
i prosta) sie spotykaja. W punkcie = 0 tak nie jest, ale to nie jest problem. Aby ob-
liczy¢ pole miedzy krzywymi, od pola pod krzywa potozona wyzej (w tym przypadku
jest to prosta) odejmiemy pole pod krzywa potozona nizej (parabola). Gdyby w ob-
szarze zmienno$ci argumentu krzywe sie przecinaly, musieliby§my uwaznie zdefiniowad
obszary catkowania, zeby poprawnie dokonac¢ tego odejmowania. Zapiszemy wiec:

P= [ [ s@ar= [ o - sy

co po scatkowaniu daje: P = [12? + 22 — $2°] ‘(2) =1
3. Obliczymy teraz troche bardziej skomplikowana catke: [ = f04 e dx.
Jest to do$¢ trudna catka. Sprobujmy najpierw zastosowaé metode zamiany zmiennych

w calce nieoznaczonej:

IQZU

] 1
/a:se_xzdx = | 2zdz = du = 3 /ue_“du

x3dr = %udu
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Ta calka jest juz o wiele prostsza. Mozna ja obliczyé przez czesci, a bardzo podobne
obliczenia wykonaliémy w przyktadzie w podrozdziale 1.4.2.. Wynik jest:

1
—5e “(u+ 1)+ const

Teraz uwaga. MieliSmy do policzenia catke oznaczong, musimy wiec podstawié teraz
granice catkowania. Po drodze zmienilisSmy jednak zmienna catkowania (zamiast = uzy-
wamy teraz u = x?). Naturalnie zmieniaja si¢ tez granice catkowania w nowej zmienne;.
Mozemy w tej sytuacji zawsze postapi¢ na dwa sposoby:

(i) Zmienié¢ granice catkowania tak, by byly prawdziwe w nowych zmiennych. W na-
szym przypadku: dolna granica (z = 0) — (u = 0) oraz goérna granica (z = 2) —
(u=4).

(ii) Rownowaznie, mozemy zawsze wroci¢ do pierwotnej zmiennej catkowania, czyli
x, a granice wtedy pozostaja niezmienione.

Wybér opcji (1) lub (2) nie wpltywa na wynik konicowy. Sprawdzmy:
. _ 4
(i) T = [de"(u+ ][} =~ + 1

2
(i) T= [~ (@ +D)]| = =2 +1

Zadania

1. Oblicz calki nieoznaczone:
a) [6z°dz  b) [(cosz—%)dz  c¢) [sinfcosfdd

(mozna przez podstawienie)
d) [a?sinzdz (przez czesci 2 razy) *e) [ %dx
(najpierw podstawienie z? = u,
potem przez czesci,
na koncu calka z tgu)

2. Korzystajac z calki oznaczonej, oblicz pole powierzchni trojkata o wierzchotkach A(0,0),
B(2,1), C(0,3).

3. Oblicz calki oznaczone:

a) fi)g cos 6df b) [ 5da ¢) fl re®dx d) f§% x cos® zdx (narysuj)

1 0
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