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Przedmowa

Niniejszy skrypt zostaª opracowany w oparciu o program ¢wicze« audytoryjnych dla
kierunku Geodezja i Kartogra�a WGGiI� oraz zaj¦¢ wyrównawczych z �zyki dla kierunku
Technologia Chemiczna WIMiC AGH w Krakowie i ma sªu»y¢ uczestnikom tych zaj¦¢ w
przygotowaniu si¦ do zaliczenia przedmiotu �Fizyka I� lub analogicznych. Chocia» skrypt
jest adresowany w pierwszej kolejno±ci do studentów GiK, jego materiaª jest odpowiedni
tak»e dla studentów pozostaªych kierunków i wydziaªów AGH. Autorem skryptu jest dr in».
Radosªaw Strzaªka, a recenzentami prof. dr hab. in». Andrzej Baczma«ski (rozdziaªy 1-4)
oraz prof. dr hab. Janusz Wolny (rozdziaªy 1-6,8-9), pracownicy WFiIS AGH.

Materiaª skryptu zostaª podzielony na osiem gªównych Rozdziaªów, w których kolejno
opracowane s¡ nast¦puj¡ce dziaªy:

� Podstawy matematyczne, szczególnie pomocne w nauce i rozumieniu podstaw �zyki
� Kinematyka
� Dynamika, w tym tak»e dynamika bryªy sztywnej
� Praca, moc i energia
� Grawitacja
� Ruch harmoniczny
� Fale mechaniczne
� Hydrostatyka i hydrodynamika
� Termodynamika
� Szczególna Teoria Wzgl¦dno±ci

Niektóre podrozdziaªy zostaªy oznaczone gwiazdk¡ (*) i jako nieco trudniejsze, lub nie nie-
zb¦dne dla zrozumienia dalszych cz¦±ci skryptu, mog¡ zosta¢ pocz¡tkowo pomini¦te.

Omawiane przykªady i zadania w wi¦kszo±ci pochodz¡ z programu zaj¦¢ audytoryjnych
dla Geodezji i Kartogra�i WGGiI� AGH, prowadzonych przez R. Strzaªk¦. Zbiór zada« jest
nieco poszerzony, co ma pozwoli¢ studentowi na samodzielne sprawdzenie wªasnych umiej¦t-
no±ci. Cz¦±¢ problemów i zada« jest autorstwa R. Strzaªki. Wszystkie rysunki s¡ autorstwa
R. Strzaªki.

Autorzy maj¡ nadziej¦, »e skrypt speªni swoj¡ rol¦ i b¦dzie pomocny w przyswojeniu
wiedzy z podstaw �zyki. W przypadku wszelkich uwag (merytorycznych, redakcyjnych itp.)
autorzy prosz¡ o kontakt:

dr in». Radosªaw Strzaªka
strzalka@fis.agh.edu.pl

Tel. (12) 617 - 41 -51
Pok. 315 paw. D-10

17.03.2020
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Rozdziaª 1.

Wprowadzenie matematyczne

W pierwszym rozdziale przedstawiamy podstawowe informacje dotycz¡ce narz¦dzi ma-
tematycznych niezb¦dnych do dalszych rozwa»a« �zycznych. De�niujemy poj¦cie pochodnej
funkcji, prezentujemy jej gra�czn¡ interpretacj¦ i zastosowania, a nast¦pnie wprowadzamy
podstawy rachunku wektorowego. Jako uzupeªnienie, przy pierwszej kontakcie do pomini¦cia
przez Czytelnika, omawiamy podstawy rachunku caªkowego.

1.1. Ukªady równa«

Ukªadem dwóch równa« na dwie niewiadome x i y nazywamy par¦ równa«, w których
zmienne x i y wyst¦puj¡ jednocze±nie, np.:{

x+ 2y = 6
3x− y = 4

(1.1.)

Powy»sze równanie nale»y dodatkowo nazwa¢ ukªadem równa« liniowych, gdy» zmienne x i
y wyst¦puj¡ w pierwszych pot¦gach.

Metod rozwi¡zywania ukªadów równa« jest przynajmniej kilka, np. powy»sze równanie
(1.1.) mo»na by rozwi¡za¢ wyznaczaj¡c x z pierwszego równania i podstawiaj¡c do drugiego.
W ten sposób otrzymamy jedno równanie na jedn¡ niewiadom¡ y. Maj¡c y wykorzystujemy
którekolwiek z równa« ukªadu (1.1.) do znalezienia x.
Mo»na te» pomno»y¢ obie strony drugiego równania przez 2 i doda¢ równania stronami.
Wtedy wyeliminujemy zmienn¡ y i dostaniemy równanie 7x = 14, z którego x = 2. Znowu,
wstawiaj¡c obliczone x do któregokolwiek z równa« (1.1.) dostaniemy y. Tak na marginesie,
rozwi¡zaniem ukªadu (1.1.) jest para x = y = 2.

Nie jest naszym celem ¢wiczenie rozwi¡zywania ukªadów równa«. Chcemy zwróci¢ uwag¦
na to, »e nie ka»de równanie warto rozwi¡zywa¢ jedn¡ z dwóch powy»szych metod (nie ka»de
si¦ te» da w ten sposób rozwi¡za¢). Tak jest np. z równaniem:{

y = x2 − 16
3y − 2x = 8

(1.2.)
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ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne 1.1. Ukªady równa«

Wstawiaj¡c bezpo±rednio y z pierwszego do drugiego równania otrzymamy równanie kwadra-
towe, które oczywi±cie potra�my rozwi¡za¢, ale jest to do±¢ czasochªonne. Mo»na zauwa»y¢,
»e przenosz¡c w drugim równaniu 2x na drug¡ stron¦ znaku równo±ci dostaniemy 2x+8, czyli
2(x+4). Z kolei wyra»enie x2−16 w pierwszym równaniu mo»emy rozªo»y¢ na (x−4)(x+4)
korzystaj¡c ze wzoru na ró»nic¦ kwadratów: a2− b2 = (a− b)(a+ b). Ostatecznie dostajemy:{

y = (x− 4)(x+ 4)
3y = 2(x+ 4)

(1.3.)

Je±li teraz podzielimy stronami te równania (np. pierwsze przez drugie), to bardzo prosto
dostaniemy 1

3
= 1

2
(x − 4), a st¡d ju» x = 14

3
. Ale przecie» równanie kwadratowe, którego

nie chcieli±my rozwi¡zywa¢ ma w ogólno±ci 2 rozwi¡zania - my dostali±my jedno? Nale»y
pami¦ta¢, »e dziel¡c równania stronami, gdy wyra»enie (x+4) upro±ciªo si¦, zaªo»yli±my po
cichu, »e jest ono jednocze±nie ró»ne od zera. Tak»e dziel¡c przez y przyj¦li±my y ̸= 0. W
tym zaªo»eniu tkwi klucz do znalezienia drugiego rozwi¡zania. Je±li x+4 = 0, czyli x = −4,
to oba równania ukªadu (1.2.) s¡ tak»e speªnione (dostajemy y = 0 z pierwszego i 3y = 0 z
drugiego).
UWAGA! Nale»y pami¦ta¢, »e równanie kwadratowe (tak»e b¦d¡ce jednym z równa« ukªa-
du) mo»e mie¢ 2 rozwi¡zania.
UWAGA 2! Generalnie, cz¦sto warto szuka¢ wzoru skróconego mno»enia w równaniach.

Na koniec zastanowimy si¦ nad rozwi¡zaniem ukªadu równa«, maj¡cego �zyczny sens:{
x = r cosφ
y = r sinφ

(1.4.)

Tym razem x,y s¡ znanymi liczbami (np. 7 i 15), a szukanymi s¡ r i φ. Aby w najprostszy
sposób znale¹¢ φ wystarczy podzieli¢ równania stronami. Dostaniemy wtedy tgφ = y

x
, co

jednoznacznie de�niuje nam φ. Aby znale¹¢ r dodamy oba równania, podniesione wcze±niej
stronami do kwadratu. Dostaniemy wówczas: x2 + y2 = r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ, co przy zauwa-
»eniu jedynki trygonometrycznej da nam r2 = x2 + y2.
Jak wspomnieli±my, równanie (1.4.) ma znaczenie �zyczne - wyra»a bowiem zale»no±¢ poªo»e-
nia (x,y) punktu materialnego od promienia r i k¡ta obrotu φ w ruchu po okr¦gu. Równania
te jednocze±nie wi¡»¡ kartezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych z ukªadem biegunowym (zwanym
te» polarnym), cz¦sto wykorzystywanym w �zyce.

Zadania

Rozwi¡» ukªady równa« dwóch lub trzech zmiennych.

a)
{

6y = 2x2 − 18
y − 2 = x+ 1

b)
{
x2 + 13 = 2y
3x = 2− y

c)
{

4x2 − 4x = y + 2
3

2x− 1 = −3y

d)


x = r cosφ sinϑ
y = r sinφ sinϑ
z = r cosϑ

e)


7a = 3− 4b
2a = 4b− 5c+ 1
a = 2 + 5c
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1.2. Pochodna funkcji ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne

1.2. Pochodna funkcji

Matematycy de�niuj¡ poj¦cie pochodnej funkcji f(x) w punkcie x = x0 jako granic¦
ilorazu ró»nicowego:

f ′(x0) =
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
(1.5.)

Najcz¦±ciej oznaczamy pochodn¡ na dwa sposoby: f ′(x) (czyt.: f prim od x) lub df
dx

(czyt.:
de f po de x). Dla konkretnej funkcji, np. x2 − 1, napiszemy: (x2 − 1)′.

W tym zawiªym wzorze wyst¦puje przynajmniej kilka znaków zapytania. Przede wszyst-
kim, co to jest granica funkcji? Mo»emy sobie wyobrazi¢, »e w¦drujemy wzdªu» jakiej± krzy-
wej (b¦d¡cej wykresem jakiej± funkcji) - od dowolnego punktu (x,f(x)) do wybranego punk-
tu (x0,f(x0)). Szukanie granicy funkcji w punkcie x0 jest wªa±nie tym zbli»aniem si¦ wzdªu»
krzywej niesko«czenie blisko punktu (x0,f(x0)). Obliczanie granicy w punkcie praktycznie
sprowadza si¦ do obliczania warto±ci funkcji w tym punkcie. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e to
nie to samo - funkcja mo»e nie mie¢ warto±ci w punkcie x = x0 (bo jest np. nieci¡gªa w tym
punkcie), ale granica w tym punkcie mo»e istnie¢. Dla przykªadu, zastanówmy si¦ nad grani-
c¡ funkcji tangens w punkcie x0 = π

2
(pami¦tamy jak wygl¡da jej wykres). W¦druj¡c wzdªu»

tangensoidy np. od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych do punktu x0 = π
2
widzimy, »e wykres

zmierza asymptotycznie do niesko«czono±ci. Zatem granica tangensa w punkcie x = π
2
wy-

nosi: limx→π
2
(tgx) = +∞. Granic¦ tak¡ nazwiemy niewªa±ciw¡. Jednocze±nie punkt x0 = π

2

nie nale»y do dziedziny funkcji tangens.

Drugim nowym poj¦ciem jest zapewne iloraz ró»nicowy. Jest to po prostu iloraz dwóch
ró»nic - w liczniku ró»nica warto±ci funkcji f w punktach x oraz x0, a w mianowniku ró»nica
argumentów. Obliczanie granicy takiego ilorazu nie jest tak bezpo±rednie jak w przypad-
ku opisanym powy»ej przy obliczaniu granicy funkcji. Zauwa»my, »e je±li w ilorazie wprost
wstawimy x = x0, to dostaniemy wyra»enie 0

0
, które w matematyce nazywa si¦ symbolem

nieoznaczonym i nie ma sensu. Granic¦ ilorazu ró»nicowego liczy si¦ sprytnie, tzn. nale»y
odpowiednio przeksztaªca¢ iloraz tak, by pozby¢ si¦ problemu z symbolem nieoznaczonym.
Sposób obliczania granicy ilorazu ró»nicowego, czyli znajdowania pochodnej funkcji w punk-
cie, opiszemy na dwóch przykªadach.

Nale»y jeszcze skomentowa¢ jedn¡ rzecz. Wzór (1.5.) de�niuje pochodn¡ w punkcie x0,
czyli f ′(x0). Jest to liczba, np. f ′(x0) = 5. Mówimy te» o pochodnej jako o funkcji pochod-
nej dowolnego argumentu x, czyli f ′(x). De�nicja (1.5.) tak samo dobrze de�niuje funkcj¦
pochodn¡, bo x0 w tej de�nicji jest zupeªnie dowolne.

Przykªady

1. Obliczmy pochodn¡ funkcji f(x) = x2 korzystaj¡c z de�nicji pochodnej.

f ′(x0) =
(
x2
)′ |x=x0 = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

x2 − x20
x− x0

Zauwa»my, »e rzeczywi±cie kªad¡c x = x0 dostaniemy symbol nieoznaczony 0
0
, co mu-

simy jako± obej±¢. Rozªó»my ró»nic¦ kwadratów x2 − x20 na iloczyn (x − x0)(x + x0),
korzystaj¡c ze wzoru skróconego mno»enia. Wtedy

lim
x→x0

x2 − x20
x− x0

= lim
x→x0

(x− x0)(x+ x0)

x− x0
= lim

x→x0

(x− x0)(x+ x0)

x− x0
= lim

x→x0

(x+ x0) = 2x0
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Ostatnie przej±cie to po prostu podstawienie x = x0. Mogli±my podzieli¢ przez (x−x0),
bo x nigdy nie jest równe x0 (liczymy granic¦!). Poniewa» punkt x0 jest zupeªnie
dowolny (nic o nim nie zakªadali±my), to mo»emy uogólni¢ wynik do dowolnego punktu
x i powiedzie¢, »e pochodn¡ funkcji f(x) = x2 jest funkcja f ′(x) = 2x.

2. Teraz znajd¹my pochodn¡ funkcji f(x) = sin x.

f ′(x0) = (sinx)′ |x=x0 = lim
x→x0

sinx− sinx0
x− x0

(1.6.)

Wykorzystamy teraz wzór trygonometryczny na ró»nic¦ sinusów:
sinα− sin β = 2 sin α−β

2
cos α+β

2
. Wtedy

lim
x→x0

sinx− sinx0
x− x0

= lim
x→x0

2 sin x−x0

2
cos x+x0

2

x− x0
= lim

x→x0

sin x−x0

2
x−x0

2

cos
x+ x0

2
(1.7.)

W ostatnim kroku przenie±li±my �2� z licznika do mianownika. W ten sposób dostali±my
wyra»enie typu: sinu

u
, co w granicy u → 0 daje 1, zgodnie z pewnym matematycznym

twierdzeniem. W naszym przypadku u = x−x0

2
i rzeczywi±cie zd¡»a do zera, gdy x→ x0.

Skoro tak, to pozostaje nam jedynie obliczy¢ granic¦ z kosinusa, znajduj¡cego si¦ w
(1.7.), co zrobimy po prostu podstawiaj¡c za x.

lim
x→x0

sin x−x0

2
x−x0

2

cos
x+ x0

2
= lim

x→x0

sin x−x0

2
x−x0

2︸ ︷︷ ︸
→1

cos
x+ x0

2
= cos

2x0
2

= cosx0 (1.8.)

Pochodn¡ funkcji sinus jest wi¦c funkcja kosinus: (sinx)′ = cosx.

Szukanie pochodnej funkcji przy u»yciu de�nicji (1.5.) jest uci¡»liwe i nierzadko trud-
ne. Dlatego chc¡c obliczy¢ pochodn¡ dowolnej funkcji, najcz¦±ciej korzystamy ze wzorów
na pochodne funkcji podstawowych, takich jak wielomian, funkcje trygonometryczne, czy
wykªadnicze. Poni»ej podajemy pochodne prostych funkcji, za pomoc¡ których mo»na znaj-
dowa¢ pochodne tak»e funkcji bardziej skomplikowanych. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e ka»dy
z tych wzorów zostaª kiedy± przez kogo± wyprowadzony z de�nicji (1.5.), z czego my teraz
korzystamy dla wygody. Dla kompletno±ci podajemy te» reguªy, wg których nale»y liczy¢
pochodne dla wyra»e« zawieraj¡cych kilka funkcji, w szczególno±ci dla funkcji zªo»onych. W
sekcji Przykªady poni»ej poka»emy te» jak stosowa¢ te wzory dla prostych przypadków.

Pochodne wy»szych rz¦dów (np. drug¡ pochodn¡) liczymy jako pochodn¡ pochodnej ni»-
szego rz¦du (np. druga pochodna jest pochodn¡ pierwszej pochodnej itd.). Zapisujemy to
tak (na przykªadzie drugiej pochodnej):

f ′′(x) =
d2f

dx2
(1.9.)

(czyt.: f bis od x, de dwa f po de x kwadrat). W �zyce, dla oznaczenia pochodnej po czasie,
u»ywa si¦ czasem specy�cznej notacji z kropk¡. Np. ẋ albo ẋ(t) oznacza dx

dt
, podobnie druga

pochodna to ẍ itd.
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1.2. Pochodna funkcji ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne

Pochodne podstawowych funkcji

f(x) c c·g(x) xα 1
xα sinx cosx tgx ctgx ex lnx

f ′(x) 0 c·g′(x) αxα−1 − α
xα+1 cosx − sinx 1

cos2 x
− 1

sin2 x
ex 1

x

(f ± g)′ = f ′ ± g′ (f ·g)′ = f ′ ·g + f ·g′
(

f
g

)′
= f ′·g−f ·g′

g2
(f(g))′ = f ′(g)·g′

Tabela 1.1.: Pochodne podstawowych funkcji i prostych operacji na dwóch funkcjach.

Przykªady

3. (3 + x5)′ = 5x4

4.
(
1
2
sinx

)′
= 1

2
cosx

5. (3x2 cosx)′ = 2 · 3x cosx+ 3x2(− sinx) = 6x cosx− 3x2 sinx

6.
(

2
x2

)′
= 2 ·

(
1
x2

)′
= 2 · −2

x3 = −4
x3 albo

(
2
x2

)′
= (2x−2)

′
= −4x−3 = − 4

x3

7. [(5− x3)2]
′
= 2 (5− x3) · (−x3)′ = 2 (5− x3) · (−3x2) = −6x2(5− x3)

8. (3 cos(x2 − 1))
′
= −3 sin(x2 − 1) · 2x = −6x sin(x2 − 1)

Interpretacja geometryczna

Teraz zastanowimy si¦ nad geometryczn¡ interpretacj¡ pochodnej funkcji. Je±li spojrzy-
my na Rysunek 1.1. to ªatwo odgadniemy interpretacj¦ ilorazu ró»nicowego. f(x)−f(x0) jest
dªugo±ci¡ pionowego odcinka ∆y, natomiast x − x0 jest dªugo±ci¡ poziomego odcinka ∆x.
Stosunek ∆y

∆x
jest tangensem k¡ta oznaczonego jako α, a ten z kolei jest wspóªczynnikiem

kierunkowym prostej siecznej oznaczonej kolorem czerwonym.
Iloraz ró»nicowy jest wi¦c wspóªczynnikiem kierunkowym siecznej przechodz¡cej przez punk-
ty (x0,f(x0)) oraz (x,f(x)). Pami¦tamy, »e granica ilorazu ró»nicowego przy x → x0 jest
pochodn¡ funkcji w punkcie x0. Je±li zbli»ymy si¦ z punktem (x,f(x)) niesko«czenie blisko
punktu (x0,f(x0)), tak jak ka»e nam granica przy x→ x0, to sieczna (kolor czerwony) stanie
si¦ styczn¡ (kolor zielony) w punkcie x0. Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji w
punkcie x0 jest wi¦c taka:

Pochodna f ′(x0) jest wspóªczynnikiem kierunkowym prostej stycznej w punkcie x0
do krzywej b¦d¡cej wykresem funkcji f(x) .

Ciekawy wniosek wypªywa z warunku zerowania si¦ pochodnej w danym punkcie. Odpowiada
to sytuacji, gdy parametr kierunkowy stycznej jest równy 0, a wi¦c styczna jest funkcj¡ sta-
ª¡. Ta sytuacja z kolei oznacza, »e funkcja ma w tym punkcie tzw. lokalne ekstremum - tzn.
minimum b¡d¹ maksimum. O ekstremum lokalnym mo»na my±le¢ jak o warto±ci najmniej-
szej b¡d¹ najwi¦kszej funkcji w pewnym maªym zakresie argumentów. Je±li wi¦c b¦dzie nas
interesowaªo znalezienie argumentu, dla którego dana funkcja ma lokalne minimum lub mak-
simum, wystarczy, »e przyrównamy pochodn¡ tej funkcji do zera i z tego warunku obliczymy
argument x. Jest to tzw. warunek konieczny wyst¦powania ekstremum.
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ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne 1.3. Rachunek wektorowy

Rysunek 1.1.: Ilustracja interpretacji gra�cznej siecznej i pochodnej.

Zadania

a) Korzystaj¡c z de�nicji pochodnej (1.5.), oblicz pochodn¡ funkcji f(x) = 1/x2 oraz
g(x) = cos x. Dla ambitniejszych: h(x) = xn.

b) Korzystaj¡c ze wzorów na pochodne podstawowych funkcji, oblicz:

(x6 − 3x+ 2)
′
,
(
sinx− 1

x

)′
, [(1− x)ex]′ , (lnx+ 3 cosx)′ ,

(
x3e−x2

x−1

)′
c) Prosz¦ znale¹¢ równanie prostej stycznej do krzywej b¦d¡cej wykresem funkcji

f(x) = 3 + 2x2 + x3 w dwóch przypadkach: w punkcie x0 = 1 oraz punkcie x0 = 0.
Uwaga. Do znalezienia wyrazu wolnego 'b' w równaniu prostej trzeba wykorzysta¢ fakt,
»e punkt (x0,f(x0)) nale»y zarówno do krzywej, jak i stycznej.

1.3. Elementy rachunku wektorowego

Rachunek wektorowy jest dziaªem matematyki bardzo potrzebnym �zyce. Wiele wielko±ci
�zycznych jest wektorem (np. pr¦dko±¢ czy siªa), wobec tego trzeba zna¢ elementy rachunku
wektorowego, aby dobrze rozumie¢ ich opis.

Wektor jest poj¦ciem matematycznym, który mo»na de�niowa¢ z ró»nym stopniem trud-
no±ci. Najpro±ciej mo»na powiedzie¢, »e jest do odcinek zorientowany w przestrzeni (pro-
±ciej: strzaªka), do którego opisu nie jest potrzebny ukªad odniesienia czy wspóªrz¦dnych.
�yje wªasnym »yciem. Matematycy nazywaj¡ taki wektor swobodnym, jego pocz¡tek mo»na
zaczepi¢ gdziekolwiek. W oparciu o tak¡ de�nicj¦ mo»na wprowadzi¢ technik¦ dodawania lub
odejmowania wektorów bazuj¡c¡ na metodzie równolegªoboku (Rysunek 1.2.). Suma dwóch
wektorów a⃗ i b⃗ jest równie» wektorem, którego pocz¡tek znajduje si¦ w pocz¡tku wektora
a⃗ (pierwszego), a koniec w ko«cu wektora b⃗ (drugiego). Na Rysunku 1.2. wida¢, »e taka
konstrukcja jest równowa»na znajdowaniu dªu»szej przek¡tnej równolegªoboku zbudowanego
przez wektory a⃗ i b⃗. Podobnie de�niujemy ró»nic¦ wektorów a⃗ − b⃗: jest to suma wektora a⃗
i wektora −b⃗. Z Rysunku 1.2. wynika z kolei, »e taka konstrukcja jest równowa»na znajdo-
waniu krótszej przek¡tnej równolegªoboku. W obu przypadkach - sumy i ró»nicy - wektor
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traktujemy jak swobodny.

Rysunek 1.2.: Geometryczne dodawanie i odejmowanie wektorów.

W �zyce jednak, wektory nie s¡ swobodne. Maj¡ 4 cechy (dobrze znane ze szkoªy):
� kierunek
� zwrot
� punkt przyªo»enia
� dªugo±¢

Pierwsze dwie cechy (kierunek i zwrot) s¡ do±¢ oczywiste, cho¢ w mowie potocznej cz¦sto
mylone. Kierunek jest prost¡, na której le»y wektor, natomiast zwrot jest orientacj¡ wektora
wzdªu» kierunku (np. w lewo lub prawo). Wa»ne jest to, »e wektor w �zyce jest zaczepiony do
ciaªa, obiektu, punktu itd. Nie jest swobodny. I tak np. chc¡c na schemacie zaznaczy¢ wektor
siªy ci¦»ko±ci, z jak¡ Ziemia przyci¡ga mas¦, wektor oznaczaj¡cy siª¦ ci¦»ko±ci zaczepiamy
w ±rodku tej masy. Czasem zdarza si¦, »e rysujemy na schematach sam wektor (bez punktu
przyªo»enia) - np. przy±pieszenie ziemskie g⃗ w przypadku zada« z rzutami. Dajemy wtedy
do zrozumienia, »e omawiamy ruch ciaªa w polu dziaªania przyci¡gania ziemskiego, a wi¦c
ka»de ciaªo odczuwa przy±pieszenie g⃗, w szczególno±ci to, którym si¦ zajmujemy. Oczywi±cie
wektor g⃗ te» ma punkt przyªo»enia - w ka»dym poruszaj¡cym si¦ w polu ziemskim ciele -
czego wyra¹nie nie zaznaczamy.
Dªugo±¢ wektora (zwana te» warto±ci¡) jest ju» ±ci±le powi¡zana z wyborem ukªadu wspóª-
rz¦dnych, jaki wybierzemy. Inna b¦dzie dªugo±¢ wyra»ona w jednostkach '1cm', a inna w
jednostkach '2mm'. Np. metrowy sznurek mierzy 100 jednostek pierwszych ('1cm'), a 500
jednostek drugich ('2mm').

Skoro ju» wspomnieli±my o wyborze ukªadu wspóªrz¦dnych, to wprowad¹my matematycz-
ny opis wektora jako zestaw liczb okre±laj¡cych jego wspóªrz¦dne. Dla prostoty zajmiemy si¦
wektorami na pªaszczy¹nie, co ªatwo uogólnimy na trzy wymiary, i wybierzemy kartezja«ski
ukªad wspóªrz¦dnych. W ogólnym przypadku mo»emy sobie wyobrazi¢, »e zarówno pocz¡-
tek jak i koniec wektora s¡ punktami, które maj¡ jakie± wspóªrz¦dne - np. wektor

−→
AB ma

pocz¡tek w punkcie A = [xA,yA] i koniec w punkcie B = [xB,yB]. Liczby w nawiasie kwadra-
towym oznaczaj¡ wspóªrz¦dne punktów na pªaszczy¹nie (stosuje si¦ tak»e nawias okr¡gªy).
Wspóªrz¦dne wektora

−→
AB obliczymy nast¦puj¡co:

−→
AB = [xB − xA,yB − yA] (1.10.)
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Ukªad odniesienia mo»emy wybra¢ dowolnie, w szczególno±ci tak, »eby jego pocz¡tek znaj-
dowaª si¦ w pocz¡tku wektora

−→
AB, wtedy, jak ka»dy ªatwo zauwa»y, punkt A otrzymuje

wspóªrz¦dne [0,0], a wektor
−→
AB = [xB,yB].

Dªugo±¢ wektora a⃗ = [ax,ay] mo»emy obliczy¢ z tw. Pitagorasa:

a ≡ |⃗a| =
√
a2x + a2y (1.11.)

W tym miejscu chcemy omówi¢ bardzo wa»n¡ z punktu widzenia dalszej cz¦±ci opra-
cowania kwesti¦. Mianowicie rozkªad wektora na skªadowe. Tak jak wspominali±my, ukªad
odniesienia mo»e by¢ wybrany dowolnie - najlepiej tak, »eby byª dla nas wygodny. Je±li
wektor jest w tym ukªadzie zorientowany pod jakim± k¡tem do osi, to najcz¦±ciej, aby opis
zagadnienia byª wygodny, znajdujemy jego skªadowe. Dotyczy to np. takich problemów jak
rzut poziomy czy uko±ny lub ruch na równi pochyªej.
Rozkªad na skªadowe nie jest niczym nowym, opiera si¦ po prostu na de�nicji funkcji trygono-
metrycznych, szczególnie sinus i kosinus. Rysunek 1.3. de�niuje dwie skªadowe wektora v⃗ (np.
pr¦dko±ci) poprzez sinus i kosinus k¡ta mi¦dzy tym wektorem a osi¡ poziom¡. Czasem, przez
nieuwag¦ lub zawiªo±ci rysunku/zadania, znajdowanie skªadowych mo»e stanowi¢ problem,
dlatego proponujemy prost¡, �szkoln¡� reguª¦, przypominaj¡c¡ jak rozkªad przeprowadzi¢:

Skªadowa wektora przy k¡cie jest zwi¡zana funkcj¡ kosinus,
skªadowa naprzeciw k¡ta - funkcj¡ sinus.

Rysunek 1.3.: Ilustracja rozkªadu wektora na skªadowe.

Iloczyn skalarny

Znamy dwa rodzaje mno»enia wektorów. Pierwszy - iloczyn skalarny - jest w efekcie
liczb¡ (skalarem). Aby znale¹¢ iloczyn skalarny dwóch wektorów, znaj¡c ich wspóªrz¦dne,
wystarczy, »e wykonamy sum¦ iloczynów odpowiednich wspóªrz¦dnych:

a⃗ ◦ b⃗ = [ax,ay,az] ◦ [bx,by,bz] = axbx + ayby + azbz (1.12.)

Je±li znamy dªugo±ci wektorów oraz k¡t α pomi¦dzy nimi, wtedy stosujemy taki wzór:

a⃗ ◦ b⃗ = a b cosα (1.13.)

W oparciu o wzór (1.13.) de�niuje si¦ tak»e k¡t pomi¦dzy wektorami. Wa»n¡ �funkcj¡�
iloczynu skalarnego jest detekcja wektorów prostopadªych. Zgodnie z (1.13.) iloczyn skalarny
takich wektorów jest 0, bo cosα = 0. Zatem

a⃗⊥ b⃗ ⇔ a⃗ ◦ b⃗ = 0 (1.14.)
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Iloczyn skalarny ma oczywi±cie zastosowania w �zyce - najprostszym przykªadem jest
tu de�nicja pracy jako iloczyn skalarny siªy dziaªaj¡cej na ciaªo i wektora przemieszczenia
ciaªa: W = F⃗ ◦ ∆r⃗. Wszelkiego rodzaju strumienie (np. przepªywaj¡cej cieczy lub pr¡du
elektrycznego) s¡ tak»e wyra»one przez iloczyny skalarne (±ci±lej: caªki powierzchniowe, które
w swojej strukturze maj¡ iloczyn skalarny).
Iloczyn skalarny daje tak»e informacj¦ o rzucie prostok¡tnym jednego wektora na drugi.
Zauwa»my, »e skªadowa równolegªa wektora b⃗ mierzona wzdªu» wektora a⃗ ma dªugo±¢ b cosα
(oznaczmy j¡ przez ba) - wynika to z prostego rozkªadu wektora na skªadowe w wybranej
bazie. Przyjmujemy, »e k¡t mi¦dzy wektorami wynosi α. Przeksztaªcaj¡c wzór (1.13.) mamy:

ba = b cosα =
a⃗ ◦ b⃗
a

(1.15.)

Iloczyn skalarny dwóch wektorów podzielony przez dªugo±¢ jednego z nich jest dªugo±ci¡
rzutu prostok¡tnego wektora drugiego na pierwszy. Taka interpretacja iloczynu skalarnego
dotyczy nie tylko prostych wektorów, ale tak»e funkcji wektorowych, co jest przedmiotem
bardziej zaawansowanych dziaªów analizy matematycznej i ma zastosowanie np. w mechanice
kwantowej.

Iloczyn wektorowy

Iloczyn wektorowy c⃗ = a⃗ × b⃗ dwóch wektorów jest równie» wektorem o nast¦puj¡cych
cechach: jest on prostopadªy zarówno do wektora a⃗, jak i b⃗, ma zwrot wynikaj¡cy z reguªy
prawej dªoni (±ruby prawoskr¦tnej), a jego warto±¢ zde�niowana jest wzorem:

c ≡ |⃗c| = |⃗a× b⃗| = a b sinα (1.16.)

gdzie α jest k¡tem pomi¦dzy wektorami a⃗ i b⃗.
Je±li znamy wspóªrz¦dne wektorów a⃗ i b⃗, to wspóªrz¦dnych wektora c⃗ = a⃗ × b⃗ szukamy

obliczaj¡c wyznacznik zbudowany z odpowiednich wierszy: w pierwszym ustawiamy wersory
osi, w drugim wspóªrz¦dne wektora a⃗, a w ostatnim wspóªrz¦dne wektora b⃗. Wyznacznik
obliczamy zgodnie z algebr¡ macierzow¡.

c⃗ = a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = (aybz − azby) x̂+ (azbx − axbz) ŷ + (axby − aybx) ẑ (1.17.)

W powy»szym wzorze pojawiªy si¦ symbole x̂,ŷ,ẑ - s¡ to tzw. wersory osi kartezja«skiego
ukªadu wspóªrz¦dnych. Wersorem nazywamy bezwymiarowy wektor, którego dªugo±¢ jest
równa 1 (czyli r̂ = r⃗

r
).

Poprzez iloczyn wektorowy de�niujemy wszelkie momenty w �zyce - np. moment siªy
(M⃗F = r⃗× F⃗ ) lub moment p¦du (L⃗ = r⃗× p⃗), a tak»e np. zwi¡zek pr¦dko±ci liniowej i k¡towej
(v⃗ = ω⃗ × r⃗), lub zwi¡zek przy±pieszenia stycznego i k¡towego (⃗as = ε⃗ × r⃗). Jest to wi¦c
bardzo przydatny w �zyce element rachunku wektorowego.
Iloczyn wektorowy interpretujemy czasem jako zorientowane pole powierzchni rozpi¦tej mi¦-
dzy dwoma wektorami. Pami¦tamy prost¡ de�nicj¦ pola powierzchni równolegªoboku o bo-
kach a i b, mi¦dzy którymi wyst¦puje k¡t α: P = ab sinα. To pole to nic innego jak dªugo±¢
iloczynu wektorowego, |⃗a× b⃗|, zgodnie z de�nicj¡ (1.16.). Powierzchni¦ obszaru (niekoniecz-
nie pªaskiego) mo»emy traktowa¢ wektorowo (w ramach bardziej zaawansowanych rozwa»a«

16



ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne 1.3. Rachunek wektorowy

analizy matematycznej), dlatego mówimy, »e obszar mo»e by¢ zorientowany - iloczyn wek-
torowy zale»y od kolejno±ci wektorów. W efekcie zorientowane pole powierzchni, P⃗ = a⃗× b⃗,
mo»e by¢ dodatnie lub ujemne, w zale»no±ci od kolejno±ci wektorów a⃗ i b⃗.

Iloczyn mieszany

Iloczyn mieszany to iloczyn trzech wektorów w postaci:

a⃗ ◦ (⃗b× c⃗) = c⃗ ◦ (⃗a× b⃗) = b⃗ ◦ (c⃗× a⃗) (1.18.)

Jest on oczywi±cie liczb¡ (skalarem), ze wzgl¦du na iloczyn skalarny jako dziaªanie zewn¦trzne
w powy»szym wyra»eniu. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego jest taka, »e jest
to obj¦to±¢ graniastosªupa rozpi¦tego przez wektory a⃗,⃗b,⃗c.

Przykªady

1. Mamy trzy wektory a⃗ = [0, -3, 1], b⃗ = [1, 2, -1], c⃗ = [-2, 2, 6]. Sprawd¹my, czy s¡ w±ród
nich pary wektorów prostopadªych.
Wiemy, »e k¡t mi¦dzy wektorami prostopadªymi jest prosty, a jego kosinus jest 0.
Skorzystamy wi¦c z faktu, »e iloczyn skalarny wektorów prostopadªych zde�niowany
wzorem (1.13.) musi wynosi¢ 0. Do obliczenia tego iloczynu, wykorzystamy z kolei wzór
(1.12.), poniewa» znamy wspóªrz¦dne wektorów.
a⃗ ◦ b⃗ = 0 · 1 + (−3) · 2 + 1 · (−1) = −7
a⃗ ◦ c⃗ = 0
b⃗ ◦ c⃗ = −4
Widzimy wi¦c, »e wektory a⃗ i c⃗ s¡ prostopadªe.
Teraz znajdziemy iloczyn wektorowy a⃗× b⃗ wg wzoru (1.17.):

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
0 −3 1
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = (3− 2) x̂+ (1− 0) ŷ + (0 + 3) ẑ = [1,1,3]

Na koniec obliczmy iloczyn mieszany c⃗ ◦ (⃗a× b⃗).
c⃗ ◦ (⃗a× b⃗) = [−2,2,6] ◦ [1,1,3] = 18
Przypomnijmy, »e w ten sposób obliczyli±my obj¦to±¢ graniastosªupa zbudowanego
przez te trzy wektory. Przy okazji zastanówmy si¦ jak rozumie¢ ew. ujemny wynik
iloczynu mieszanego (mo»e taki przecie» by¢). Oznacza to tylko tyle, »e wektory w
iloczynie wektorowym s¡ zamienione miejscami, tak »e tworz¡ lewoskr¦tny ukªad (za-
miast prawoskr¦tnego u»ywanego przez nas). Wynik obliczenia obj¦to±ci b¦dzie wi¦c
moduªem ujemnej liczby, któr¡ otrzymali±my.

Zadania

1. Znajd¹ pary wektorów prostopadªych spo±ród trójki: a⃗ = [1,0, − 3], b⃗ = [4, − 2,2],
c⃗ = [3,2,1]. Jakie s¡ k¡ty pomi¦dzy wszystkimi parami wektorów? Ile wynosi obj¦to±¢
graniastosªupa zbudowanego przez te wektory?
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2. Mamy par¦ wektorów u⃗ = [m,0,n], v⃗ = [1,2,−1], gdziem,n s¡ nieznanymi parametrami.
Wiedz¡c, »e wektory u⃗ i v⃗ s¡ do siebie prostopadªe, oraz »e ich suma jest równolegªa
do osi x, oblicz m i n. Wskazówka. O równolegªo±ci wektorów mo»emy wnioskowa¢ z
warto±ci iloczynu wektorowego.

3. Prosz¦ wykaza¢, »e obj¦to±¢ graniastosªupa zbudowanego przez trzy wektory jest dana
przez ich iloczyn mieszany.

1.4. Elementy rachunku caªkowego*

Nie jest nasz¡ intencj¡, aby wyªo»y¢ tutaj kompletn¡ teori¦ rachunku caªkowego, ani
nawet poda¢ precyzyjne de�nicje i twierdzenia. Tego wszystkiego Czytelnik dowie si¦ na
kursie Analizy matematycznej. Caªki s¡ jednak potrzebne w �zyce, szczególnie na akademic-
kim poziomie. Dlatego podamy tutaj najwa»niejsze informacje dot. rachunku caªkowego i
przedstawimy jego proste zastosowania w �zyce. *Rozdziaª ten mo»na pocz¡tkowo pomin¡¢,
szczególnie w pierwszych tygodniach nauki �zyki na uczelni.

1.4.1. Caªka nieoznaczona

Rozró»niamy dwa rodzaje caªek w analizie matematycznej: caªki nieoznaczone i caªki
oznaczone. Wªa±ciwie s¡ to zupeªnie inne twory - te pierwsze s¡ funkcjami, natomiast te
drugie to liczby. Jednak ich de�nicje i sposób obliczania s¡ bardzo zbli»one. Zacznijmy wi¦c
od podstawowych informacji dot. caªek nieoznaczonych.

Zasadniczo caªkowanie jest procedur¡ odwrotn¡ do ró»niczkowania. W tym sensie powie-
my, »e caªka (nieoznaczona) jest funkcj¡ pierwotn¡ dla tzw. funkcji podcaªkowej. Zapisze-
my to tak: ∫

f(x)dx = F (x) + const ⇔ [F (x)]′ = f(x) (1.19.)

Symbol caªki to charakterystyczne wydªu»one �S�, funkcj¦ f(x) nazywamy funkcj¡ podcaª-
kow¡. Nale»y zawsze pami¦ta¢, aby po funkcji f(x) jeszcze �pod caªk¡� dopisa¢ ró»niczk¦ dx
- jawnie sugeruje ona �po czym� jest caªkowanie (mo»e by¢ oczywi±cie po innej ni» x zmien-
nej, a jest to szczególnie wa»ne w przypadku funkcji wielu zmiennych, np. f(x,y,z), kiedy
musimy wiedzie¢, po czym ma by¢ caªka). Czasem dx zapisuje si¦ tu» po symbolu caªki,
np.

∫
dxf(x). Funkcja F (x), która jest wynikiem caªki, to tzw. funkcja pierwotna. De�nicja

(1.19.) wªa±ciwie od razu podaje nam sposób obliczania caªki nieoznaczonej:

Caªka nieoznaczona z funkcji f(x) to taka funkcja F (x), której pochodna [F (x)]′ jest
funkcj¡ podcaªkow¡ f(x).

Czyli »eby obliczy¢ caªk¦ z jakiej± funkcji, musimy �zgadn¡¢� jakiej innej funkcji jest ona
pochodn¡. Np. caªk¡ z funkcji f(x) = x b¦dzie funkcja F (x) = 1

2
x2, bo pochodn¡ F (x) jest

z powrotem f(x) = x. Tutaj wyja±nia si¦ te», dlaczego w de�nicji (1.19.) potrzebna jest
staªa const (nazywamy j¡ staª¡ caªkowania) - caªk¦ nieoznaczon¡ jeste±my w stanie znale¹¢
tylko z dokªadno±ci¡ do staªej, bo pochodna ze staªej wynosi, jak wiemy, zero. Wyst¦powanie
staªej caªkowania nie zmienia wi¦c postaci funkcji podcaªkowej (pochodna z 1

2
x2 + const to

nadal x). Je»eli funkcja f(x) ma jaki± sens (np. �zyczny, typu pr¦dko±¢ jako funkcja czasu
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v(t) - funkcj¦ nazwali±my tutaj v, a zmienn¡ t), to staªa caªkowania te» ma sens. Samym w
sobie zadaniem jest jej wyznaczenie. Sªu»¡ do tego tzw. warunki pocz¡tkowe lub warunki
brzegowe. Nie b¦dziemy si¦ tym wi¦cej zajmowa¢, ale powiemy sobie tylko, »e w przypadku
funkcji v(t) (wektor pr¦dko±ci w ruchu prostoliniowym), caªka

∫
v(t)dt = x(t) + x(0) (po-

niewa» pr¦dko±¢ v(t) jest pochodn¡ poªo»enia po czasie, to caªk¡ z pr¦dko±ci jest wªa±nie
poªo»enie x(t), rozwa»amy tu przypadek jednowymiarowy). Staªa caªkowania natychmiast
nabiera znaczenia jakiego± staªego poªo»enia, np. na pocz¡tku ruchu, dlatego od razu za-
pisali±my j¡ jako x(0). Je»eli np. wiemy, »e w chwili pocz¡tkowej ciaªo znajdowaªo si¦ w
pocz¡tku ukªadu odniesienia (jest to wªa±nie warunek pocz¡tkowy), to napiszemy x(0) = 0.
Je»eli nie interesuj¡ nas tego typu zagadnienia, to staª¡ caªkowania jako oczywist¡ mo»emy
±miaªo pomija¢ w zapisie.

Podstawow¡ metod¡ obliczania caªek nieoznaczonych jest wªa±nie �zgadywanie�, czyli
ustalenie postaci takiej funkcji, której pochodn¡ jest nasza funkcja podcaªkowa. W Przy-
kªadach caªkujemy ró»ne funkcje w ten sposób. Je»eli funkcja podcaªkowa nie jest prost¡
funkcj¡, caªka mo»e nie by¢ ªatwa do zgadni¦cia. Nie wszystkie zasady dot. ró»niczkowania
(patrz: ostatni wiersz tabeli 1.1.) obowi¡zuj¡ w przypadku caªkowania. Prawd¡ jest, »e caªka
sumy lub ró»nicy funkcji mo»e by¢ zapisana jako suma lub ró»nica caªek:∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx (1.20.)

Tak»e staª¡, która mno»y funkcj¦ podcaªkow¡ mo»na wyª¡czy¢ przed znak caªki:
∫
c·f(x)dx =

c ·
∫
f(x)dx. Natomiast nie ma prostych reguª dla iloczynu lub ilorazu funkcji, albo funkcji

zªo»onych.

Przykªady

1.
∫
3x2dx = x3 + const, bo (x3)′ = 3x2

2.
∫
(6x6 − 2)dx =

∫
6x6dx−

∫
2dx = 6

7
x7 − 2x+ const, bo (x7)′ = 7x6

3.
∫

10
x4dx = − 10

3x3 + const, bo (x−3)′ = −3x−4 = − 3
x4

4.
∫
sinxdx = − cosx+ const, bo (− cosx)′ = −(cosx)′ = sinx

5.
∫
cos2 xdx = || cos2 x = 1

2
(1+cos(2x))|| =

∫
1
2
(1 + cos(2x))dx =

∫
1
2
dx+

∫
1
2
cos(2x)dx

= 1
2
x+ 1

4
sin(2x)+const, bo (sin(2x))′ = 2 cos(2x) (mogli±my zapisa¢ jedn¡ staª¡ caªko-

wania, która jest sum¡ dwóch staªych pochodz¡cych od dwóch caªek nieoznaczonych)

6.
∫

1
x
dx = lnx+ const, bo (lnx)′ = x−1.

7.
∫ (

4
t2
− e2t

)
dt = −4

t
− 1

2
e2t + const, bo

(
−4

t

)′
= 4

t2
oraz (e2t)

′
= 2e2t.

1.4.2. Metody caªkowania

Oprócz �zgadywania� istnieje wiele �bardziej m¡drych� reguª caªkowania i sposobów na
obliczanie bardziej zªo»onych caªek. Podamy tutaj tylko dwie najwa»niejsze, cho¢ nie b¦dzie-
my pó¹niej z nich korzysta¢ w dalszej cz¦±ci skryptu.
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Caªkowanie przez podstawienie

Idea jest prosta: za jakie± wyra»enie w funkcji podcaªkowej (albo nawet caª¡ funkcj¦)
podstawiamy now¡ zmienn¡ (dokonujemy zamiany zmiennych) tak¡, która ma potencjalnie
uªatwi¢ nam caªkowanie. Szybkie zauwa»enie tego, jakie podstawienie b¦dzie wygodne, jest
kwesti¡ praktyki i do±wiadczenia, cho¢ s¡ te» ogólne zasady. Wa»ne jest, aby pami¦ta¢ przy
zamianie zmiennych, »e zmienia si¦ zmienna caªkowania i ró»niczk¦ dx musimy wyrazi¢ przez
ró»niczk¦ nowej zmiennej. Liczymy wtedy tzw. jawn¡ pochodn¡, np. podstawienie x2 = u
(u jest now¡ zmienn¡) po obliczeniu jawnej pochodnej jest nast¦puj¡ce: 2xdx = du. St¡d
mo»emy wyznaczy¢ dx: dx = 1

2x
du = 1

2
√
u
du. Przykªady:∫

tgxdx =

∫
sinx

cosx
dx =

∣∣∣∣ cosx = u
− sinxdx = du

∣∣∣∣ = −
∫

1

u
du =

= − lnu+ const = |u = cosx| = − ln(cosx) + const′

Tutaj za caªe wyra»enie sinxdx mogli±my podstawi¢ −du, co znacznie uªatwiªo nam dalsze
obliczenia. Ogólnie: zawsze, gdy w funkcji podcaªkowej licznik jest pochodn¡ mianownika,
wynik caªkowania jest logarytmem naturalnym z mianownika. Dla porz¡dku zapisali±my
powy»ej inne staªe caªkowania const i const′, bo dotycz¡ one ró»nych zmiennych u lub x;
zazwyczaj nie b¦dziemy na to zwraca¢ uwagi.∫

xex
2

dx =

∣∣∣∣∣∣
x2 = u
2xdx = du
xdx = 1

2
du

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1

2
eudu =

1

2
eu + const =

1

2
ex

2

+ const

Oczywi±cie (ex)′ = ex i podobnie caªka
∫
exdx = ex + const.

Caªkowanie przez cz¦±ci

Tu tak»e mamy do czynienia z prost¡ ide¡, która wynika z zasad ró»niczkowania iloczynu
funkcji: [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ⇒ f ′(x)g(x) = [f(x)g(x)]′ − f(x)g′(x). Je»eli
funkcj¦ podcaªkow¡ mo»emy zapisa¢ jako iloczyn dwóch wyra»e«, z których jedno jest pro-
st¡ pochodn¡ (któr¡ obliczymy w gªowie), a drugie po zró»niczkowaniu b¦dzie prostsze ni»
przedtem, to caªkowanie przez cz¦±ci jest idealn¡ metod¡. Zapiszmy de�nicj¦ metody, któr¡
ªatwo zrozumiemy na prostym przykªadzie:∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f(x)g′(x)dx (1.21.)

Efektywnie nadal zostaje nam do policzenia jedna caªka, ale tym razem inna, która mo»e oka-
za¢ si¦ du»o prostsza. Oczywi±cie po drodze zauwa»yli±my, »e

∫
[f(x)g(x)]′ dx = f(x)g(x) +

const, zgodnie z de�nicj¡ caªki nieoznaczonej. Sprawd¹my kilka przykªadów:∫
xexdx =

∣∣∣∣ f ′(x) = ex → f(x) = ex

g(x) = x → g′(x) = 1

∣∣∣∣ = xex −
∫

exdx = (x− 1)ex + const

Drugi przykªad jest mo»e nieco mniej oczywisty, bo jako jedno z wyra»e« buduj¡cych funkcj¦
podcaªkow¡ we¹miemy jedynk¦:∫

lnxdx =

∣∣∣∣ f ′(x) = 1 → f(x) = x
g(x) = lnx → g′(x) = 1

x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫

1dx = x(lnx− 1) + const
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Metod¦ caªkowania przez cz¦±ci cz¦sto wykorzystujemy w przykªadach z funkcjami trygono-
metrycznymi. Czasem caªkowanie przez cz¦±ci trzeba wykona¢ wi¦cej ni» raz (gdy caªka po
prawej stronie w równaniu (1.21.) nadal nie jest prosta).∫

sin2 φ cosφdφ =

∣∣∣∣ f ′ = cosφ → f = sinφ
g = sin2 φ → g′ = 2 sinφ cosφ

∣∣∣∣ = sin3 φ− 2

∫
sin2 φ cosφdφ

Dostali±my w wyniku tak¡ sam¡ caªk¦, jak wyj±ciowa. Ale to dobrze, bo w takim razie, po
przeniesieniu stronami, mamy:

3

∫
sin2 φ cosφdφ = sin3 φ ⇒

∫
sin2 φ cosφdφ =

1

3
sin3 φ+ const

1.4.3. Caªka oznaczona

Caªka oznaczona jest szczególnie wa»na w �zyce, dlatego teraz po±wi¦cimy jej troch¦
uwagi. W odró»nieniu od caªki nieoznaczonej, caªka oznaczona jest liczb¡, a mówi¡c precy-
zyjniej: ró»nic¡ warto±ci funkcji pierwotnej w dwóch punktach, nazywanych granicami caªki
oznaczonej. Liczba ta w �zyce b¦dzie miaªa tak»e jednostk¦. Caªka oznaczona ma wi¦c gra-
nice caªkowania. S¡ to takie skrajne warto±ci zmiennej caªkowania a i b, w zakresie których
interesuje nas zmienno±¢ funkcji podcaªkowej: x ∈ (a,b) (domkni¦cie przedziaªów nie ma tu-
taj wi¦kszego znaczenia, przynajmniej dla naszych potrzeb). Zapis caªki oznaczonej ró»ni si¦
tylko tym, »e podajemy doln¡ (x = a) i górn¡ (x = b) granic¦ caªkowania przy znaku caªki:∫ b

a

f(x)dx (1.22.)

Jak liczy¢ caªk¦ oznaczon¡? Przepis podaje tzw. podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego
(wzór Newtona-Leibnitza): ∫ b

a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a) (1.23.)

Caªka oznaczona o granicach caªkowania (a,b) jest równa ró»nicy warto±ci funkcji
pierwotnej w górnej granicy F (b) i warto±ci funkcji pierwotnej w dolnej granicy F (a).

�eby wi¦c obliczy¢ caªk¦ oznaczon¡, trzeba najpierw znale¹¢ funkcj¦ pierwotn¡, czyli obliczy¢
caªk¦ nieoznaczon¡. Zauwa»my przy tym, »e nie ma potrzeby zapisywania staªej caªkowania
(ona znika), bo odejmuj¡c dwie warto±ci funkcji pierwotnej w dwóch punktach odejmujemy
od siebie tak»e dwie te same staªe caªkowania. W wyniku caªki oznaczonej nie zapisujemy
wi¦c staªej caªkowania.

Tak jak pochodna funkcji w punkcie (która jest liczb¡) ma interpretacj¦ geometryczn¡,
tak caªka oznaczona (tak»e liczba) równie» ma interpretacj¦ geometryczn¡. Caªka

∫ b

a
f(x)dx

jest wielko±ci¡ pola powierzchni po wykresem funkcji f(x) mi¦dzy punktami x = a oraz
x = b. Chodzi tu o pole mi¦dzy krzyw¡ f(x) a osi¡ x (spójrz na Rysunek 1.4.). Ta inter-
pretacja wynika wprost z de�nicji caªki oznaczonej. Je±li wyobrazimy sobie, »e obszar pod
krzyw¡ mi¦dzy punktami a i b podzielimy na w¡skie paseczki o (niesko«czenie maªej) szero-
ko±ci dx, to wyra»enie f(x) · dx jest polem w¡skiego prostok¡ta wychodz¡cego z punktu x

21



1.4. Rachunek caªkowy* ROZDZIA� 1. Wprowadzenie matematyczne

na osi. Caªkowanie po zmiennej x to nic innego jak sumowanie tych wyra»e«, czyli dodawa-
nie pól kolejnych prostok¡tów. Nie b¦dziemy tutaj wchodzi¢ w szczegóªy, ale de�nicj¦ caªki
oznaczonej mo»na zapisa¢ w postaci granicy nast¦puj¡cej sumy:∫ b

a

f(x)dx = lim
∆x→0

n∑
i=1

f(xi)∆x, ∆x =
b− a

n
(1.24.)

Przedziaªy ∆x staj¡ si¦ niesko«czenie w¡skie, je±li liczba przedziaªów n staje si¦ niesko«czo-
na. �eby wi¦c powy»sza suma byªa caªk¡ (pole powierzchni byªo dokªadnie polem pod krzyw¡,
a nie polem prostok¡tnych pasków) musimy obliczy¢ granic¦ n → ∞, co jest równowa»ne
granicy ∆x→ 0. Pole pod krzyw¡, która w danym obszarze przyjmuje ujemne warto±ci (np.
sinusoida w przedziale (−π,0)) jest ujemne, a w obszarze o dodatnich warto±ciach (sinusoida
w przedziale (0,π) - dodatnie.

Rysunek 1.4.: Ilustracja interpretacji gra�cznej caªki oznaczonej jako pola pod krzyw¡.

Korzystaj¡c z powy»szej de�nicji (1.24.) mo»na obliczy¢ ka»d¡ caªk¦, podobnie jak z de-
�nicji pochodnej mo»emy policzy¢ ka»d¡ pochodn¡. Jest to jednak bardzo niepraktyczne i
wªa±ciwie nigdy tego nie robimy. W kursie Analizy matematycznej Czytelnik pozna wi¦cej
interpretacji geometrycznych caªek, np. dla funkcji wielu zmiennych (pole powierzchni bocz-
nej lub obj¦to±¢ bryª obrotowych itd.). Granice caªkowania mog¡ by¢ zupeªnie dowolne. Je±li
jednak s¡ sobie równe, to wynik takiej caªki jest trywialny - zero (pole obszaru mi¦dzy t¡
sam¡ prost¡ x = a jest przecie» zerowe). Je±li jedna z granic jest niesko«czona (lub obie s¡),
to caªk¦ oznaczon¡ nazywamy wtedy caªk¡ niewªa±ciw¡. Taka caªka mo»e by¢ zbie»na
lub nie, tzn. jej warto±¢ mo»e by¢ sko«czona lub niesko«czona (pole pod parabol¡ w zakresie
x ∈ (0,∞) jest niesko«czone).

Caªki oznaczone znajduj¡ szerokie zastosowanie w �zyce. Takie wielko±ci jak praca, en-
tropia, strumie« pola magnetycznego itd. maj¡ ogólnie de�nicje w postaci caªek, w dodatku
oznaczonych, bo �zyka wymaga okre±lonego zakresu zmienno±ci pewnych wielko±ci (np. jest
sens mówi¢ o pracy pewnej siªy na okre±lonej drodze itp.). Caªki w �zyce s¡ najcz¦±ciej wi¦c
oznaczone. Co wi¦cej, mog¡ to by¢ bardziej skomplikowane caªki ni» te omawiane powy-
»ej. Np. praca jest tak naprawd¦ caªk¡ krzywoliniow¡ po pewnej trajektorii w przestrzeni
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(wzdªu» której przesuwane jest ciaªo pod wpªywem siªy). Mo»emy mówi¢ o caªkach krzywoli-
niowych, powierzchniowych, obj¦to±ciowych, skierowanych i nieskierowanych itd. W naszym
podr¦czniku jednak nie b¦dziemy mówi¢ o takich przypadkach.

Przykªady

1. Oblicz nast¦puj¡ce caªki oznaczone:

�

∫ 1

0
x2dx = 1

3
x3
∣∣1
0
= 1

3
(13 − 03) = 1

3
. Pole pod parabol¡ o równaniu f(x) = x2 od

zera do 1 wynosi wi¦c 1/3 (w umownych jednostkach).

�

∫∞
0

e−xdx = [−e−x]|∞0 = −e−∞ − (−e0) = 0 + 1 = 1. Mimo »e caªka jest niewªa-
±ciwa (niesko«czono±¢ w granicy), to jest zbie»na - pole pod eksponent¡ w tym
zakresie argumentów jest sko«czone.

�

∫ π
2

−π
2
sinxdx = [− cosx]|

π
2

−π
2
= − cos

(
π
2

)
+ cos

(
−π

2

)
= 0. Zauwa»my, »e liczyli±my

pole pod sinusoid¡ w przedziale
(
−π

2
,π
2

)
, kiedy sinus jest raz ujemny, a raz dodat-

ni. Przedziaª caªkowania jest symetryczny wzgl¦dem x = 0, a funkcja sinus jest
parzysta, dlatego pole (ujemne) po lewej stronie zera jest równe na moduª polu
(dodatniemu) po prawej stronie. W efekcie oba pola dodaj¡ si¦ do zera.

2. Oblicz pole powierzchni mi¦dzy krzywymi: f(x) = x2 oraz g(x) = x + 2 w przedziale
x ∈ (0,2).
Mamy tutaj troch¦ inne zagadnienie, ni» dotychczas. Nie chodzi o pole pod jedn¡ krzy-
w¡ (mi¦dzy krzyw¡ a osi¡ x), ale o pole pomi¦dzy krzywymi. Czytelnikowi zostawiamy
naszkicowanie tej sytuacji. Mo»na zauwa»y¢, »e w punkcie x = 2 obie krzywe (parabola
i prosta) si¦ spotykaj¡. W punkcie x = 0 tak nie jest, ale to nie jest problem. Aby ob-
liczy¢ pole mi¦dzy krzywymi, od pola pod krzyw¡ poªo»on¡ wy»ej (w tym przypadku
jest to prosta) odejmiemy pole pod krzyw¡ poªo»on¡ ni»ej (parabola). Gdyby w ob-
szarze zmienno±ci argumentu krzywe si¦ przecinaªy, musieliby±my uwa»nie zde�niowa¢
obszary caªkowania, »eby poprawnie dokona¢ tego odejmowania. Zapiszemy wi¦c:

P =

∫ 2

0

g(x)dx−
∫ 2

0

f(x)dx =

∫ 2

0

(g(x)− f(x))dx

co po scaªkowaniu daje: P =
[
1
2
x2 + 2x− 1

3
x3
]∣∣2

0
= 10

3
.

3. Obliczymy teraz troch¦ bardziej skomplikowan¡ caªk¦: I =
∫ 4

0
x3e−x2

dx.
Jest to do±¢ trudna caªka. Spróbujmy najpierw zastosowa¢ metod¦ zamiany zmiennych
w caªce nieoznaczonej:

∫
x3e−x2

dx =

∣∣∣∣∣∣
x2 = u
2xdx = du
x3dx = 1

2
udu

∣∣∣∣∣∣ = 1

2

∫
ue−udu

Ta caªka jest ju» o wiele prostsza. Mo»na j¡ obliczy¢ przez cz¦±ci, a bardzo podobne
obliczenia wykonali±my w przykªadzie w podrozdziale 1.4.2.. Wynik jest:

−1

2
e−u(u+ 1) + const
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Teraz uwaga. Mieli±my do policzenia caªk¦ oznaczon¡, musimy wi¦c podstawi¢ teraz
granice caªkowania. Po drodze zmienili±my jednak zmienn¡ caªkowania (zamiast x u»y-
wamy teraz u = x2). Naturalnie zmieniaj¡ si¦ te» granice caªkowania w nowej zmiennej.
Mo»emy w tej sytuacji zawsze post¡pi¢ na dwa sposoby:

(i) Zmieni¢ granice caªkowania tak, by byªy prawdziwe w nowych zmiennych. W na-
szym przypadku: dolna granica (x = 0) → (u = 0) oraz górna granica (x = 2) →
(u = 4).

(ii) Równowa»nie, mo»emy zawsze wróci¢ do pierwotnej zmiennej caªkowania, czyli
x, a granice wtedy pozostaj¡ niezmienione.

Wybór opcji (i) lub (ii) nie wpªywa na wynik ko«cowy. Sprawd¹my:

(i) I =
[
−1

2
e−u(u+ 1)

]∣∣4
0
= − 5

2e4
+ 1

2

(ii) I =
[
−1

2
e−x2

(x2 + 1)
]∣∣∣2

0
= − 5

2e4
+ 1

2

Zadania

1. Oblicz caªki nieoznaczone:
a)

∫
6x3dx b)

∫ (
cosx− 4

x2

)
dx c)

∫
sinθ cosθ dθ

(mo»na przez podstawienie)
d)

∫
x2 sinx dx (przez cz¦±ci 2 razy) *e)

∫
2x3

cos2(x2)
dx

(najpierw podstawienie x2 = u,
potem przez cz¦±ci,
na ko«cu caªka z tgu)

2. Korzystaj¡c z caªki oznaczonej, oblicz pole powierzchni trójk¡ta o wierzchoªkachA(0,0),
B(2,1), C(0,3).

3. Oblicz caªki oznaczone:

a)
∫ 0

−π
2
cosθ dθ b)

∫∞
1

1
x2dx c)

∫ 1

0
xexdx d)

∫ π
2

−π
2
x cos2x dx (narysuj)
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Rozdziaª 2.

Kinematyka

Kinematyka jest dziaªem mechaniki, który zajmuje si¦ opisem ruchu, bez wnikania w jego
przyczyny. Póki co nie b¦d¡ nas na razie interesowa¢ siªy, zasady dynamiki itp. W szczegól-
no±ci nie b¦dziemy si¦ zastanawia¢, sk¡d ciaªo ma przy±pieszenie, najcz¦±ciej b¦dziemy po
prostu wiedzie¢, »e jest ono jakie±. Caªa sztuka, praktycznie w ka»dym zadaniu, b¦dzie polega-
ªa na poprawnym zapisie równa« ruchu lub poªo»enia, by na ich podstawie wyliczy¢ nieznan¡
wielko±¢. Rozdziaª zaczniemy od de�nicji ruchu oraz podstawowych wielko±ci �zycznych opi-
suj¡cych ruch.

2.1. Podstawowe poj¦cia

Poªo»enie. Intuicyjnie ªatwo zrozumie¢, »e poªo»enie jest po prostu punktem w przestrzeni,
w którym znajduje si¦ ciaªo. Do okre±lenia poªo»enia potrzebny jest ukªad odniesienia, w
którym poªo»enie b¦dzie wektorem r⃗ = (x,y,z). Mówimy czasem o takim wektorze - wektor
wodz¡cy, gdy» w trakcie ruchu jego koniec przemieszcza si¦ wraz z ciaªem, podczas gdy
pocz¡tek jest zaczepiony w pocz¡tku ukªadu odniesienia.

Ruch jest zmian¡ poªo»enia ciaªa w czasie.

Przemieszczenie to wektor b¦d¡cy ró»nic¡ wektorów poªo»enia ko«cowego i pocz¡tkowego
w jakim± ruchu. Wektor przemieszczenia najcz¦±ciej oznaczamy przez∆r⃗ dla podkre±lenia, »e
jest on zmian¡ poªo»enia, ∆r⃗ = r⃗2− r⃗1. Zauwa»my, »e zarówno o ruchu jak i przemieszczeniu
mówimy, »e jest to zmiana poªo»enia. Rzeczywi±cie, ruch jest wtedy, gdy mamy niezerowy
wektor przemieszczenia. Oczywi±cie, ruch nie jest wielko±ci¡ �zyczn¡, jest poj¦ciem, podczas
gdy przemieszczenie jest wektorow¡ wielko±ci¡ �zyczn¡ - ma wi¦c cztery cechy wektora, w
szczególno±ci jednostk¦.

Tor ruchu jest krzyw¡ (lini¡), po której porusza si¦ ciaªo. Mówi¡c o równaniu toru ruchu
my±limy o matematycznym równaniu krzywej - np. paraboli lub okr¦gu.

Droga jest dªugo±ci¡ toru i oznaczamy j¡ przez s. Wa»ne jest, aby rozró»nia¢ poj¦cie drogi
od dªugo±ci przemieszczenia. Droga jest dªugo±ci¡ krzywej - od pocz¡tku do ko«ca ruchu.
Przemieszczenie jest natomiast wektorem, którego dªugo±¢ to dªugo±¢ odcinka prostego -
od poªo»enia pocz¡tkowego do ko«cowego. W ogólno±ci s¡ to zdecydowanie ró»ne wielko±ci.
Jedynym przykªadem ruchu, gdzie droga jest równa dªugo±ci wektora przemieszczenia jest
ruch prostoliniowy (bez zawracania).
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Rysunek 2.1.: Wektory poªo»enia, przemieszczenia i pr¦dko±ci w ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Pr¦dko±¢ zde�niowana jest przez pochodn¡ wektora poªo»enia po czasie:

v⃗ =
dr⃗

dt
(2.1.)

Wzór ten de�niuje tzw. pr¦dko±¢ chwilow¡. Wektor pr¦dko±ci (chwilowej) jest zawsze styczny
do toru i ma zwrot przemieszczenia. Warto±¢ pr¦dko±ci nazywamy cz¦sto szybko±ci¡. Jed-
nostk¡ pr¦dko±ci jest m/s (ew. km/h, przy czym 1 m/s = 3,6 km/h).
W szczególno±ci, je±li mamy do czynienia z ruchem prostoliniowym ze staª¡ szybko±ci¡ (czy-
li ruchem jednostajnym), zmiana poªo»enia (czyli przemieszczenie) ma t¦ sam¡ dªugo±¢ co
droga. Dla ruchu jednostajnego prostoliniowego mo»emy wi¦c stosowa¢ szkolny wzór:

v =
s

t
(2.2.)

Przy±pieszenie jest zmian¡ wektora pr¦dko±ci w czasie, a wi¦c zde�niowane jest jako po-
chodna wektora pr¦dko±ci lub druga pochodna poªo»enia po czasie.

a⃗ =
dv⃗

dt
=

d2r⃗

dt2
(2.3.)

Jednostk¡ przyspieszenia jest m/s2.

Uwaga. Przez pochodn¡ wektora rozumiemy wektor, którego skªadowe s¡ pochodnymi skªado-
wych wyj±ciowego wektora. Wobec tego nast¦puj¡co de�niujemy skªadowe pr¦dko±ci i przy-
±pieszenia:

v⃗ = dr⃗
dt

= d
dt
(x,y,z) =

(
dx
dt
, dy
dt
, dz
dt

)
= (vx, vy, vz)

a⃗ = dv⃗
dt

= d
dt
(vx,vy,vz) =

(
dvx
dt
, dvy

dt
, dvz

dt

)
= (ax, ay, az)

(2.4.)

Przy±pieszenie do±rodkowe i styczne. Wektor przy±pieszenia w ruchu krzywoliniowym
rozkªadamy na dwie skªadowe - prostopadª¡ do toru (oraz jednocze±nie wektora pr¦dko±ci) i
równolegª¡. Skªadowa prostopadªa, zwana tak»e normaln¡, to przy±pieszenie do±rodkowe (lub
normalne) a⃗d. Jest ono odpowiedzialne za zakrzywianie wektora pr¦dko±ci w czasie ruchu,
ale bez zmiany jego warto±ci. Ze zmian¡ warto±ci wektora pr¦dko±ci zwi¡zana jest skªadowa
styczna przy±pieszenia a⃗s. Obie skªadowe obliczamy ze wzorów:

ad =
v2

r
as =

d|v⃗|
dt

=
dv

dt
(2.5.)
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gdzie v jest pr¦dko±ci¡, a r promieniem krzywizny (np. promieniem okr¦gu).
Mo»emy sobie wyobrazi¢ ruch bez zmiany warto±ci pr¦dko±ci, a jednak z przy±pieszeniem.
Jest to ruch jednostajny po okr¦gu. Warto±¢ pr¦dko±ci si¦ nie zmienia (st¡d nazwa �jedno-
stajny�), ale wyst¦puje przy±pieszenie do±rodkowe, powoduj¡ce zakrzywienie toru w okr¡g.

Klasy�kacja rodzajów ruchu.
Wektor przy±pieszenia mo»e by¢ wzgl¦dem toru czy wektora pr¦dko±ci zorientowany ró»nie.
Na tej podstawie wyró»niamy ró»ne rodzaje ruchów, ze wzgl¦du na wzajemn¡ orientacj¦
wektorów v⃗ i a⃗. Je»eli warto±¢ przy±pieszenia jest staªa w czasie, to mówimy, »e ruch jest
jednostajnie zmienny (przy±pieszony b¡d¹ opó¹niony), czyli ze staªym przy±pieszeniem.

Rysunek 2.2.: Klasy�kacja rodzajów ruchu ze wzgl¦du na wzajemn¡ orientacj¦ wektora pr¦d-
ko±ci i przy±pieszenia.

�redni wektor pr¦dko±ci (pr¦dko±¢ ±rednia). Jest to wektor wyra»aj¡cy stosunek prze-
mieszczenia do czasu ruchu. W odró»nieniu od de�nicji pr¦dko±ci chwilowej (2.1.), w przy-
padku pr¦dko±ci ±redniej symbole pochodnej s¡ zast¡pione przyrostami (symbol ∆):

v⃗±r =
∆r⃗

∆t
(2.6.)

Zauwa»my, »e gdy rozwa»amy krótkie przyrosty czasu, czyli przy ∆t → 0, ±redni wektor
pr¦dko±ci podaje wektor pr¦dko±ci chwilowej (przy ∆t→ 0 mówimy o chwilowych zmianach
wektora), a de�nicja pr¦dko±ci chwilowej - wzór (2.1.) - wynika z de�nicji ±redniego wektora
pr¦dko±ci (2.6.), zgodnie z de�nicj¡ pochodnej - wzór (1.5.).

Szybko±¢ ±rednia jest inn¡ wielko±ci¡ ni» zde�niowana poprzednio. Wyra»a ona szybko±¢,
jak¡ ±rednio miaªo ciaªo w caªym ruchu. Okre±lona jest za pomoc¡ ilorazu caªkowitej drogi
pokonanej przez ciaªo i caªego czasu ruchu:

v±r =
sc
tc

(2.7.)

Nale»y zauwa»y¢, »e szybko±¢ ±rednia nie jest warto±ci¡ ±redniego wektora pr¦dko±ci. Dla
podkre±lenia tego faktu, warto±¢ ±redniego wektora pr¦dko±ci oznaczamy |v⃗±r|, a wi¦c v±r̸=|v⃗±r|.
Warto±¢ ±redniego wektora pr¦dko±ci jest zawsze mniejsza (lub równa) od szybko±ci ±redniej.
Równo±¢ zachodzi jedynie w przypadku ruchu prostoliniowego, kiedy, jak pami¦tamy, droga
jest równa dªugo±ci przemieszczenia.
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Przykªady

1. Ruch ciaªa opisany jest przez wektor poªo»enia r⃗ = [x(t),y(t)], gdzie x(t) = a
t
− bt3,

y(t) = c + d
t2

(t - czas, a,b,c,d - staªe, jakie powinny by¢ ich jednostki?). Znajdziemy
wektor pr¦dko±ci oraz przy±pieszenia ciaªa w tym ruchu.

Po pierwsze, jednostkami skªadowych x i y musi by¢ metr, wi¦c jednostki staªych
a,b,c,d powinny jako± �usuwa¢� sekund¦, która jest jednostk¡ czasu t. Tak wi¦c, do-
konujemy tzw. analizy wymiarowej, aby uzgodni¢ jednostki. Np. wyra»enie a/t ma
jednostk¦ [a]/s, a musi mie¢ jednostk¦ metra 'm'. Z równania '[a]/s=m' otrzymujemy,
»e staªa a musi mie¢ jednostk¦ 'm·s'. Podobnie dla kolejnych wyra»e«:
[b]· s3 = m ⇒ [b] = m/s3

[c] = m
[d]/s2 = m ⇒ [d] = m·s2

Wspóªrz¦dne wektora pr¦dko±ci i przy±pieszenia znajdziemy w oparciu o wzór (2.4.).
Wystarczy tylko zró»niczkowa¢ po zmiennej t funkcje x(t) oraz y(t):
vx = dx

dt
= d

dt

(
a
t
− bt3

)
= − a

t2
− 3bt2

vy =
dy
dt

= d
dt

(
c+ d

t2

)
= −2d

t3

ax = dvx
dt

= d
dt

(
− a

t2
− 3bt2

)
= 2a

t3
− 6bt

ay =
dvy
dt

= d
dt

(
−2d

t3

)
= 6d

t4

2. Wektor poªo»enia ciaªa ma nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne zale»ne od czasu r⃗ = [x(t),y(t)],
gdzie x(t) = 16t, y(t) = 3 + 4t − 5t2, czas mierzymy w sekundach, a poªo»enie w me-
trach. Jaka jest warto±¢ wektorów poªo»enia, pr¦dko±ci i przy±pieszenia w chwili t = 3 s.

W pierwszej kolejno±ci musimy znale¹¢ zale»no±¢ pr¦dko±ci i przy±pieszenia od cza-
su, dopiero wtedy b¦dzie wolno nam podstawi¢ za czas t = 3 s. To potra�my ju»
zrobi¢, zupeªnie tak samo jak w poprzednim przykªadzie. Zatem:
vx(t) = 16
vy(t) = 4− 10t
ax = 0
ay = −10
Teraz mo»emy podstawi¢ t = 3 s i znale¹¢ wspóªrz¦dne, a tak»e warto±ci wektora po-
ªo»enia, pr¦dko±ci i przy±pieszenia:
r⃗(t = 3s) = [48,− 30] ⇒ |r⃗(t = 3s)| =

√
2304 + 900 =

√
3204m ≈ 56,5m

v⃗(t = 3s) = [16,− 26] ⇒ |v⃗(t = 3s)| =
√
256 + 676 =

√
932m/s ≈ 30,5m/s

a⃗(t = 3s) = [0,− 10] ⇒ |⃗a(t = 3s)| =
√
0 + 100 = 10 m/s2

Zadajmy sobie teraz pytanie, jaka jest warto±¢ k¡ta pomi¦dzy wektorem pr¦dko±ci
a jego x-ow¡ skªadow¡ dla t = 3 s? Pami¦tamy, »e k¡t pomi¦dzy wektorami jest okre-
±lony przez iloczyn skalarny - wzór (1.13.). Sam iloczyn skalarny wyliczymy znaj¡c
skªadowe wektorów, a wi¦c korzystaj¡c ze wzoru (1.12.).

v⃗ ◦ v⃗x = v vx cosα1 ⇒ cosα1 =
[16,− 26] ◦ [16,0]√

932 · 16
=

256√
932 · 16

=
16√
932

⇒ α1 ≈ 58,4◦
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K¡t α1 mo»na obliczy¢ te» inaczej, pro±ciej - wykorzystuj¡c wzór na skªadow¡ x wek-
tora, zgodnie z Rysunkiem 1.3.. Wynik jest oczywi±cie ten sam.

Znajd¹my teraz k¡t wyst¦puj¡cy pomi¦dzy wektorami pr¦dko±ci i przy±pieszenia w
tej samej chwili czasu.

v⃗ ◦ a⃗ = v a cosα2 ⇒ cosα2 =
[16,− 26] ◦ [0,− 10]√

932 · 10
=

260√
932 · 10

=
26√
932

⇒ α2 ≈ 31,6◦

3. Biegacz pokonuje pewien dystans w dwóch etapach, poruszaj¡c si¦ ruchem jednostaj-
nym. Pierwszy etap o dªugo±ci s1 = 600 m z szybko±ci¡ v1 = 7 km/h, a drugi o dªugo±ci
s2 = 350 m z szybko±ci¡ v2 = 8 km/h. Z jak¡ ±redni¡ szybko±ci¡ poruszaª si¦ biegacz?

Po pierwsze, zalecamy od razu ujednolici¢ jednostki, póki jeszcze zadanie wydaje nam
si¦ ªatwe ;-). Np. zmieni¢ km/h na m/s.
Pami¦tamy, »e do obliczenia szybko±ci ±redniej (wzór (2.7.)) potrzebujemy zna¢ caª-
kowit¡ drog¦ - to ªatwo policzymy dodaj¡c dªugo±ci odcinków s1 i s2, oraz caªkowity
czas, którego nie znamy. Wykorzystamy wi¦c wzór na szybko±¢ w ruchu jednostajnym
prostoliniowym (2.2.):

tc = t1 + t2 =
s1
v1

+
s2
v2

=
s1v2 + s2v1

v1v2

Zatem szybko±¢ ±rednia:

v±r =
sc
tc

=
s1 + s2
s1v2+s2v1

v1v2

=
(s1 + s2)v1v2
s1v2 + s2v1

= 7,33 km/h

Zauwa»my po pierwsze, »e szybko±¢ ±rednia jest pomi¦dzy 7 a 8 km/h, co oczywi±cie
musi zachodzi¢. Po drugie, jest ona bli»sza szybko±ci, z któr¡ biegacz poruszaª si¦ na
dªu»szym odcinku, co te» jest bardzo logiczne.

A jak obliczy¢ szybko±¢ ±redni¡, je±li nie znamy dªugo±ci etapów, ale wiemy, »e poko-
nanie pierwszego etapu trwaªo t1 = 2 min, a drugiego t2 = 3 min? W tym przypadku
znamy czas caªkowity tc = t1 + t2, a drog¦ liczymy ze wzoru (2.2.):

v±r =
sc
tc

=
s1 + s2
t1 + t2

=
v1t1 + v2t2
t1 + t2

= 7,6 km/h

Tym razem szybko±¢ ±rednia jest bli»sza warto±ci pr¦dko±ci, z któr¡ biegacz poruszaª
si¦ przez dªu»szy czas.

Równania ruchu

Równania ruchu s¡ najwa»niejszym �osi¡gni¦ciem� kinematyki. Pozwalaj¡ opisa¢ zacho-
wanie ciaªa w dowolnej chwili czasu, poprzez znalezienie jego pr¦dko±ci i drogi jak¡ pokonaª
od pocz¡tku ruchu. Tak wi¦c poprzez równania ruchu rozumiemy nast¦puj¡c¡ par¦ równa«
(zale»no±¢ od czasu warto±ci pr¦dko±ci i drogi):

v(t) = v0 ± a t

s(t) = v0 ± 1
2
a t2

(2.8.)
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gdzie v0 oznacza pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ w rozpatrywanym ruchu, a - przy±pieszenie ciaªa, na-
tomiast t - czas.

Znak �+� wybieramy w przypadku gdy zwroty wektorów pr¦dko±ci pocz¡tkowej i przy±pie-
szenia s¡ ze sob¡ zgodne, tzn. w przypadku ruchu przy±pieszonego.
Znak �−� wybieramy w przypadku gdy zwroty wektorów pr¦dko±ci pocz¡tkowej i przy±pie-
szenia s¡ do siebie przeciwne, tzn. w przypadku ruchu opó¹nionego.

Je»eli mamy do czynienia z ruchem odbywaj¡cym si¦ w pªaszczy¹nie (lub przestrzeni), dla
ka»dego kierunku przyj¦tego ukªadu wspóªrz¦dnych znajdujemy skªadowe wektorów pr¦dko-
±ci pocz¡tkowej i przy±pieszenia i zapisujemy dwie (lub trzy) pary równa« ruchu.

Je±li z kolei rodzaj ruchu si¦ zmienia w trakcie ruchu, np. z opó¹nionego na przy±pieszony,
to równie» musimy zapisa¢ osobne równania ruchu dla ka»dego przypadku.

2.2. Równania poªo»enia

Przez równania poªo»enia rozumiemy zale»no±¢ wektora poªo»enia (jego skªadowych) od
czasu, a wi¦c równania zale»no±ci x(t), y(t) i ew. z(t). Opisuj¡ one wspóªrz¦dne poªo»enia
ciaªa w dowolnej chwili czasu t. Ogólna posta¢ równa« poªo»enia dla ruchu jednostajnie
zmiennego na pªaszczy¹nie jest nast¦puj¡ca:

x(t) = x0 ± v0x t± 1
2
ax t

2

y(t) = y0 ± v0y t± 1
2
ay t

2

(2.9.)

gdzie: v0x, v0y, ax, ay to warto±ci bezwzgl¦dne skªadowych pr¦dko±ci pocz¡tkowej i przy±pie-
szenia rozªo»one w wybranym przez nas ukªadzie odniesienia, a x0, y0 to wspóªrz¦dne po-
ªo»enia pocz¡tkowego - istotne, je±li ciaªo rozpoczyna swój ruch nie z pocz¡tku wybranego
przez nas ukªadu odniesienia. W równaniach a⃗ = (ax,ay) = const.

Znaki �+� wybieramy w przypadku gdy zwroty wektorów skªadowych pr¦dko±ci pocz¡tko-
wej i przy±pieszenia s¡ zgodne z kierunkami osi ukªadu odniesienia.
Znaki �−� wybieramy w przypadku gdy zwroty wektorów skªadowych pr¦dko±ci pocz¡tko-
wej i przy±pieszenia s¡ przeciwne do kierunków osi ukªadu odniesienia.

Zwracamy szczególn¡ uwag¦ na kwesti¦ wyboru znaków w równaniach ruchu i poªo»enia, któ-
ry ma zupeªnie inne podªo»e w obu tych przypadkach. Jest to cz¦sto mylone przez studentów.
W równaniach ruchu o wyborze znaków +/− decyduje fakt, czy ruch jest przy±pieszony, czy
opó¹niony; natomiast w równaniach poªo»enia o znakach decyduj¡ warto±ci skªadowych wek-
torów poªo»enia pocz¡tkowego, pr¦dko±ci pocz¡tkowej i przy±pieszenia wzdªu» wybranych osi
ukªadu wspóªrz¦dnych. Oczywi±cie, wspóªrz¦dne wektorów (inaczej: skªadowe) maj¡ swoje
znaki w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych i ta dyskusja mogªaby by¢ pomini¦ta jako try-
wialna. S¡dzimy jednak, »e warto ten problem jasno omówi¢.

Wybór ukªadu odniesienia jest ogólnie dowolny, ale zawsze warto wybra¢ go tak, aby opis
ruchu i posta¢ równa« poªo»enia byªa jak najprostsza. W szczególno±ci, warto zwi¡za¢ jedn¡
z osi z kierunkiem wektora przy±pieszenia, który jest na ogóª staªy. Wówczas nale»y rozªo»y¢
wektor pr¦dko±ci pocz¡tkowej na skªadowe i by¢ konsekwentnym w takim wyborze. Proble-
my te stan¡ si¦ jasne w trakcie rozwi¡zywania zada« w nast¦pnym rozdziale.
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Równania poªo»enia (2.9.) s¡ szczególnie przydatne w zadaniach dotycz¡cych zderze«,
spotkania si¦ ciaª w trakcie ich ruchu, gdy chcemy, aby jaki± obiekt (np. wyrzucony kamie«)
tra�ª w inny obiekt lub osi¡gn¡ª jaki± punkt w przestrzeni itd. Najcz¦±ciej wystarczy wów-
czas porówna¢ odpowiednie wspóªrz¦dne poªo»enia obu obiektów, aby z otrzymanego ukªadu
równa« uzyska¢ np. czas zderzenia lub nieznan¡ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡. Równania poªo»enia
przydaj¡ si¦ równie» w sytuacjach, gdy jedno ciaªo ma �dogoni¢� drugie lub je prze±cign¡¢
(zagadnienie pogoni) i w innych tego typu przypadkach.

Przykªady

1. Poci¡g jedzie ze staª¡ pr¦dko±ci¡ równ¡ v = 60 km/h, najpierw dokªadnie na wschód
przez t1 = 40 min, nast¦pnie w kierunku póªnocno-wschodnim pod k¡tem 45◦ do po-
przedniego przez t2 = 20 min, a w ko«cu na zachód przez t3 = 50 min. Jakie jest
przemieszczenie poci¡gu w tym ruchu, a jak¡ drog¦ pokonaª?

Sytuacj¦ obrazuje Rysunek 2.3.. Obliczenie drogi, jak¡ pokona poci¡g jest najprost-
sze - skorzystamy ze wzoru (2.2.), poniewa» poci¡g porusza si¦ ruchem jednostajnym
prostoliniowym z szybko±ci¡ 60 km/h. Caªkowita droga wynosi wi¦c:

sc = v(t1 + t2 + t3) = 60 km/h · 110
60

h = 110 km

Rysunek 2.3.: Ilustracja ruchu poci¡gu z Przykªadu 1.

Aby znale¹¢ wektor przemieszczenia, musimy znale¹¢ poªo»enie ciaªa na ko«cu ruchu
(poªo»enie pocz¡tkowe przyjmiemy w punkcie (0,0)). Ruch poci¡gu skªada si¦ z trzech
etapów. Poªo»enie ko«cowe ka»dego etapu jest poªo»eniem pocz¡tkowym w etapie na-
st¦pnym. Ten fakt wykorzystamy przy pisaniu równa« poªo»enia.

x1(t) = v · t - w etapie 1 wzdªu» osi x ruch jednostajny. x1k = x1(t1) = 40 km.
y1(t) = 0 - w etapie 1 wzdªu» osi y poci¡g si¦ nie porusza. y1k = 0.
x2(t) = x1k + vx · t - w etapie 2 wzdªu» osi x ruch jednostajny z pr¦dko±ci¡
vx = v · cos 45◦ = 42,4 km/h. x2k = x2(t2) = 40 + 14,1 = 54,1 km.
y2(t) = vy · t - w etapie 2 wzdªu» osi y ruch jednostajny z pr¦dko±ci¡
vy = v · sin 45◦ = 42,4 km/h. y2k = y2(t2) = 14,1 km.
x3(t) = x2k − v · t - w etapie 3 wzdªu» osi x ruch jednostajny z pr¦dko±ci¡ przeciwnie
skierowan¡ wzgl¦dem osi. x3k = xk = x3(t3) = 54,1− 50 = 4,1 km.
y3(t) = y2k - w etapie 3 wzdªu» osi y poci¡g si¦ nie porusza. y3k = yk = 14,1 km.
Zatem, wektor przemieszczenia ma wspóªrz¦dne: ∆r⃗ = (xk,yk) = (4,1; 14,1) km.
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Jaki jest ±redni wektor pr¦dko±ci poci¡gu i jego dªugo±¢ w tym ruchu?
�redni wektor pr¦dko±¢ jest zde�niowany przez (2.6.). Wystarczy wi¦c, »e wspóªrz¦dne
wektora ∆r⃗ podzielimy przez caªkowity czas ruchu:

v⃗±r =
∆r⃗

t1+t2+t3
= (4,1;14,1) km

110min
= (2,24; 7,7) km/h

Dªugo±¢ tego wektora to |∆v⃗±r| ≈ 8 km/h. Wynik wydaje si¦ by¢ zdumiewaj¡co maªy,
ale przecie» przemieszczenie poci¡gu w caªym ruchu byªo maªe. Oczywi±cie szybko±¢
±rednia (v = 60 km/h) jest wi¦ksza ni» dªugo±¢ ±redniego wektora pr¦dko±ci.

2. Samochód ªagodnie hamuje, doje»d»aj¡c do ±wiateª. Ile wynosi droga hamowania sa-
mochodu, je±li od pr¦dko±ci 54 km/h hamuje ze staªym opó¹nieniem 2 m/s2?

Pytaj¡ nas w tym zadaniu o drog¦ hamowania sham, czyli drog¦ do zatrzymania w ru-
chu jednostajnie opó¹nionym prostoliniowym. Wykorzystamy wi¦c równanie na drog¦
(2.8.) i poªo»ymy v0 = 54 km/h = 15 m/s oraz a = 2 m/s2, ale wcze±niej musimy
wyznaczy¢ czas ruchu, z równania na pr¦dko±¢. W obu przypadkach wybierzemy rów-
nania ze znakiem �−� (ruch opó¹niony).

v(tr) = v0 − atr = 0 ⇒ tr =
v0
a

W takim razie droga hamowania wynosi

sham = s(tr) = v0tr − 1
2
at2r =

v20
2a

= 56,25 m.

To caªkiem dªuga droga hamowania, ale opó¹nienie samochodu nie jest zbyt du»e. Kie-
rowca zapewne widz¡c z daleka zmieniaj¡ce si¦ ±wiatªo, powoli zacz¡ª zwalnia¢ ju» z
odlegªo±ci ponad 50 metrów.

Zastanówmy si¦ teraz nad takim przypadkiem: na jezdni¦ wbiega nagle pies, kierowca
zauwa»a go z odlegªo±ci tylko 10 metrów. Z jakim przy±pieszeniem musi hamowa¢, aby
od pr¦dko±ci 54 km/h zd¡»y¢ si¦ zatrzyma¢? Ile czasu trwa to hamowanie awaryjne?

Przeksztaªcamy powy»szy wzór na drog¦ hamowania, »eby obliczy¢ a:

a =
v20

2sham
= 11,25 m/s2, tham = v0

a
= 2sham

v0
= 1,3 s.

Tym razem przy±pieszenie jest naprawd¦ du»e, a czas hamowania bardzo krótki. Mo-
»emy si¦ zastanawia¢, co by byªo gdyby±my uwzgl¦dnili czas reakcji kierowcy (równy
ok. 1 s), zanim zauwa»y on psa, wbiegaj¡cego na jezdni¦ 10 m przed samochodem.
Czas na zatrzymanie samochodu nie byªby wtedy wcale równy 0,33 s, jakby si¦ mogªo
wydawa¢, ale znacznie krótszy. Obliczenie go zostawiamy Czytelnikowi.

Zadania

1. Wektor poªo»enia ciaªa ma nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne zale»ne od czasu r⃗ = [x(t),y(t)] ,
gdzie x(t) = −3t, y(t) = 4t − 5t2. Prosz¦ znale¹¢ wektor pr¦dko±ci i przy±pieszenia.
Jaka jest warto±¢ wektora poªo»enia, pr¦dko±ci i przy±pieszenia dla t = 2 s. Jaki k¡t
wyst¦puje pomi¦dzy wektorami pr¦dko±ci i przy±pieszenia po czasie t = 2 s?

2. Rowerzysta poruszaj¡cy si¦ ruchem jednostajnym pokonuje tras¦ w trzech etapach o
dªugo±ciach s1 = s2 = 4 km oraz s3 = 6 km. Z jak¡ szybko±ci¡ musiaª pokona¢ odcinek
s2, je±li pozostaªe odcinki pokonaª z szybko±ci¡ v1 = v3 = 22 km/h, a jego szybko±¢
±rednia na caªej trasie wyniosªa v±r = 20 km/h?
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3. Samolot leci na staªej wysoko±ci ze staª¡ pr¦dko±ci¡ równ¡ 800 km/h, najpierw do-
kªadnie na poªudnie przez 1,5 godz., nast¦pnie w kierunku poªudniowo-wschodnim
pod k¡tem 45◦ do poprzedniego przez 3 godz. Jakie jest przemieszczenie samolotu, a
jak¡ drog¦ pokonaª? Jaki jest ±redni wektor pr¦dko±ci samolotu i jego dªugo±¢?

4. Sprinter rusza z bloków startowych i do osi¡gni¦cia swojej maksymalnej pr¦dko±ci
przy±piesza ze staªym przy±pieszeniem. Ile ono wynosi, je±li rozp¦dzanie si¦ sprintera
odbywaªo si¦ na drodze 40 m i zaj¦ªo 6,7 s? Je±li od tego momentu biegacz utrzymuje
staª¡ pr¦dko±¢ (równ¡ swojej pr¦dko±ci maksymalnej), to jaki czas uzyska on w biegu
na 100 m?

2.3. Rzuty

Rzutem nazywamy ruch ciaªa w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi. Jedynym przy-
±pieszeniem, jakiego doznaje ciaªo jest przy±pieszenie grawitacyjne g ≈ 10 m/s2 (dokªadna
warto±¢ dla Polski wynosi 9,81 m/s2, ale w zadaniach b¦dziemy u»ywa¢ warto±ci zaokr¡-
glonej). Jest ono zawsze skierowane pionowo w dóª. Ka»dy z omawianych rodzajów rzutu
reprezentuje jeden z opisanych rodzajów ruchu zmiennego (Rysunek 2.2.). Niektóre rzuty
s¡ przykªadami ruchu w pªaszczy¹nie, a wi¦c zgodnie z tym, co dyskutowali±my w Rozdzia-
le 2.2., b¦dziemy traktowa¢ caªy ruch jako zªo»enie ruchu w kierunku osi x i y.

W zadaniach dot. rzutów najcz¦±ciej b¦dziemy chceli obliczy¢ takie wielko±ci �zyczne jak
czas rzutu, pr¦dko±¢ ko«cowa, wysoko±¢ maksymalna, zasi¦g, k¡t upadku na ziemi¦ itp.

2.3.1. Spadek swobodny

Jest to przykªad ruchu jednostajnie przyspieszonego z przy±pieszeniem grawitacyjnym
g bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Sytuacja jest zobrazowana na Rysunku 2.4.. Zgodnie z (2.8.)
równania ruchu w spadku swobodnym s¡ nast¦puj¡ce:{

v(t) = g t
s(t) = 1

2
g t2

(2.10.)

W oparciu o te równania wyliczymy teraz czas spadku oraz pr¦dko±¢ ko«cow¡, czyli tak¡,
z jak¡ ciaªo upada na ziemi¦. (Chodzi o pr¦dko±¢, jak¡ osi¡gnie ciaªo tu» przed momentem
zderzenia. Po upadku na ziemi¦ pr¦dko±¢ ciaªa jest oczywi±cie 0).
Aby obliczy¢ czas ruchu tr wystarczy zauwa»y¢, »e droga jak¡ ciaªo pokonuje w czasie ruchu
tr jest równa wysoko±ci h, z jakiej ciaªo spada. Mo»emy wi¦c napisa¢:

s(tr) = h ⇒ 1

2
g t2r = h ⇒ tr =

√
2h

g
(2.11.)

Maj¡c czas ruchu, ªatwo obliczymy pr¦dko±¢ ko«cow¡. Podstawimy t = tr do pierwszego
równania ukªadu (2.10.)

vk = v(tr) = g tr = g

√
2h

g
=
√

2gh (2.12.)
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Przykªady

1. Zadajmy sobie teraz pytanie, jak¡ pr¦dko±¢ b¦dzie miaªo ciaªo po czasie równym po-
ªowie caªkowitego czasu ruchu. Aby j¡ znale¹¢ wystarczy w (2.12.) podstawi¢ t = 1

2
tr:

v1/2 = v

(
1

2
tr

)
= g · tr

2
= g · 1

2

√
2h

g
=

√
gh

2

2. Jaka b¦dzie wysoko±¢ ciaªa po czasie t = 1
2
tr? Wysoko±¢ (poªo»enie ciaªa nad ziemi¡)

dla dowolnej chwili czasu tmo»emy obliczy¢ jako ró»nic¦ h−s(t) wysoko±ci pocz¡tkowej
i drogi pokonanej po czasie t.

h1/2 = h− s

(
1

2
tr

)
= h− 1

2
g ·
(
tr
2

)2

= h− 1

2
· g · 1

4
· 2h
g

= h− 1

4
h =

3

4
h

Pytali±my o wysoko±¢ ciaªa, a wi¦c jego poªo»enie wzgl¦dem osi y. Dlaczego wi¦c nie
wykorzysta¢ w tym zadaniu równania poªo»enia y(t) i za jego pomoc¡ obliczy¢ poªo-
»enie? Oczywi±cie mo»na to zrobi¢, co jest wr¦cz ªatwiejsze. Równanie poªo»enia y(t)
dla ciaªa w spadku swobodnym ma posta¢ (zgodn¡ z ogólnymi równaniami (2.9.)):

y(t) = h− 1

2
g t2 (2.13.)

�atwo zauwa»y¢, »e podstawiaj¡c teraz t = 1
2
tr otrzymujemy dokªadnie taki sam wynik.

Ogólnie, je±li pytamy o poªo»enie ciaªa w trakcie ruchu, naturalnym jest wykorzystanie
równa« poªo»enia. Co wi¦cej, jest to cz¦sto najprostsza droga do znalezienia wyniku.

3. Policzmy teraz, z jak¡ pr¦dko±ci¡ v1 spada ciaªo, gdy znajduje si¦ dokªadnie w poªowie
wysoko±ci pocz¡tkowej. Aby wykorzysta¢ pierwsze równanie z ukªadu (2.10.), musimy
najpierw znale¹¢ odpowiedni czas. Poªo»enie w poªowie wysoko±ci oznacza, »e ciaªo
przebyªo drog¦ s = 1

2
h, mo»emy wi¦c z drugiego równania ukªadu (2.10.) znale¹¢

potrzebny czas t1.

s(t1) =
1

2
h ⇒ 1

2
gt21 =

1

2
h ⇒ t1 =

√
h

g

Teraz pr¦dko±¢:

v1 = v(t1) = g ·

√
h

g
=
√
gh

Na koniec komentarz. Kinematyka spadku swobodnego mo»e ±miaªo posªu»y¢ do opisu
innych rodzajów ruchu jednostajnie przy±pieszonego bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Np. do opisu
zsuwania si¦ ciaªa z równi pochyªej bez tarcia lub ruchu ªadunku elektrycznego w polu
elektrycznym. W tych przypadkach trzeba oczywi±cie znale¹¢ odpowiednie przy±pieszenie,
jakiemu poddane jest ciaªo (co jest zadaniem dziaªu mechaniki zwanym dynamik¡), ale jest
to jedyna ró»nica.
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Rysunek 2.4.: Ilustracja rzutów pionowych.

2.3.2. Rzut pionowy do góry

Rzut pionowy w gór¦ jest przykªadem ruchu jednostajnie opó¹nionego do zatrzymania -
ciaªo, któremu nadajemy pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ hamuje w ruchu do góry, przy±pieszenie gra-
witacyjne jest opó¹nieniem w tym ruchu. W rezultacie ciaªo na pewnej wysoko±ci zatrzymuje
si¦. Co si¦ wtedy z nim dzieje? Zaczyna spada¢ swobodnie, co dyskutowali±my w poprzednim
paragra�e. Równania ruchu w rzucie pionowym do góry:{

v(t) = v0 − g t
s(t) = v0 t− 1

2
g t2

(2.14.)

Parametry rzutu pionowego, które nas najcz¦±ciej interesuj¡ to czas wznoszenia tw i
wysoko±¢ maksymalna hmax, na jak¡ rzucone ciaªo si¦ wzniesie. Bardzo ªatwo wyliczymy czas
wznoszenia - wystarczy, »e zauwa»ymy, »e po tym czasie ciaªo traci pr¦dko±¢ (zatrzymuje
si¦). W takim razie z równania na pr¦dko±¢ (2.14.) otrzymujemy:

v(tw) = 0 ⇒ v0 − g tw = 0 ⇒ tw =
v0
g

(2.15.)

Aby teraz znale¹¢ hmax wystarczy do równania na drog¦ wstawi¢ obliczony czas tw:

hmax = s(tw) = v0 ·
v0
g

− 1

2
g ·
(
v0
g

)2

=
v20
g

− v20
2g

=
v20
2g

(2.16.)

Otrzymany wzór (przy dowolnym przy±pieszeniu a) okre±la ogólnie drog¦ przebyt¡ przez cia-
ªo poruszaj¡ce si¦ ruchem jednostajnie opó¹nionym do zatrzymania, np. hamuj¡cego przed
skrzy»owaniem samochodu (por. z Przykªadem 2 z Podrozdziaªu 2.2.).

Zauwa»my, »e je±li przy pomocy wzoru (2.16.) wyrazimy pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ przez hmax, to
dostaniemy: v0 =

√
2ghmax, a wi¦c wzór taki jak (2.12.) okre±laj¡cy pr¦dko±¢ ko«cow¡ ciaªa
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w spadku swobodnym z wysoko±ci h. Wniosek z tego jest taki, »e je±li upu±cimy swobodnie
ciaªo z wysoko±ci hmax, to osi¡gnie ono ko«cow¡ pr¦dko±¢ równ¡ pr¦dko±ci pocz¡tkowej w
rzucie pionowym do góry ciaªa, które wzniesie si¦ na t¦ sam¡ wysoko±¢ hmax. A wi¦c oba
te przykªady rzutów s¡ dokªadnie swoimi odwrotno±ciami - s¡ symetryczne. W zwi¡zku z
tym, czasy spadku swobodnego i wznoszenia w rzucie pionowym do góry s¡ takie same. Po-
dobnie b¦dzie w przypadku rzutu uko±nego - czas wznoszenia i opadania ciaªa b¦d¡ sobie
równe. Taka sytuacja zachodzi jedynie wtedy, gdy pomijamy opory powietrza, co w naszych
zadaniach zawsze ma miejsce.

Przykªady

1. Chªopiec rzuca piªk¡ pionowo do góry i przed jej zªapaniem klaszcze w dªonie 5 razy.
Z jak¡ minimaln¡ pr¦dko±ci¡ musi wyrzuci¢ piªk¦, aby zd¡»y¢ j¡ zªapa¢? Czas jednego
kla±ni¦cia to 0,5 s.
Na wykonanie 5 kla±ni¦¢ chªopiec potrzebuje t = 5 · 0,5 s = 2,5 s. Taki co najmniej
musi by¢ wi¦c czas od chwili wyrzucenia piªki do jej powrotu na dóª. Zatem czas lotu
do góry (czas wznoszenia) tw b¦dzie o poªow¦ krótszy tw = 1

2
t = 1,25 s. Korzystamy

teraz ze wzoru (2.15.) na czas wznoszenia w rzucie pionowym i przeksztaªcamy go, aby
otrzyma¢ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡:

tw =
v0
g

⇒ v0 = g tw = 12,5 m/s

2. Jak¡ maksymaln¡ wysoko±¢ osi¡gnie ciaªo, które rzucono pionowo do góry, znajdzie si¦
na wysoko±ci h = 3 m po czasie t = 3 s.
W tym miejscu najwygodniej b¦dzie skorzysta¢ w równania poªo»enia y(t), które wy-
starczy rozwi¡za¢ ze wzgl¦du na v0 i nast¦pnie skorzysta¢ ze wzoru na hmax w rzucie
pionowym. y(t = 3 s) = 3m.

y(t) = v0 t−
1

2
g t2 ⇒ v0 =

y(t) + 1
2
gt2

t
= 16m/s

hmax =
v20
2g

= 12,8m

Czy ciaªo si¦ wtedy wznosi czy opada?
Aby rozstrzygn¡¢ t¦ kwesti¦, obliczmy czas wznoszenia dany wzorem (2.15.):

tw =
v0
g

= 1,6 s < 3 s

Zatem ciaªo po t = 3 s ruchu ju» opada. Co wi¦cej, t = 3 s < 2tw (czas trwania ruchu
jest wi¦kszy ni» 3 s), zatem ruch po 3 sekundach jeszcze trwa (zadanie ma sens).

3. Rzucony pionowo do góry kamie« wzniósª si¦ na wysoko±¢ h = 3,2 m. Z jak¡ pr¦dko±ci¡
go wyrzucono?
Korzystamy ze wzoru (2.16.), który przeksztaªcamy aby obliczy¢ v0

hmax =
v20
2g

⇒ v0 =
√
2ghmax = 8m/s
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W kolejnym eksperymencie wyrzucono do góry kamie« z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ v0, a po
czasie ∆t = 0,5 s wyrzucono drugi kamie« te» z pr¦dko±ci¡ v0. Prosz¦ obliczy¢ po jakim
czasie i na jakiej wysoko±ci dojdzie do zderzenia oraz jakie b¦d¡ wtedy szybko±ci obu
kamieni.
Skoro po pewnym czasie dojdzie do zderzenia, to oba kamienie znajd¡ si¦ na tej samej
wysoko±ci. Wobec tego wygodnie b¦dzie u»y¢ równa« poªo»enia i dla dla pewnego czasu
porówna¢ poªo»enia obu kamieni, z czego uda si¦ wyznaczy¢ czas do zderzenia.

y1(t) = v0 t− 1
2
g t2

y2(t) = v0(t−∆t)− 1
2
g (t−∆t)2

Taki zapis równa« oznacza, »e czas zaczynamy mierzy¢ od chwili wyrzucenia kamienia
pierwszego. �atwo sprawdzi¢, »e dla t = ∆t poªo»enie kamienia 2 jest zero, wi¦c zgodnie
z tre±ci¡ zadania jest on dopiero wyrzucany. Je±li po czasie t = tzd nast¡pi zderzenie,
to:

y1(tzd) = y2(tzd) ⇒ v0tzd −
1

2
gt2zd = v0tzd − v0∆t−

1

2
gt2zd + gtzd∆t−

1

2
g(∆t)2

tzd =
v0
g

+
1

2
∆t = 1,05 s

Od razu zauwa»my, »e w chwili zderzenia pierwszy kamie« ju» opadaª - wynika to
cho¢by z powy»szego wzoru, gdzie wyra»enie v0/g jest przecie» czasem wznoszenia w
rzucie pionowym, a tzd jest wi¦ksze o skªadnik ∆t/2. tw = v0/g = 0,8 s. Po drugie, tak
wynika z logiki, je±li oba kamienie zostaªy wyrzucone z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡, to spotkaj¡
si¦ dopiero, gdy pierwszy ju» opada.

Teraz, maj¡c czas do zderzenia (liczony od chwili wyrzucenia pierwszego kamienia),
jeste±my w stanie ju» wszystko policzy¢. Wysoko±¢, na jakiej dojdzie do zderzenia:

hzd = y1(tzd) = v0 tzd −
1

2
g t2zd = 2,9m

Pr¦dko±ci obu kamieni:
v1(tzd) = || pr¦dko±¢ w spadku swobodnym po tzd − tw || = g · (tzd − tw) = 2,5 m/s
v1(tzd) = || pr¦dko±¢ w rzucie pionowym po tzd −∆t || = g · (tzd −∆t) = 5,5 m/s

Zadania

1. Prosz¦ sprawdzi¢, »e rzeczywi±cie czasy spadku swobodnego z wysoko±ci h i wznoszenia
w rzucie pionowym do góry z pr¦dko±ci¡ v0 =

√
2gh s¡ takie same.

2. Prosz¦ napisa¢ równania poªo»enia w rzucie pionowym do góry i na ich podstawie
obliczy¢, po jakim czasie ciaªo wzniesie si¦ na wysoko±¢ y = 1

2
hmax.

3. Rzucony pionowo do góry kamie« wzniósª si¦ na wysoko±¢ h = 7,2 m. Z jak¡ pr¦dko±ci¡
go wyrzucono? W kolejnym eksperymencie wyrzucono kamie« z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡,
a po czasie ∆t = 0,7 s z wysoko±ci h = 7,2 m puszczono swobodnie drugi kamie«.
Prosz¦ obliczy¢ po jakim czasie i na jakiej wysoko±ci dojdzie do zderzenia oraz jakie
b¦d¡ wtedy szybko±ci obu kamieni.
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2.3.3. Rzut pionowy w dóª

Tym razem mamy do czynienia z ruchem jednostajnie przy±pieszonym z pr¦dko±ci¡ po-
cz¡tkow¡. Równania ruchu w tym przypadku sa nast¦puj¡ce:{

v(t) = v0 + g t
s(t) = v0 t+

1
2
g t2

(2.17.)

Aby znale¹¢ czas rzutu musimy rozwi¡za¢ równanie kwadratowe:

s(tr) = h ⇒ v0 tr +
1

2
g t2r = h ⇒ tr =

−v0 ±
√
v20 + 2gh

g
(2.18.)

Rozwi¡zanie ze znakiem '−' musimy pomin¡¢, poniewa» czas nie mo»e by¢ ujemny. Co wi¦cej,
wyra»enie pod pierwiastkiem jest wi¦ksze ni» v20, a wi¦c rozwi¡zanie ze znakiem '+' jest na
pewno dodatnie. Zatem czas ruchu w rzucie pionowym w dóª wynosi:

tr =
−v0 +

√
v20 + 2gh

g
(2.19.)

Pr¦dko±¢ ko«cowa:

vk = v(tr) = v0 + g ·
√
v20 + 2gh− v0

g
=
√
v20 + 2gh (2.20.)

Kªad¡c v0 = 0 mo»emy sprawdzi¢, »e otrzymamy tr i vk takie jak dla spadku swobodnego.

2.3.4. Rzut poziomy

W przypadku rzutu poziomego mamy do czynienia z ruchem w dwóch wymiarach (patrz:
Rysunek 2.5.). Uªo»ymy wi¦c dwie pary równa« ruchu - osobno w kierunku x i y. Wzdªu»
osi y ciaªo posiada przy±pieszenie g zwrócone w dóª, nie ma natomiast skªadowej pionowej
pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Pr¦dko±¢ pocz¡tkowa v0 jest skierowana poziomo (st¡d nazwa rzutu).
Zatem wzdªu» osi y mamy do czynienia z ruchem jednostajnie przy±pieszonym z przy±pie-
szeniem g bez v0, czyli spadkiem swobodnym. W kierunku osi x z kolei nie mamy »adnego
przy±pieszenia, wi¦c pr¦dko±¢ ciaªa si¦ nie zmienia i zawsze wynosi v0. A zatem jest to ruch
jednostajny. Mo»emy teraz napisa¢ równania ruchu wzdªu» obu kierunków:

X :

{
vx(t) = v0
s(t) = v0 t

Y :

{
vy(t) = g t
s(t) = 1

2
g t2

(2.21.)

Znajdziemy teraz wzory na czas ruchu, pr¦dko±¢ ko«cow¡, k¡t, pod jakim ciaªo upadnie na
ziemi¦ i zasi¦g rzutu.

Czas ruchu obliczymy dokªadnie tak jak w przypadku spadku swobodnego - zauwa»ymy,
»e w kierunku pionowym ciaªo przebyªo drog¦ równ¡ wysoko±ci h, z jakiej je wyrzucono.

Y : s(tr) = h ⇒ 1

2
g t2r = h ⇒ tr =

√
2h

g
(2.22.)
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Pr¦dko±¢ ko«cowa b¦dzie miaªa dwie skªadowe - vkx oraz vky, przy czym pr¦dko±¢ vkx = v0,
bo w kierunku x ruch jest jednostajny. Pr¦dko±¢ vky liczymy te» tak samo jak w przypadku
spadku swobodnego:

Y : vky = vy(tr) = g tr = g

√
2h

g
=
√

2gh (2.23.)

Ostatecznie, pr¦dko±¢ ko«cow¡ vk znajdziemy z tw. Pitagorasa:

vk =
√
v2kx + v2ky =

√
v20 + 2gh (2.24.)

Zauwa»my, »e jest to wynik taki sam jak w przypadku rzutu pionowego w dóª. Jednak wektor
v⃗k jest tym razem zorientowany pod pewnym k¡tem α do podªo»a. Znajd¹my przykªadowe
funkcje trygonometryczne tego k¡ta:

tgα =
vky
vkx

=

√
2gh

v0
cosα =

vkx
vk

=
v0√

v20 + 2gh
sinα =

vky
vk

=

√
2gh√

v20 + 2gh
(2.25.)

Zasi¦g rzutu z de�niujemy jako drog¦ pokonan¡ w kierunku osi poziomej po czasie ruchu.
Skorzystamy wi¦c z równa« dla skªadowej x:

X : z = s(tr) = v0 tr = v0 ·

√
2h

g
(2.26.)

Poniewa» mamy do czynienia z ruchem w pªaszczy¹nie, zasadnym jest zapyta¢ o tor
ruchu w rzucie poziomym. Aby otrzyma¢ równanie y(x) krzywej, po której porusza si¦ ciaªo,
musimy napisa¢ równania poªo»enia. Do opisania poªo»enia ciaªa na pªaszczy¹nie w dowolnej
chwili t wystarcz¡ nam dwa równania - x(t) oraz y(t):

x(t) = v0 t
y(t) = h− 1

2
g t2

(2.27.)

�eby znale¹¢ równanie y(x) musimy wyeliminowa¢ z równa« zmienn¡ t. Mo»emy np. wyzna-
czy¢ t z pierwszego równania (t = x/v0) i wstawi¢ do drugiego. Otrzymujemy wówczas:

y(x) = h− 1

2
g ·
(
x

v0

)2

= h− g x2

2v0
(2.28.)

Torem ruchu ciaªa w rzucie poziomym jest wi¦c parabola. Szybko mo»emy si¦ teraz prze-
kona¢, »e jest to poprawny wynik. Po pierwsze, wspóªczynnik przy x2 jest ujemny, a wi¦c
parabola jest zwrócona ramionami w dóª. Po drugie, wspóªrz¦dna p = −b/a wierzchoªka
paraboli jest zero, co te» si¦ zgadza z Rysunkiem 2.5. i przyj¦tym przez nas ukªadem wspóª-
rz¦dnych.

Przykªady
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1. Jak¡ minimaln¡ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ trzeba nada¢ kamieniowi, aby rzucony poziomo
z 1. pi¦tra przeleciaª przez pªot o wysoko±ci h = 2 m. Pi¦tro znajduje si¦ na wysoko±ci
h1 = 3 m, rami¦ rzucaj¡cego h2 = 1,5 m nad podªog¡, a odlegªo±¢ budynku od pªotu
to d = 10 m.
Proponujemy to zadanie rozwi¡za¢ u»ywaj¡c równa« poªo»enia.

x(t) = v0 t, y(t) = H − 1

2
g t2

gdzie H = h1 + h2 = 4,5 m jest wysoko±ci¡ pocz¡tkow¡ kamienia. Rozwa»my sytu-
acj¦ graniczn¡, gdy kamie« tra�a w wierzchoªek pªotu. Znajdziemy wtedy pr¦dko±¢
minimaln¡ - aby kamie« przeleciaª ponad pªotem, potrzebna b¦dzie oczywi±cie wi¦ksza
pr¦dko±¢. W chwili zderzenia, kamie« znajdzie si¦ w poªo»eniu x(tzd) = d, y(tzd) = h, co
jest poªo»eniem wierzchoªka pªotu. Zapisuj¡c wi¦c ukªad tych dwóch równa« mo»emy
obliczy¢ dwie niewiadome - czas do uderzenia i pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡.

{
v0 tzd = d
H − 1

2
g t2zd = h

⇒

{
tzd =

d
v0

H − 1
2
g ·
(

d
v0

)2
= h

⇒

v0 =
√

gd2

2(H−h)
= 14m/s

tzd =
√

2(H−h)
g

= 0,71 s

2. Z jakiej wysoko±ci nale»y wyrzuci¢ poziomo z pr¦dko±ci¡ v0 ciaªo, aby uderzyªo o ziemi¦
pod k¡tem α = 60◦?
Wykorzystamy jedn¡ za zale»no±ci (2.25.) na k¡t uderzenia ciaªa o ziemi¦. Np.

tgα =

√
2gh

v0
⇒ h =

v20 tg
2α

2g
=

3v20
2g

Rysunek 2.5.: Ilustracja rzutów w pªaszczy¹nie.
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2.3.5. Rzut uko±ny

Rzut uko±ny równie» rozpatrujemy w rozbiciu na dwa kierunki x i y. W kierunku po-
ziomym ciaªo porusza si¦ ruchem jednostajnym z pr¦dko±ci¡ v0x (patrz Rysunek 2.5.). W
kierunku pionowym w pierwszej cz¦±ci mamy do czynienia z rzutem pionowym do góry z
pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ v0y, a w drugiej - ze spadkiem swobodnym z wysoko±ci hmax. W
pierwszej kolejno±ci jednak, nale»y rozªo»y¢ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ v0 na dwie skªadowe:

v0x = v0 cosα
v0y = v0 sinα

(2.29.)

Zapiszmy teraz równania ruchu w rzucie uko±nym. Napiszemy dwie pary równa« - dla ruchu
jednostajnego w kierunku x oraz rzutu pionowego w kierunku osi y. Wykorzystujemy w
ten sposób fakt, »e ruch w dóª po osi¡gni¦ciu wysoko±ci maksymalnej jest symetrycznym
odbiciem ruchu w gór¦. W zwi¡zku z tym czas ruchu i droga w kierunku poziomym b¦d¡ w
obu przypadkach takie same.

X :

{
vx(t) = v0x = v0 cosα
s(t) = v0x t = v0 cosα t

Y :

{
vy(t) = v0y − g t = v0 sinα− g t
s(t) = v0y t− 1

2
g t2 = v0 sinα t− 1

2
g t2

(2.30.)

Parametrami, które s¡ interesuj¡ce w rzucie uko±nym s¡ czas ruchu, wysoko±¢ maksymal-
na oraz zasi¦g. Caªkowity czas ruchu jest dwukrotnie wi¦kszy od czasu wznoszenia tr = 2tw.
Czas wznoszenia policzymy przyrównuj¡c skªadow¡ pionow¡ pr¦dko±ci vy(tw) do zera:

vy(tw) = 0 ⇒ v0 sinα− g tw = 0 ⇒ tw =
v0 sinα

g
⇒ tr =

2v0 sinα

g
(2.31.)

Teraz ªatwo policzymy maksymaln¡ wysoko±¢ - kªad¡c t = tw do równania na drog¦ w
kierunku y.

Y : hmax = s(tw) = v0 sinα · v0 sinα
g

− 1

2
g ·
(
2v0 sinα

g

)2

=
v20 sin

2 α

2g
(2.32.)

Zasi¦g jest równy drodze przebytej w kierunku osi x po caªkowitym czasie ruchu t = tr.

X : z = s(tr) = v0 cosα · 2v0 sinα
g

=
v20 sin(2α)

g
(2.33.)

gdzie wykorzystali±my to»samo±¢ trygonometryczn¡: 2 sinα cosα = sin(2α).

Zapiszemy teraz równania poªo»enia ciaªa w rzucie uko±nym. Znów bazujemy na ogólnej
postaci równa« (2.9.).

x(t) = v0 cosα t
y(t) = v0 sinα t− 1

2
g t2

(2.34.)

Mo»na pokaza¢ (zostawiamy to jako ¢wiczenie), »e równanie toru w rzucie uko±nym jest
nast¦puj¡ce:

y(x) = xtgα− g

2v20 cos
2 α

x2 (2.35.)
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Przykªady

1. Sprawdzimy teraz, dla jakiego k¡ta zasi¦g w rzucie uko±nym jest maksymalny.
Pami¦tamy wzór na zasi¦g w funkcji k¡ta (2.33.). Aby znale¹¢, dla jakiego argumentu
funkcja osi¡ga warto±¢ najwi¦ksz¡ (lub najmniejsz¡) wystarczy przyrówna¢ pierwsz¡
pochodn¡ tej funkcji do zera. Dyskutowali±my to w Rozdziale 1.

z′(α) =
2v20 cos(2α)

g
= 0 ⇔ cos(2α) = 0 ⇔ 2α = 90◦ ⇔ α = 45◦

Zatem wyrzut ciaªa pod k¡tem 45◦ do poziomu daje najwi¦kszy zasi¦g rzutu. Zapewne
kulomioci i oszczepnicy to wiedz¡ :-).

2. B¦dziemy chcieli wykaza¢, »e zasi¦gi rzutów uko±nych dla k¡tów α i (90◦ − α) s¡ sobie
równe przy tej samej pr¦dko±ci pocz¡tkowej.
Równie» skorzystamy ze wzoru (2.33.) na zasi¦g. Interesuje nas tylko, czy zmienia si¦
wyra»enie sin(2α) przy zamianie α na (90− α).

sin (2(90◦ − α)) = sin (180◦ − 2α) = sin(2α)

Zasi¦gi s¡ wi¦c równe. W ostatniej równo±ci skorzystali±my z trygonometrycznych wzo-
rów redukcyjnych (przy wyra»eniu (180◦−α) funkcja nie przechodzi w ko-funkcj¦, sinus
w drugiej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych jest dodatni).

Czy równie» czasy s¡ równe?
W tym przypadku korzystamy ze wzoru (2.31.) na czas ruchu, gdzie wyst¦puje funkcja
sinα, w odró»nieniu od sin(2α) we wzorze na zasi¦g. sin(90◦ − α) = cosα, poniewa»
przy redukcji o 90◦ funkcja zmienia si¦ w ko-funkcj¦. Zatem czasy nie s¡ równe, o ile
k¡t nie wynosi 45◦. (Ogólnie sinα ̸= cosα.) Rzut pod wi¦kszym k¡tem trwa dªu»ej.

Zadania

1. Rzucone poziomo ciaªo osi¡gn¦ªo ziemi¦ po czasie t = 10 s. Z jakiej wysoko±ci i z
jak¡ pr¦dko±ci¡ wyrzucono ciaªo? Prosz¦ spróbowa¢ wyprowadzi¢ odpowiednie wzory
z równa« ruchu.

2. Ciaªo A wyrzucono uko±nie po k¡tem α = 45◦ z pr¦dko±ci¡ v0 = 3 m/s. Z jakiej
wysoko±ci musiaªo zosta¢ rzucone poziomo ciaªo B z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡, je±li zasi¦gi
obu ciaª byªy takie same? Prosz¦ spróbowa¢ wyprowadzi¢ odpowiednie wzory z równa«
ruchu.

3. Prosz¦ wykaza¢, »e torem ruchu w rzucie uko±nym jest parabola zwrócona ramionami
w dóª (równanie 2.35.).

4. Pod jakim k¡tem nale»y ustawi¢ wyrzutni¦ pocisków, którym nadawana jest pr¦dko±¢
v0 = 120 m/s, aby tra�¢ w obiekt oddalony o d = 1 km umieszczony na wysoko±ci
h = 100 m nad horyzontem? Dla jakiej maksymalnej wysoko±ci h1 pocisk mo»e tra�¢
obiekt?
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2.4. Ruch po okr¦gu

Ruch po okr¦gu jest przykªadem ruchu krzywoliniowego. Je±li wybierzemy ukªad odnie-
sienia w ±rodku okr¦gu, to matematyczny opis ruchu ciaªa b¦dzie prosty - poªo»enie ciaªa
dane jest wektorem wodz¡cym o staªej dªugo±ci (równej promieniowi okr¦gu), zataczaj¡cym
okr¡g. W takim razie wygodnie b¦dzie de�niowa¢ poªo»enie ciaªa poprzez k¡t zataczany
przez wektor wodz¡cy, mierzony od jakiego± ustalonego poªo»enia pocz¡tkowego. Do opisu
ruchu punktu materialnego po okr¦gu, a tak»e ruchu obrotowego bryªy sztywnej, u»ywa si¦
wielko±ci kinematycznych �k¡towych�. Zamiast mówi¢ o poªo»eniu x(t), mówimy o poªo»eniu
k¡towym θ(t). Jednostk¡ k¡ta w ukªadzie SI jest radian (rad). Podobnie de�niujemy pr¦dko±¢
k¡tow¡ ω (w odró»nieniu od pr¦dko±ci liniowej) oraz przy±pieszenie k¡towe ε (w odró»nieniu
od przy±pieszenia). Poni»ej podajemy de�nicje tych wielko±ci i ich jednostki

ω = dθ
dt

[ω] = rad/s

ε⃗ = dω⃗
dt

[ ε ] = rad/s2
(2.36.)

Pr¦dko±¢ k¡towa i przy±pieszenie k¡towe s¡ wielko±ciami wektorowymi. Ich kierunki pokry-
waj¡ si¦. Je±li ponadto zwroty s¡ zgodne, mamy do czynienia z ruchem przy±pieszonym po
okr¦gu. Gdy zwroty s¡ przeciwne, ruch jest opó¹niony. Poªo»enie k¡towe nie jest wektorem,
dlatego pierwszego wyra»enia z (2.36.) nie zapisujemy wektorowo. Mo»emy tak zrobi¢, je±li
potraktujemy k¡t θ jako k¡t skierowany (o zadanym kierunku, np. zgodnie z kierunkiem
ruchu wskazówek zegara). Wtedy kierunek wektora ω⃗ wynika z zasady prawej dªoni (albo
±ruby prawoskr¦tnej) i jest zwi¡zany z kierunkiem k¡ta skierowanego θ⃗. Wektory ε⃗ i ω⃗ s¡
zawsze prostopadªe do pªaszczyzny okr¦gu, a ich punkt przyªo»enia jest w ±rodku okr¦gu.

Pr¦dko±¢ k¡tow¡, szczególnie w kontek±cie ruchu jednostajnego po okr¦gu, nazywamy
cz¦sto±ci¡ i dla ka»dego ruchu okresowego (ruch po okr¦gu jest ruchem okresowym) mo»emy
powi¡za¢ z okresem T i cz¦stotliwo±ci¡:

ω =
2π

T
oraz ω = 2πf (2.37.)

gdzie: okres T jest czasem trwania jednego peªnego okr¡»enia (obrotu), a cz¦stotliwo±¢ f to
ilo±¢ obrotów na jednostk¦ czasu.

Dla krzywoliniowego ruchu jednostajnie zmiennego (ze staªym przy±pieszeniem k¡towym)
de�niujemy równania ruchu, analogicznie do równa« (2.8.) w przypadku ruchu post¦powego.

ω(t) = ω0 ± ε t

θ(t) = ω0 t± 1
2
ε t2

(2.38.)

Znaki dobieramy podobnie jak dla ruchu post¦powego, tzn. '+' dotyczy ruchu przy±pieszo-
nego, '−' dotyczy ruchu opó¹nionego.

Okazuje si¦, »e istniej¡ zwi¡zki pomi¦dzy pr¦dko±ci¡ liniow¡ a k¡tow¡ oraz przy±piesze-
niem stycznym a k¡towym. S¡ to zwi¡zki wektorowe nast¦puj¡cej postaci:

v⃗ = ω⃗ × r⃗ v = ω r, dla ∠(ω⃗,r⃗) = 90◦

a⃗s = ε⃗× r⃗ as = ε r, dla ∠(ε⃗,r⃗) = 90◦
(2.39.)
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gdzie r⃗ jest wektorem wodz¡cym punktu na okr¦gu (jego dªugo±¢ jest równa promieniowi
okr¦gu). W przypadku ruchu obrotowego bryªy sztywnej (dyskutowanego w Rozdziale 3.6.)
powy»sze relacje zachodz¡ tylko dla przypadku ruchu bez po±lizgu.

Rysunek 2.6.: Ruch po okr¦gu - wektory pr¦dko±ci k¡towej i przy±pieszenia k¡towego, oraz
wektor pr¦dko±ci i skªadowe przy±pieszenia liniowego.

Przykªady

1. Wirnik silnika elektrycznego w chwili wyª¡czenia wykonywaª 600 obr./min. Chcemy
znale¹¢ opó¹nienie k¡towe i ilo±¢ obrotów wirnika do zatrzymania, je±li nast¡piªo ono
po czasie tz = 2 min.
Ilo±¢ obrotów (na sekund¦, minut¦ itd.) jest to po prostu cz¦stotliwo±¢ (wyra»ona w
hercach, czyli 1/s). Znamy wi¦c cz¦stotliwo±¢ pocz¡tkow¡ w ruchu obrotowym wirnika
do zatrzymania, a wi¦c i cz¦sto±¢ pocz¡tkow¡ ω0 = 2πf0. Z równa« ruchu obrotowe-
go opó¹nionego (2.38.), a konkretnie z warunku na ω(tz) = 0 znajdziemy opó¹nienie
k¡towe.

ω(tz) = 0 ⇒ ω0 − ε tz = 0 ⇒ ε =
ω0

tz
=

2πf0
tz

= 0,52 1/s2

Ilo±¢ obrotów znajdziemy maj¡c caªkowity k¡t zatoczony przez wirnik w czasie tz i
dziel¡c go przez miar¦ k¡ta peªnego.

θc = θ(tz) = ω0 tz −
1

2
ε t2z = πf0tz ⇒ Nobr =

πf0tz
2π

=
f0tz
2

= 600 obr.

2. Ile obrotów na sekund¦ wykonuje tylne koªo roweru, gdy my kr¦cimy pedaªami 5 razy
w ci¡gu sekundy, je±li promie« przedniej z¦batki to 8 cm, a tylnej - 2 cm? Z jak¡ liniow¡
pr¦dko±ci¡ jedzie wtedy rower, którego koªa maj¡ rozmiar 28"?
Mechanizm przenoszenia nap¦du w rowerze jest prosty: tylne koªo jest nap¦dzane za
pomoc¡ ªa«cucha, który ª¡czy z¦batk¦ przedni¡, sprz¦»on¡ z pedaªami, z z¦batk¡ tyl-
n¡, sprz¦»on¡ z tylnym koªem. �ródªem nap¦du jest oczywi±cie czªowiek, który obraca
pedaªami. To jak szybko jedziemy, zale»y od przeªo»enia, czyli ile razy szybciej obróci
si¦ koªo pod wpªywem jednego obrotu pedaªami. W zadaniu pytaj¡ wªa±nie o to prze-
ªo»enie. �a«cuch ª¡cz¡cy obie z¦batki zapewnia to, »e pr¦dko±ci liniowe na obwodach
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obu z¦batek s¡ sobie równe i równe pr¦dko±ci liniowej ka»dego z ogniw ªa«cucha. Tak
samo dziaªaj¡ pasy transmisyjne w maszynach rolniczych czy paski klinowe w osprz¦cie
silnika samochodowego. Skoro pr¦dko±ci liniowe maj¡ by¢ równe, zapiszemy:

vt = vp ⇒ ωtrt = ωprp ⇒ ωt = ωp
rp
rt

gdzie oznaczyli±my cz¦sto±ci z¦batki przedniej/tylnej przez ωp/ωt oraz promienie z¦ba-
tek przez rp/rt. Stosunek promieni nazwiemy wªa±nie przeªo»eniem. Znaj¡c cz¦stotli-
wo±¢ obrotu pedaªów fp, a wi¦c tak»e cz¦stotliwo±¢ obrotu przedniej z¦batki (przednia
tarcza jest sprz¦»ona z pedaªami) obliczymy ωp = 2πfp. Zatem cz¦stotliwo±¢ obrotu
tylnego koªa:

ft =
ωt

2π
=
ωp

2π

rp
rt

= fp
rp
rt

= 20 obr./s

Poniewa» przeªo»enie, dane stosunkiem promieni z¦batek, jest równe 4, to cz¦stotliwo±¢
obrotu tylnego koªa jest 4-razy wi¦ksza ni» cz¦stotliwo±¢ obrotu pedaªów. Teraz, znaj¡c
ft i zakªadaj¡c ruch koªa bez po±lizgu (por. Rysunek 3.10. i dyskusja w Rozdziale
3.6.4.), mo»emy znale¹¢ pr¦dko±¢ liniow¡ ±rodka masy tylnego koªa, a wi¦c i pr¦dko±¢
roweru:

v0 = ωtR = 2π ft
D

2
= πDfp

rp
rt

= 17,6 m/s = 63,4 km/h

Mamy wi¦c do czynienia raczej z kolarzem szosowym ni» turyst¡ ;-).

Zadania

1. Koªo zamachowe o ±rednicy D = 80 cm wykonuje ruch obrotowy z cz¦stotliwo±ci¡
fD = 1000 obr./min. Jaka jest pr¦dko±¢ liniowa punktów na obwodzie koªa, a jaka w
poªowie promienia?

2. Koªo z poprzedniego zadania ª¡czymy pasem z innym koªem o ±rednicy d = 20 cm.
Prosz¦ obliczy¢ cz¦stotliwo±¢ obrotu drugiego koªa. Uwaga. Je±li dwa koªa poª¡czone
s¡ pasem, to punkty na obwodach obu kóª musz¡ mie¢ jednakow¡ pr¦dko±¢ liniow¡.

3. W czasie t = 10 s jeste±my w stanie rozkr¦ci¢ koªo rowerowe (uniesione w powietrze)
do cz¦stotliwo±ci f = 5 obr./s. Jaka jest wtedy pr¦dko±¢ liniowa punktów na obwodzie
koªa. Z jakim przy±pieszeniem k¡towym koªo byªo rozkr¦cane?

4. �opaty ±migªowca w momencie wyª¡czenia zapªonu wykonywaªy 2000 obr/min. Je±li
zatrzymaªy si¦ caªkowicie po 10 min, to jakie byªo opó¹nienie k¡towe w tym ruchu.
Ile obrotów jeszcze wykonaªo ±migªo z ªopatami? Jakiego przy±pieszenia stycznego
doznawaªy czubki ªopat o dªugo±ci 3 m? Ile wynosiªo caªkowite przy±pieszenie liniowe
czubków ªopat na tu» po wyª¡czeniu zapªonu? Porównaj warto±ci przy±piesze« z g.

5. Pr¦dko±¢ k¡towa wiruj¡cego wokóª wªasnej osi walce o promieniu r jest funkcj¡ zale»n¡
od czasu ω(t) = 2− 3t2. Znajd¹ zale»no±¢ przy±pieszenia stycznego i do±rodkowego od
czasu dla punktu na obwodzie walca. Dla jakiej chwili czasu t warto±ci tych przy±piesze«
s¡ sobie równe?
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Rozdziaª 3.

Dynamika

Dynamika jest dziaªem �zyki, który zajmuje si¦ badaniem przyczyn ruchu, tzn. sk¡d wzi¦-
ªo si¦ przy±pieszenie (lub przy±pieszenie k¡towe), powoduj¡ce, »e ciaªo porusza si¦ ruchem
zmiennym. Sprowadza si¦ to zazwyczaj do zde�niowania wypadkowych siª (lub momentów
siª) dziaªaj¡cych na ciaªo. Podstaw¡ dynamiki s¡ 3 zasady dynamiki podane przez Newtona.
Od ich podania zaczniemy niniejszy rozdziaª. Wcze±niej jednak zde�niujmy poj¦cie siªy.

Siªa jest wektorow¡ wielko±ci¡ �zyczn¡, stanowi¡c¡ miar¦ oddziaªywa« mi¦dzy ciaªami.
Mówimy, »e ciaªo A jest ci¡gni¦te siª¡ o danej warto±ci i w danym kierunku. Taka informacja
jest dla nas wystarczaj¡ca, »eby rozstrzygn¡¢, czy ciaªo b¦dzie przy±piesza¢, czy w ogóle ru-
szy z miejsca, jak¡ pr¦dko±¢ osi¡gnie itd. (je±li znamy ew. inne warunki). Ponadto jeste±my
w stanie porównywa¢ miar¦ ró»nych oddziaªywa«.

Siªa wypadkowa jest wektorow¡ sum¡ wszystkich siª dziaªaj¡cych na ciaªo: F⃗w =
∑

i F⃗i.
W szczególno±ci, je±li wszystkie siªy dziaªaj¡ w jednym kierunku, sum¦ wektorow¡ zast¦pu-
jemy zwykª¡ sum¡ algebraiczn¡ (ze znakami) - tzn. siªy w wybranym kierunku traktujemy
jako dodatnie, a przeciwne do nich jako ujemne. Je±li jaka± siªa zorientowana jest pod pew-
nym k¡tem do wybranego kierunku (wybranego ukªadu odniesienia), to rozkªadamy j¡ na
skªadowe.

3.1. Zasady dynamiki

I zasada dynamiki

Je»eli na ciaªo nie dziaªaj¡ »adne siªy lub dziaªaj¡ce siªy si¦ równowa»¡, to ciaªo
pozostaje w spoczynku lub porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Mo»emy to zapisa¢ wzorem:(
F⃗ = 0 lub

∑
i

F⃗i = 0

)
⇒ (v⃗ = 0 lub v⃗ = const) (3.1.)

Przypadek z ruchem jednostajnym prostoliniowym dotyczy sytuacji, gdy ciaªo miaªo ju»
wcze±niej pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡. I zasada mówi, »e pr¦dko±¢ ta jako wektor si¦ nie zmienia,
je±li speªniony jest wspomniany warunek.

I zasad¦ stosujemy zawsze, gdy mamy do czynienia z sytuacj¡, »e ciaªo jest w spoczynku
lub nie zmienia swojej pr¦dko±ci. Natychmiast mamy wtedy informacj¦ o siªach - musz¡ si¦
równowa»y¢, zatem siªa wypadkowa jest zero.
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II zasada dynamiki

Je±li na ciaªo dziaªa niezrównowa»ona siªa wypadkowa, to ciaªo ma przy±pie-
szenie wprost proporcjonalne do wektora siªy wypadkowej i odwrotnie propor-
cjonalne do masy ciaªa, zgodnie ze wzorem:

a⃗ =
F⃗w

m
(3.2.)

II zasada b¦dzie przez nas u»ywana bardzo cz¦sto. Dzi¦ki niej, znaj¡c siª¦ wypadkow¡ Fw,
b¦dziemy w stanie okre±li¢ przy±pieszenie ciaªa a. Cz¦sto b¦dziemy zapisywa¢ równowa»n¡
posta¢ II zasady, de�niuj¡c warto±¢ siªy wypadkowej Fw = m · a.

Chocia» wzór (3.2.) b¦dzie dla nas w zupeªno±ci wystarczaj¡cy, to jednak musimy mie¢
±wiadomo±¢, »e nie jest on najogólniejszym sformuªowaniem II zasady dynamiki. Uogólniona
II zasada dynamiki brzmi: Wyst¦powanie niezrównowa»onej siªy wypadkowej powo-
duje zmian¦ p¦du ciaªa w czasie i mo»e by¢ zapisana przy pomocy wzoru:

F⃗w =
dp⃗

dt
(3.3.)

P¦d jest wektorow¡ wielko±ci¡ �zyczn¡ zde�niowan¡ w pó¹niejszym Podrozdziale 3.7. wzorem
(3.20.). Zauwa»my, »e je»eli masa rozpatrywanego ciaªa jest staªa w czasie (we wszystkich
naszych problemach tak b¦dzie), to pochodna po czasie dp⃗

dt
= d

dt
(mv⃗) = mdv⃗

dt
= ma⃗, co jest

równowa»ne de�nicji (3.2.).

III zasada dynamiki

Je»eli ciaªo A dziaªa na ciaªo B siª¡ F⃗AB, to ciaªo B dziaªa na ciaªo A siª¡ F⃗BA

o tej samej warto±ci i przeciwnym zwrocie.

Innymi sªowy F⃗AB = −F⃗BA. Zasad¦ t¦ nazywa si¦ cz¦sto zasad¡ akcji-reakcji. Wykorzystamy
t¦ zasad¦ np. w sytuacji, gdy b¦dziemy opisywa¢ ruch ciaªa po pªaskim podªo»u (lub równi
pochyªej), gdzie powiemy, »e siªa nacisku ciaªa na podªo»e (lub równi¦) jest równowa»ona
przez siª¦ reakcji podªo»a (równi). Wówczas, zgodnie z I zasad¡, w kierunku prostopadªym
do podªo»a (równi) ciaªo nie b¦dzie si¦ porusza¢. Zazwyczaj takiej szczegóªowej analizy nie
b¦dziemy jawnie przeprowadza¢ - przyjmiemy j¡ po prostu niejako w pami¦ci.
Mo»emy te» wypowiedzie¢ nieco inaczej tre±¢ III zasady dynamiki: siªy wewn¦trzne ukªadu
si¦ zawsze znosz¡ (równowa»¡) - np. siªy naci¡gów nierozci¡gliwych lin w ukªadach bloczków.

3.2. Równia pochyªa

Równia pochyªa jest modelem �zycznym zbudowanym z pªaskiej powierzchni nachylonej
do poziomu pod pewnym k¡tem. Jest to jedna z maszyn prostych (obok d¹wigni, kr¡»ka,
prasy hydraulicznej itd.). Podstawowym parametrem de�niuj¡cym równi¦ pochyª¡ jest k¡t
nachylenia równi do podªo»a. Czasem w zadaniach jest te» wa»na wysoko±¢ równi. Na Ry-
sunku 3.1. przedstawiono ukªad siª wyst¦puj¡cych dla równi, w szczególno±ci rozkªad siªy
ci¦»ko±ci Q⃗ na skªadow¡ równolegª¡ Q⃗1 i prostopadª¡ Q⃗2 do równi.

Spróbujmy teraz obliczy¢ przy±pieszenie ciaªa z Rysunku 3.1.. Wystarczy tylko znale¹¢
wypadkow¡ siª¦ dziaªaj¡c¡ na ciaªo i zapisa¢ II zasad¦ dynamiki.

Fw = Q1 ⇒ ma = mg sinα ⇒ a = g sinα (3.4.)
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Rysunek 3.1.: Schemat równi pochyªej i ukªad siª.

Skªadowa Q⃗2 jest równowa»ona przez siª¦ reakcji równi F⃗r, wi¦c obu tych siª nie uwzgl¦dniamy
w sile wypadkowej (znosz¡ si¦). Bardziej precyzyjnie: równia reaguje na nacisk ze strony
klocka. Rol¦ siªy nacisku peªni w tym przypadku skªadowa Q⃗2.

Przykªady

1. Ciaªo zsuwa si¦ z równi pochyªej o k¡cie nachylenia α = 30◦ bez tarcia. Wysoko±¢ równi
to h = 2 m. Ile czasu zajmie ciaªu ruch do ko«ca równi?
Policzyli±my przed chwil¡, »e przy±pieszenie ciaªa zsuwaj¡cego si¦ bez tarcia z równi
wynosi a = g sinα. Ruch ciaªa na równi jest ruchem jednostajnie przy±pieszonym bez
pr¦dko±ci pocz¡tkowej. W tym ruchu ciaªo pokonuje drog¦ równ¡ dªugo±ci równi w
czasie ruchu tr. Dªugo±¢ równi s = h

sinα
(zgodnie z oznaczeniami na Rysunku 3.1.).

Czas znajdziemy z równania na drog¦:

s(tr) =
1

2
a t2r ⇒ tr =

√
2s

a
=

√
2h

g sin2 α
=

1

sinα

√
2h

g

Zauwa»my, »e czas zsuwania z równi bez tarcia jest 1
sinα

-dªu»szy (sinα ≤ 1) ni» czas
spadku swobodnego z wysoko±ci h (por. ze wzorem (2.11.)).

Jak¡ pr¦dko±¢ uzyska ciaªo u doªu równi?
Tym razem u»yjemy wzoru na pr¦dko±¢ w ruchu jednostajnie przy±pieszonym:

vk = v(tr) = a tr = g sinα · 1

sinα

√
2h

g
=
√
2gh

Zatem pr¦dko±¢ ciaªa u doªu równi jest sama jak w przypadku wzoru (2.12.) na pr¦dko±¢
ko«cow¡ w spadku swobodnym.

2. Ciaªu nadajemy szybko±¢ pocz¡tkow¡ v0 = 10 m/s, z któr¡ ciaªo zaczyna ruch bez
tarcia w gór¦ równi o k¡cie nachylenia α = 45◦. Jak wysoka mo»e by¢ równia, aby ciaªo
nie spadªo z równi (nie przeleciaªo poza ni¡)?
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Znowu, zaczynamy od znalezienia przy±pieszenia dziaªaj¡cego na ciaªo. W tym przy-
padku b¦dzie to opó¹nienie, bo siªa wypadkowa dziaªa przeciwnie do wektora pr¦dko±ci
pocz¡tkowej v0.

Fw = Q1 ⇒ a = g sinα

Ciaªo porusza si¦ ruchem jednostajnie opó¹nionym do zatrzymania. Drog¦ przebyt¡
w tym ruchu znale¹li±my podczas omawiania rzutu pionowego do góry, albo ruchu
opó¹nionego do zatrzymania (samochód na ±wiatªach). Wynosi ona:

s =
v20
2a

=
v20

2g sinα

Znaj¡c drog¦ s, czyli maksymaln¡ dªugo±¢ równi i k¡t nachylenia równi do poziomu,
obliczymy wysoko±¢ równi:

h = s sinα =
v20

2g sinα
· sinα =

v20
2g

= 5m

A wi¦c jest to wysoko±¢ maksymalna, na jak¡ wzniesie si¦ ciaªo rzucone pionowo do
góry z pr¦dko±ci¡ v0.

W powy»szych dwóch przykªadach pokazali±my jak podobny jest ruch ciaªa na równi
pochyªej bez tarcia do spadku swobodnego i rzutu pionowego do góry, co przejawia si¦ w
podobnych lub takich samych wzorach kinematycznych. Jedyn¡ ró»nic¡ w przypadku równi
pochyªej jest to, ze ciaªo oprócz ruchu w pionie, przemieszcza si¦ tak»e w poziomie, st¡d np.
czas ruchu na równi jest dªu»szy, a ruch odbywa si¦ z mniejszym przy±pieszeniem.

3.3. Ukªad ciaª poª¡czonych linami

Schemat ukªadu ciaª poª¡czonych przedstawia Rysunek 3.2.. Ukªad taki stanowi kilka
ciaª poª¡czonych lin¡, co sprawia, »e wszystkie ciaªa ukªadu poruszaj¡ si¦ z jednakowym
przy±pieszeniem. Problem dotyczy zazwyczaj dwóch sytuacji: ukªad ciaª na poziomej po-
wierzchni i zwisaj¡cych (po jednej lub obu stronach) - rys. po lewej, oraz bloczek, przez
który przewieszona jest lina a do niej zaczepione ciaªa - rys. po prawej. Mo»emy te» sobie
wyobrazi¢ sytuacj¦, gdy ciaªa umieszczono po dwóch stronach podwójnej równi pochyªej
(o k¡tach α i β) itd. Wa»ne jest tu zaªo»enie dot. liny, która musi by¢ nierozci¡gliwa, tzn.
przenosi¢ oddziaªywanie jednego ciaªa na drugie bez zmian siªy, i niewa»ka, tzn. nie posia-
da¢ masy. Z takim zaªo»eniem mamy do czynienia prawie zawsze. Co wi¦cej, takie zaªo»enie
gwarantuje, »e naci¡gi wzdªu» tej samej liny, ale przyªo»one do ró»nych ciaª s¡ takiej samej
warto±ci. Dodatkowo w przypadku gdy lina jest przewieszona przez bloczek (kr¡»ek), cz¦sto
dla uproszczenia pomija si¦ tak»e wpªyw ruchu obrotowego bloczka. Tak¡ ogólniejsz¡ sytu-
acj¦ b¦dziemy równie» rozpatrywa¢ w rozdziale dot. bryªy sztywnej.

Rozwi¡zanie problemu ciaª poª¡czonych podlega pewnemu schematowi, który tutaj przed-
stawimy. Sytuacja dotyczy 3 ciaª poª¡czonych jak na Rysunku 3.2. po lewej. Schemat roz-
wi¡zania jest nast¦puj¡cy:

1. Robimy rysunek, na którym oznaczamy wszystkie siªy dziaªaj¡ce na ciaªa ukªadu (ci¦-
»ar, naci¡g liny, tarcie, ...). To jest najwa»niejsze! ;-)
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Rysunek 3.2.: Ciaªa poª¡czone linami: dwie przykªadowe realizacje problemu.

2. Wybieramy kierunek ruchu ukªadu (w lewo lub prawo) - najcz¦±ciej na podstawie
oceny, która ze zwisaj¡cych mas jest ci¦»sza. Je±li zwisa tylko jedna masa, sprawa jest
oczywista. Ogólnie jednak, wybór ten nie rzutuje na rozwi¡zanie. Najwy»ej mo»e si¦
okaza¢, »e warto±¢ przy±pieszenia wyjdzie ujemna, co oznacza tylko, »e kierunek ruchu
ciaª jest przeciwny do przyj¦tego przez nas na pocz¡tku. My przyjmiemy m1 > m3,
zatem ruch ukªadu w lew¡ stron¦.

3. Zapisujemy II zasad¦ dynamiki dla ka»dego z ciaª ukªadu. Przyjmujemy dodatni¡ war-
to±¢ siª w kierunku ruchu, a ujemn¡ - w kierunku przeciwnym. W naszym przypadku
b¦dzie tak: 

m1a = m1g −N
m2a = N −N ′

m3a = N ′ −m3g
(3.5.)

Ci¦»ar masy m2 nie wpªywa na ruch ukªadu (dziaªa prostopadle do kierunku ruchu i
jest równowa»ony przez reakcj¦ podªo»a), o ile nie wyst¦puje tarcie.

4. Dostali±my ukªad trzech równa« na trzy niewiadome a,N,N ′. Powy»szy ukªad najwy-
godniej jest rozwi¡za¢ dodaj¡c wszystkie równania stronami. Zyskamy wtedy to, »e
naci¡gi si¦ znios¡ (maj¡ przeciwne znaki) i od razu znajdziemy przy±pieszenie ukªadu.

(m1 +m2 +m3)a = m1g −m3g ⇒ a =
m1 −m3

m1 +m2 +m3

g (3.6.)

W tego typu zadaniach naci¡gi (ile by ich nie byªo) zawsze si¦ znosz¡! Wynika to z III
zasady dynamiki (siªy naci¡gów s¡ siªami wewn¦trznymi).

5. Teraz, maj¡c a mo»emy wykorzysta¢ np. równanie 1 i równanie 3 z ukªadu (3.5.), »eby
znale¹¢ naci¡gi lin:

N = m1g −m1a = m1g − m2
1−m1m3

m1+m2+m3
g = m1(m2+2m3)

m1+m2+m3
g

N ′ = m3a+m3g =
m1m3−m2

3

m1+m2+m3
g +m3g =

m3(2m1+m2)
m1+m2+m3

g

(3.7.)
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3.4. Wa»ne przykªady siª

3.4.1. Siªa tarcia

Siªa tarcia jest miar¡ zjawiska tarcia, czyli oporu, jakiego doznaje ciaªo ze strony oto-
czenia, np. podªo»a. Tarcie utrudnia ruch ciaªa wzgl¦dem podªo»a, czasem mówimy tak»e,
»e tarcie przeciwdziaªa ruchowi ciaªa. Bardziej precyzyjne okre±lenia tarcia, a tak»e wzory
okre±laj¡ce jego warto±¢, wymagaj¡ rozró»nienia, o jakie tarcie nam chodzi. Wyró»niamy 2
podstawowe rodzaje tarcia. Wektor i warto±¢ siª tarcia b¦dziemy oznacza¢ jako T .

Tarcie kinetyczne
Wyst¦puje, gdy ciaªo przemieszcza si¦ wzgl¦dem podªo»a (lub innego ciaªa). Nazywamy

je czasem tak»e tarciem po±lizgowym lub suwnym. Jego kierunek jest przeciwny do wektora
pr¦dko±ci ciaªa, a mówi¡c ±ci±lej: tarcie kinetyczne ma zwrot przeciwny do wzgl¦dnej pr¦d-
ko±ci ciaªa wzgl¦dem podªo»a (lub innego ciaªa). Na schematach przykªadamy wektor tarcia
kinetycznego (a tak»e statycznego) do ciaªa w pobli»u punktu styku z podªo»em. Wektor
tarcia jest równolegªy do powierzchni styku (w przypadku punktu styku - do pªaszczyzny
stycznej). Warto±¢ siªy tarcia kinetycznego Tk de�niujemy jako iloczyn siªy nacisku Fn i
wspóªczynnika tarcia kinetycznego fk (oznaczanego te» czasem µk), który jest bezwymiaro-
wy:

Tk = fk Fn (3.8.)

Rol¦ siªy nacisku peªni najcz¦±ciej ci¦»ar (lub jego skªadowa), ale nie zawsze. Czasem jest to
siªa zewn¦trzna lub bezwªadno±ci, a tak»e inne siªy. Zwracamy na to uwag¦ w Przykªadach.
Tarcie kinetyczne przeciwdziaªa ruchowi (utrudnia go), powoduj¡c np. rozpraszanie energii
w ukªadzie. W tym sensie mówimy, »e jest to siªa dyssypacyjna - rozpraszaj¡ca energi¦, co
b¦dziemy dokªadniej dyskutowa¢ podczas omawiania zasady zachowania energii.

Tarcie statyczne
Wyst¦puje w sytuacji, gdy ciaªo jeszcze nie jest wprawione w ruch, ale jaki± czynnik (np.

siªa zewn¦trzna) ten ruch wymusza. Gdy chcemy przesun¡¢ po podªo»u jaki± obiekt (np.
szaf¦ po podªodze) i przykªadamy zewn¦trzn¡ siª¦, pojawia si¦ siªa tarcia statycznego, prze-
ciwdziaªaj¡ca sile zewn¦trznej. W efekcie obiekt si¦ nie porusza, chocia» przyªo»ono do niego
siª¦ zewn¦trzn¡. W tym sensie mo»emy powiedzie¢, »e tarcie statyczne nie ma staªej warto±ci,
ale si¦ zmienia. Jest równe sile zewn¦trznej i ma przeciwny do niej zwrot. Ruch ciaªa zaczyna
si¦ po przekroczeniu maksymalnej warto±ci tarcia statycznego, która wynosi:

Ts,max = fsFn (3.9.)

gdzie fs jest bezwymiarowym wspóªczynnikiem tarcia statycznego.
O tarciu statycznym mówimy czasem, »e przeciwdziaªa po±lizgowi ciaªa - uniemo»liwia ruch
±lizgowy ciaªa wzgl¦dem podªo»a (lub innego ciaªa). W tym sensie tarcie statyczne mo»e
mie¢ bardzo po»¡dany wpªyw na ruch ciaª, powoduj¡c np. toczenie bez po±lizgu kóª naszego
samochodu na ±liskiej nawierzchni, lub umo»liwiaj¡c nam chodzenie. W przypadku toczenia
(bez po±lizgu) tarcie statyczne wyst¦puje, chocia» samo ciaªo si¦ porusza. Nie wyst¦puje
jednak po±lizg mi¦dzy punktem styku ciaªa z podªo»em a podªo»em.

Przywoªuj¡c w my±li przykªad z prób¡ przesuni¦cia szafy, szybko skojarzymy, »e ªatwiej
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utrzyma¢ ruch szafy ni» j¡ w ruch wprawi¢. W zwi¡zku z tym prawdziwy jest wniosek, »e
fs ≳ fk. Tak rzeczywi±cie jest w przypadku doskonaªej wi¦kszo±ci materiaªów. fk oraz fs
s¡ staªymi materiaªowymi, typowymi dla rodzaju dwóch stykaj¡cych si¦ powierzchni (np.
guma-asfalt, drewno-beton, metal-lód itd.). Wspóªczynnik tarcia (kinetycznego i statyczne-
go) nie zale»y od: (i) masy ciaªa naciskaj¡cego, (ii) wielko±ci powierzchni styku ciaª, (iii)
pr¦dko±ci ciaªa (dotyczy fk).

W podej±ciu niektórych autorów podr¦czników do �zyki, tarcie statyczne zawsze okre±la
si¦ wzorem Ts = fsFn, a wspóªczynnik fs nie jest wówczas staªy i zmienia si¦ wraz ze wzro-
stem siªy zewn¦trznej. Wyró»nia si¦ wówczas graniczny (maksymalny) wspóªczynnik tarcia
statycznego, fs,max, który jest stablicowany. My jednak b¦dziemy uwa»a¢, »e tarcie statycz-
ne ma zupeªnie inny charakter ni» tarcie kinetyczne, i zmienia si¦ ono proporcjonalnie do
przykªadanej siªy zewn¦trznej, a» do osi¡gni¦cia pewnej granicznej warto±ci siªy, dla której
de�niuje si¦ wspóªczynnik tarcia statycznego (fs = Ts,max/Fn).

Na koniec nale»y wyja±ni¢, »e natura tarcia nie jest do ko«ca poznana i nie dysponujemy
satysfakcjonuj¡c¡ i prost¡ teori¡ tarcia. Wspóªczynniki fk i fs cz¦sto wyznacza si¦ ekspery-
mentalnie. Z pewno±ci¡ tarcie jest zjawiskiem mikroskopowym i mo»emy je rozumie¢ jako
efekt oddziaªywania punktów styku chropowatych powierzchni ciaªa i podªo»a. Oczywi±cie z
jednej strony zmniejszamy tarcie wygªadzaj¡c obie powierzchnie (redukuj¡c chropowato±¢),
z drugiej jednak bardzo dokªadnie wypolerowane powierzchnie tr¡cych o siebie ciaª wykazuj¡
wi¦ksze wspóªczynniki tarcia - oddziaªuj¡cych ze sob¡ na bardzo bliskiej odlegªo±ci fragmen-
tów powierzchni (atomów) jest po prostu wi¦cej, skutkiem czego tarcie ro±nie.

Przykªady

1. Ciaªo zsuwa si¦ z równi o nachyleniu α = 30◦. Prosz¦ znale¹¢ przy±pieszenie ciaªa, je±li
wspóªczynnik tarcia (kinetycznego) wynosi f = 0,2?
Ciaªo zsuwa si¦ w dóª równi, wi¦c siªa tarcia b¦dzie zwrócona w gór¦. Rol¦ siªy nacisku
peªni skªadowa Q2 ci¦»aru. Tarcie wynosi T = fQ2. W takim razie na siª¦ wypadkow¡
skªadaj¡ si¦ przeciwnie zwrócone siªy Q⃗1 i T⃗ :

Fw = Q1−T ⇒ ma = mg sinα− fmg cosα ⇒ a = g(sinα− f cosα) ≈ 3,3m/s2

W zadaniach, w których mamy do czynienia z ruchem wyst¦puje zawsze tarcie kine-
tyczne, wi¦c nie b¦dziemy dodatkowo oznacza¢ wspóªczynnika tarcia przez fk, a po
prostu przez f .

2. Przy jakim najmniejszym k¡cie ciaªo b¦dzie si¦ zsuwa¢ z równi pochyªej, je±li wspóª-
czynnik tarcia (kinetycznego) wynosi f?
Wykorzystajmy wynik poprzedniego przykªadu. W granicznym przypadku (gdy ciaªo
jeszcze si¦ nie zsuwa, ale za chwil¦ zacznie) mo»emy przyrówna¢ przy±pieszenie ciaªa
do zera:

a = g(sinα− f cosα) = 0 ⇒ tgαmin = f

Zatem, aby ciaªo mogªo si¦ zsuwa¢ z równi, k¡t musi by¢ taki, aby jego tangens byª
wi¦kszy od wspóªczynnika tarcia kinetycznego. Inn¡ sytuacj¡ jest, gdy ciaªo spoczywa
na równi i chcemy je dopiero wprawi¢ w ruch. Wtedy musimy pokona¢ maksymalne
tarcie statyczne. K¡t graniczny wynosi tgα′

min = fs,max. Poniewa» fs,max > f (mamy
na my±li f = fk), to k¡t graniczny α′

min > αmin - znowu, trudniej ciaªo jest wprawi¢ w
ruch ni» ruch podtrzyma¢.
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3. Jaka musi by¢ warto±¢ siªy F , któr¡ dociskamy ksi¡»k¦ do ±ciany, aby ta nie spadªa,
je±li wspóªczynnik tarcia ksi¡»ki o ±cian¦ wynosi µ?
Mamy tutaj do czynienia z sytuacj¡, kiedy rol¦ siªy nacisku peªni nie ci¦»ar, a inna
siªa. Mianowicie siªa dociskaj¡ca ksi¡»k¦ do ±ciany F . Zatem siªa tarcia ma warto±¢
T = µF (jest to tarcie statyczne). Jest ona zwrócona do góry, bo ciaªo �chce� spada¢
w dóª. Zatem II zasada dynamiki mówi nam, »e:

ma = Q1 − T = mg − µF

Aby ksi¡»ka nie spadªa, siªa wypadkowa musi by¢ zero, sk¡d znajdujemy warto±¢ po-
szukiwanej siªy F :

mg − µF = 0 ⇒ F =
mg

µ

4. Chªopiec ci¡gnie pod gór¦ sanki za sznurek skierowany pod k¡tem β = 30◦ do stoku
góry, który z kolei jest nachylony pod k¡tem α = 20◦ do poziomu. Ile wynosi siªa, z
jak¡ chªopiec ci¡gnie sanki, je±li wspóªczynnik tarcia wynosi f = 0,2, a masa sanek jest
równa m = 20 kg? Przyjmij, »e chªopiec porusza si¦ ruchem jednostajnym.
Po pierwsze musimy rozªo»y¢ wszystkie siªy na skªadowe. Nazwijmy siª¦, z jak¡ chªopak
ci¡gnie sanki F . Nie robimy rysunku, ale zgodnie z wytycznymi zadania skªadowe siª
maj¡ posta¢:
Q1 = mg sinα - skªadowa ±ci¡gaj¡ca ci¦»aru.
Q2 = mg cosα - skªadowa dociskaj¡ca ci¦»aru.
F1 = F cos β - skªadowa równolegªa siªy F do równi.
F2 = F sin β - skªadowa prostopadªa siªy F do równi, skierowana w gór¦.
Na siª¦ nacisku skªadaj¡ si¦ siªy Q2 oraz F2, zwrócone przeciwnie, obie prostopadªe do
równi. Zatem tarcie wynosi (zakªadamy oczywi±cie, »e mimo wszystko ciaªo dociska do
równi, sk¡d Q2 > F2):

T = f(Q2 − F2) = f(mg cosα− F sin β)

Teraz zapiszemy II zasad¦ dynamiki i znajdziemy siª¦ wypadkow¡ dziaªaj¡c¡ na sanki.

Fw = F1 −Q1 − T = F cos β −mg sinα− fmg cosα + f F sin β

Z tre±ci zadania wiemy, »e sanki poruszaj¡ si¦ ruchem jednostajnym, zatem I zasada
dynamiki natychmiast mówi nam, »e wypadkowa siªa musi si¦ równa¢ zero. Wobec
tego, z powy»szego zapisu dostajemy warto±¢ siªy F , z jak¡ chªopiec ci¡gnie sanki:

Fw = 0 ⇒ F =
mg(sinα + f cosα)

cos β + f sin β
= 109,7N

Jaki wynik otrzymamy, je±li pominiemy tarcie?
Wystarczy w powy»szym wzorze poªo»y¢ f = 0. Mamy wtedy:

F =
mg sinα

cos β
= 79N

5. W ukªadzie przedstawionym na Rysunku 3.3. znamy k¡t nachylenia α do poziomu oraz
wspóªczynnik tarcia f mi¦dzy powierzchni¡ równi a ciaªem m1. Mas¦ kr¡»ka i nici oraz
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tarcie w kr¡»ku zaniedbujemy. Dla jakiego stosunku mas m2/m1 ukªad pozostaje w
spoczynku?
Mamy do czynienia z ukªadem mas poª¡czonych linami, a wi¦c skorzystamy ze sche-
matu przedstawionego w Rozdziale 3.3. Musimy tylko znale¹¢ siªy dziaªaj¡ce na ciaªa
m1 i m2. Zakªadamy pocz¡tkowo, »e ukªad porusza si¦ w prawo, aby ustali¢ znaki siª.
Zapisujemy ukªad równa« i znajdujemy przy±pieszenie:{

m1a = N −m1g sinα− fm1g cosα
m2a = m2g −N

⇒ a =
m2 −m1(sinα− f cosα)

m1 +m2

g

Poniewa» chcemy, aby ukªad pozostawaª w spoczynku, przy±pieszenie ciaªa musi by¢
zero, sk¡d dostajemy warunek na stosunek mas:

a = 0 ⇒ m2

m1

= sinα + f cosα

A co by byªo gdyby±my zaªo»yli ruch w lewo? Wtedy zapisaliby±my:
m1a = m1g sinα−N − fm1g cosα
m2a = N −m2g
a = 0

⇒ m2

m1

= sinα− f cosα

Otrzymali±my inny wynik! Jak to jest mo»liwe. Zauwa»my, »e przy zmianie kierunku
ruchu (potencjalnego) zmieniªy si¦ zwroty wszystkich siª, z wyj¡tkiem tarcia. Tarcie jest
przeciwnie zwrócone do kierunku ruchu (czyli kierunku a). W obu ukªadach równaniach
powy»ej jest z minusem. Który wynik jest wi¦c poprawny? Oba. To, który wybra¢,
zale»y od relacji mas - je±li m2 > m1(sinα + f cosα), to ruch b¦dzie w lewo, je±li
m2 < m1(sinα− f cosα), to ruch b¦dzie w prawo. Zauwa»my, »e w przedziale (sinα−
f cosα) < m2

m1
< (sinα + f cosα) ruch w ogóle jest niemo»liwy. Ukªad zawsze b¦dzie

w spoczynku. Ponadto, musi by¢ sinα − f cosα > 0, aby stosunek mas byª dodatni.
Z tej nierówno±ci wynika znany nam warunek na k¡t graniczny na równi: tgα > f .
Prawdziwe jest nast¦puj¡ce spostrze»enie:
UWAGA! W zadaniach na ukªad ciaª poª¡czonych z tarciem, po otrzymaniu wyniku
a < 0 nie wystarczy zmiana znaku, trzeba napisa¢ nowy ukªad równa« i na nowo go
rozwi¡za¢.

Rysunek 3.3.: Ilustracja do zadania z bloczkiem i równi¡.

Zadania

1. Z równi pochyªej o k¡cie nachylenia α = 30◦ zsuwa si¦ klocek, który w czasie t = 1,7 s
pokonaª caª¡ jej dªugo±¢ s = 90 cm. Prosz¦ znale¹¢ wspóªczynnik tarcia klocka o równi¦.
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2. Z pr¦dko±ci¡ v0 popychamy klocek w gór¦ równi o k¡cie nachylenia α. Jaka musi by¢
jej wysoko±¢, »eby klocek nie spadª z równi (nie przeleciaª równi)? Wspóªczynnik tarcia
wynosi f .

3. Dwa ciaªa o masachM1 iM2 le»¡ce na stole poª¡czono linami mi¦dzy sob¡ i ze zwisaj¡-
cymi po obu stronach stoªu ciaªamim1 im2 odpowiednio. Prosz¦ znale¹¢ przy±pieszenie
ukªadu uwzgl¦dniaj¡c tarcie o wspóªczynniku f .

4. Rozwa»my ukªad podobny do tego na Rysunku 3.3., w którym masa m2 nie zwisa, ale
le»y na drugim zboczu równi o k¡cie β. Tarcie pomijamy. Jaki musi by¢ k¡t β, aby
ukªad poruszaª si¦ ruchem jednostajnym w prawo. Przyjmij dane: m1 = 2m2, α = 15◦.

3.4.2. Siªa do±rodkowa

Siªa do±rodkowa dziaªa na ka»de ciaªo w ruchu krzywoliniowym, w szczególno±ci po okr¦-
gu. Jest ona proporcjonalna do przy±pieszenia do±rodkowego, a wi¦c na podstawie (2.5.)
zapiszemy jej de�nicj¦:

F⃗d = ma⃗d Fd = mad =
mv2

r
= mω2r (3.10.)

W ostatnim przej±ciu skorzystali±my ze zwi¡zku (2.39.) pr¦dko±ci liniowej i k¡towej w ruchu
po okr¦gu. Zgodnie z de�nicj¡, kierunek siªy do±rodkowej jest zawsze do ±rodka krzywizny
(okr¦gu). Wektor siªy do±rodkowej jest przyczyn¡, dla której ciaªo porusza si¦ po okr¦gu.
Rol¦ F⃗d mog¡ peªni¢ ró»ne siªy, np. siªa grawitacji lub Coulomba (o sile grawitacji dysku-
tujemy w Rozdziale 5.). Je±li jakakolwiek siªa ma cechy siªy do±rodkowej (jest prostopadªa
do toru ruchu, w kierunku ±rodka krzywizny), to mo»emy opowiedzie¢, »e ona peªni rol¦ siªy
przyci¡gaj¡cej.
W nast¦pnym rozdziale poznamy poj¦cie siªy od±rodkowej, która jest tzw. siª¡ bezwªadno±ci.
Jest ona równa co do warto±ci sile do±rodkowej, ale ma przeciwny zwrot.

Przykªady

1. Z jak¡ cz¦stotliwo±ci¡ musi wirowa¢ karuzela, aby siªa do±rodkowa dziaªaj¡ca na pasa-
»era o masie 70 kg karuzeli byªa równa jego ci¦»arowi? �rednica karuzeli to d = 3 m.
Wykorzystamy de�nicj¦ siªy do±rodkowej:

Fd = Q ⇒ mω2d

2
= mg ⇒ ω =

√
2g

d
⇒ f =

1

2π

√
2g

d
= 0,41Hz

Wynik oczywi±cie nie zale»y od masy.

2. Koralik nawleczono na drucik zwini¦ty w okr¡g o promieniu R, który ustawiono w
pªaszczy¹nie pionowej i wprawiono w ruch wirowy wokóª pionowej osi. Koralik wytr¡-
cono z poªo»enia równowagi, wi¦c wychyliª si¦ o k¡t φ. Jak k¡t φ zale»y od cz¦stotliwo±ci
wirowania drucianego koªa ω?
Na Rysunku 3.4. przedstawiamy sytuacj¦ �zyczn¡ i rysujemy wszystkie siªy. Na koralik
dziaªaj¡ 3 siªy: siªa grawitacji Q = mg, siªa do±rodkowa Fd = mω2r, gdzie r jest odle-
gªo±ci¡ koralika od osi obrotu (w szczególno±ci, ogólnie r ̸= R), siªa reakcji ze strony
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druciku Fr, której nie znamy (nie musimy). W sytuacji, gdy koralik jest wychylony o
k¡t φ i nie odchyla si¦ ju» bardziej (ani nie obni»a), porusza si¦ on po okr¦gu ze staª¡
szybko±ci¡. Jedyn¡ (wypadkow¡) siª¡ jest wtedy siªa do±rodkowa. Innymi sªowy: kora-
lik ju» nie opada w dóª, wi¦c siªa grawitacji jest równowa»ona przez skªadow¡ pionow¡
reakcji (spójrz na rysunek), wi¦c mo»emy napisa¢, »e

Q = Fr cosφ oraz Fd = Fr sinφ

Rysunek 3.4.: Ilustracja do zadania z koralikiem (siªy w ukªadzie inercjalnym).

Odlegªo±¢ r od osi obrotu, potrzebna do okre±lenia siªy Fd, jest równa: r = R sinφ (na
podstawie rysunku: odcinek r jest przyprostok¡tn¡ trójk¡ta prostok¡tnego, naprzeciw
k¡ta ostrego φ, a R jest przeciwprostok¡tn¡). W takim razie:

mω2R sinφ =
mg

cosφ
sinφ ⇒ cosφ =

g

ω2R

Nale»y skomentowa¢, »e dokonali±my rozwi¡zania w tzw. ukªadzie inercjalnym odnie-
sienia. Wi¦cej o tym w nast¦pnym podrozdziale.

3.4.3. Siªa oporu

Wwielu zagadnieniach kinematyki i dynamiki cz¦sto pomijamy wpªyw na ruch ciaª o±rod-
ka, w którym ten ruch zachodzi. Rozwa»amy przypadki wyidealizowane. Rzeczywi±cie opór
o±rodka bywa cz¦sto pomijalnie maªy, a z drugiej strony jest do±¢ trudny do uwzgl¦dnienia.
W rzeczywistych przypadkach nale»y go jednak uwzgl¦dnia¢. �atwo sobie wyobrazi¢, »e n a
ruch spadochroniarza z otwart¡ czasz¡ spadochronu siªa oporu ze strony powietrza jest bar-
dzo du»a i w zasadniczej mierze determinuje ona ruch skoczka. Z kolei w przypadku spadku
maªej, ci¦»kiej kulki w polu grawitacyjnym, opó powietrza odgrywa mniejsz¡ rol¦.

Miar¡ oporu ze strony o±rodka na ruch ciaª jest siªa oporu, która zale»y od pr¦dko±ci
i jest przeciwnie skierowana do wektora pr¦dko±ci (czyli kierunku ruchu, podobnie jak siªa
tarcia). Cz¦sto dyskutuje si¦ siª¦ tarcia jako przykªad siªy oporu, co jest prawd¡. W tym
skrypcie po±wi¦camy sile oporu zale»nej od pr¦dko±ci osobny podrozdziaª. Fakt zale»no±ci
siª oporu (np. powietrza) ªatwo zauwa»y ka»dy, kto je¹dzi na rowerze; im szybciej jedziemy,
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tym bardziej �wiatr� rozwiewa nam wªosy, czy uderza silniej w twarz (chodzi tu oczywi±cie
o tzw. wiatr pozorny). Siª¦ oporu zde�niujemy nast¦puj¡co:

F⃗op = −bv⃗, Fop = −bv (3.11.)

gdzie staªa b oznacza tzw. wspóªczynnik oporu. Mo»e on zale»e¢ od wielu czynników, takich
jak wielko±¢/ksztaªt/opªywowo±¢ obiektu, g¦sto±¢ i rodzaj o±rodka, jego lepko±¢ itd. W kolej-
nych cz¦±ciach skryptu b¦dziemy bardziej szczegóªowo dyskutowa¢ opór hydrodynamiczny,
gdzie te zale»no±ci poka»emy. Znak minus w powy»szym wzorze (zapisany tak»e dla relacji
mi¦dzy warto±ci¡ siªy, a warto±ci¡ pr¦dko±ci) oznacza, »e siªa jest przeciwnie skierowana do
wektora pr¦dko±ci.

Podobnie jak tarcie, tak i opór o±rodka jest zjawiskiem, które �zyka opisuje bardziej
fenomenologicznie ni» teoretycznie. Dlatego cz¦sto mówi si¦, »e zale»no±¢ siªy od pr¦dko-
±ci w pierwszej pot¦dze dotyczy niewielkich pr¦dko±ci. Przy wi¦kszych pr¦dko±ciach ruchu
ciaª, siªa oporu mo»e zale»e¢ od drugiej, a nawet trzeciej pot¦gi pr¦dko±ci (tak przyjmuje si¦
np. w kontek±cie ruchu bolidów wy±cigowych, czy rakiet). Wrócimy do tej kwestii pó¹niej,
teraz ograniczymy nasze rozwa»ania do zale»no±ci danej wzorem 3.11.. II zasada dynamiki
z uwzgl¦dnieniem siªy oporu prowadzi do równania, które staje si¦ trudne do rozwi¡zania.
Rozwa»my prosty przykªad ruchu pod wpªywem staªej siªy F⃗ (np. grawitacji) i jednocze±nie
z oporem F⃗op. Dodatkowo zaªó»my ruch wzdªu» prostej (wszystkie wektory le»¡ na wspólnej
prostej). Siªa wypadkowa wynosi:

F⃗w = F⃗ + F⃗op = F⃗ − bv⃗, ma = F − bv (3.12.)

Z równania tego wynika, »e przy±pieszenie ciaªa zale»y od pr¦dko±ci. Pierwszy raz spotykamy
si¦ z tak¡ zale»no±ci¡. Powoduje ona, »e równanie 3.12. staje si¦ trudnym do rozwi¡zania
równaniem ró»niczkowym: przypomnijmy sobie, »e przy±pieszenie jest pochodn¡ pr¦dko±ci
po czasie (wzór 2.3.), u nas: a = dv

dt
, zatem poszukiwana pr¦dko±¢ jako zale»no±¢ od czasu,

v(t), wyst¦puje w tym równaniu w postaci pochodnej (st¡d nazwa: równanie ró»niczkowe).
Oczywi±cie w pewnych przypadkach, równanie to daje si¦ rozwi¡za¢ stosunkowo nietrudno
(spróbujemy w Przykªadach).

Przykªady

1. Ustal wielko±¢ tzw. pr¦dko±ci granicznej vgr skoczka spadochronowego, na którego pod-
czas spadku w powietrzu, oprócz siªy ci¦»ko±ci, dziaªa tak»e siªa oporu powietrza o
wspóªczynniku oporu b.
Spróbujmy najpierw prze±ledzi¢ sytuacj¦ �zyczn¡ podczas skoku na spadochronie. Za-
kªadamy tu, »e w trakcie swojego ruchu nie ma on innej skªadowej pr¦dko±ci ni» tylko
pionowa. Tu» po wyskoczeniu z samolotu na skoczka dziaªa w zasadzie tylko siªa gra-
witacji (jego pionowa pr¦dko±¢ jest z pocz¡tku zerowa, a po chwili ci¡gle jeszcze maªa,
wi¦c siªa oporu jest pomijalna). Wobec tego skoczek zaczyna ruch z du»ym przy±pie-
szeniem, równym pocz¡tkowo g. Po chwili jego pr¦dko±¢ wzrasta, pojawia si¦ zatem
coraz wi¦ksza siªa oporu (przypomnijmy, »e jest wprost proporcjonalna do pr¦dko±ci).
W my±l równania 3.12. siªa wypadkowa, a tak»e przy±pieszenie, zaczyna male¢. Pr¦d-
ko±¢ wi¦c nadal si¦ zwi¦ksza, ale coraz wolniej, bo przy±pieszenie jest coraz mniejsze
od g. Mo»emy ªatwo zauwa»y¢, »e po pewnym czasie pr¦dko±¢ jest ju» na tyle du»a,
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»e siªa oporu jest tak du»a, »e równowa»y siª¦ grawitacji. Przy±pieszenie jest wtedy 0
i pr¦dko±¢ skoczka przestaje wzrasta¢. Osi¡ga on wtedy wªa±nie pr¦dko±¢ graniczn¡.
Równanie 3.12. w tej chwili wygl¡da wiec nast¦puj¡co:

0 = mg − bvgr ⇒ vgr =
mg

b

Je±li zaªo»ymy do±¢ realistycznie, »e pr¦dko±¢ graniczna (zwana czasem w literaturze
fachowej skoków spadochronowych pr¦dko±ci¡ opadania) ma warto±¢ vgr = 3 m/s, a
masa skoczka (wraz ze spadochronem i caªym sprz¦tem) to m = 90 kg, to mo»emy
oszacowa¢, jakiego rz¦du jest wielko±¢ staªej oporu b. Z powy»szego wzoru mamy:
b = mg

vgr
≈ 300

[
kg·m/s2

m/s
= kg

s

]
. Przy okazji poznali±my jednostk¦ wspóªczynnika oporu.

2.* Po jakim czasie od rozpocz¦cia ruchu koczek z poprzedniego zadania osi¡gnie poªow¦
swojej pr¦dko±ci granicznej?
Odpowied¹ na to pytanie wymaga ustalenia zale»no±ci pr¦dko±ci od czasu, a wi¦c roz-
wi¡zania równania 3.12.. Jest to, przypomnijmy, równanie ró»niczkowe ze wzgl¦du na
v (matematycy posiªkuj¡ si¦ tutaj jeszcze kilkoma cechami: zwyczajne, I rz¦du, o sta-
ªych wspóªczynnikach i niejednorodne). Zakªadamy przy tym tzw. warunek pocz¡tkowy
v(t = 0) = 0 (skoczek zaczyna ruch bez pionowej pr¦dko±ci). Pominiemy szczegóªy roz-
wi¡zania równania i podamy tylko wynik, który zinterpretujemy. Zale»no±¢ pr¦dko±ci
skoczka od czasu wynosi:

v(t) =
mg

b

(
1− e−

b
m
t
)

Zauwa»my, »e charakter tej zale»no±ci od czasu jest zgodny z naszymi oczekiwania-
mi; pr¦dko±¢ pocz¡tkowo szybko ro±nie, a z biegiem czasu ro±nie coraz wolniej, a» po
dªugim czasie (formalnie: niesko«czenie dªugim) ustala si¦ na poziomie mg

b
, co jest pr¦d-

ko±ci¡ graniczn¡. Pytanie jest wi¦c o taki czas t0,5, po którym v(t0,5) = 0,5 mg
b
. Wynosi

on t0,5 = ln 2 · m
b
, co dla danych z poprzedniego zadania daje t0,5 ≈ 0,2 s. Szybko! A

po jakim czasie skoczek uzyskuje 90% vgr? t0,9 = ln 10 · m
b
≈ 0,7 s. Tak szybkie czasy

osi¡gania pr¦dko±ci granicznej w tym przypadku wynikaj¡ z do±¢ du»ej warto±ci wspóª-
czynnika oporu b = 300 kg/s. Przekªada si¦ ona na caªkiem du»¡ warto±¢ siªy oporu.
Zastanówmy si¦, jak du»ego obci¡»enia musi wi¦c doznawa¢ skoczek spadochronowy w
trakcie otwierania spadochronu, kiedy bardzo nagle zaczyna dziaªa¢ na niego tak du»a
siªa oporu.

3.5. Ukªady nieinercjalne. Siªa bezwªadno±ci

Jad¡c wind¡, szczególnie tak¡ starego typu, odczuwamy cz¦sto dodatkowe obci¡»enie
przy ruszaniu windy w gór¦. Jest to uczucie jakby zwi¦kszonego ci¦»aru lub jakby �kto±/co±�
nas dociskaªo do podªo»a. Analogicznie, gdy winda rusza w dóª, czujemy si¦ jakby �l»ej-
si�. Ruszaj¡ca lub hamuj¡ca winda doznaje przy±pieszenia. W ukªadach poruszaj¡cych si¦ z
przy±pieszeniem (nadanym przez siª¦ zewn¦trzn¡) dziaªa dodatkowa siªa, zwana siª¡ bez-
wªadno±ci lub siª¡ pozorn¡. Takie ukªady, w których wyst¦puje zewn¦trzne przy±pieszenie,
nazywamy nieinercjalnymi ukªadami odniesienia. Z kolei ukªad, który nie doznaje tego do-
datkowego przy±pieszenia nazwiemy inercjalnym ukªadem odniesienia. Mówi¡c krótko: w
nieinercjalnych ukªadach odniesienia wyst¦puj¡ pozorne siªy bezwªadno±ci.
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Siªa bezwªadno±ci wyst¦puj¡ca w ukªadzie poruszaj¡cym si¦ z przy±pieszeniem a⃗0 zde�-
niowana jest wzorem:

F⃗b = −ma⃗0 (3.13.)

Jest wi¦c przeciwnie skierowana do przy±pieszenia. Wracaj¡c do przykªadu z wind¡ (patrz:
Rysunek 3.5.), zauwa»amy, »e je±li winda rusza do góry (⃗a0 jest zwrócone w gór¦), to siªa
F⃗b jest zwrócona w dóª. Rzeczywi±cie pojawia si¦ dodatkowa siªa skierowana w dóª, jak
ci¦»ar, dlatego nasze uczucie doci¡»enia, czy dociskania do podªogi windy, jest uzasadnione.
W zadaniach, gdy b¦dziemy potrzebowali warto±ci siªy bezwªadno±ci, oczywi±cie zapiszemy
Fb = ma0 (bez minusa). Minus uwzgl¦dniamy na rysunku, odpowiednio rysuj¡c wektor siªy
F⃗b (przeciwnie do przy±pieszenia a⃗0).

Rysunek 3.5.: Siªa bezwªadno±ci dziaªaj¡ca na ciaªo w windzie poruszaj¡cej si¦ z
przy±pieszeniem a0. Obserwatorzy �UI/UNI� nale»¡ odpowiednio do Ukªadu Inercjalne-
go/Nieinercjalnego odniesienia.

Mówimy, »e w ukªadzie nieinercjalnym obserwator �widzi� siª¦ bezwªadno±ci. Obserwator
ten sam do±wiadcza siªy bezwªadno±ci. Je»eli b¦dziemy chcieli opisa¢ ruch ciaªa w ukªadzie
nieinercjalnym, to powiemy, »e opisujemy ruch ciaªa wzgl¦dem obserwatora poruszaj¡cego
si¦ (wraz z ukªadem) z przy±pieszeniem. Przeciwnie, obserwator z ukªadu inercjalnego nie
�widzi� ani nie do±wiadcza »adnej siªy bezwªadno±ci. W przypadku naszej windy, obserwa-
torem takim mo»e by¢ np. kto± stoj¡cy na parterze, który widzi tylko, »e pasa»er razem z
wind¡ porusza si¦ z przy±pieszeniem a0, a jedyn¡ siª¡, któr¡ rejestruje, jest ci¦»ar. Rozró»-
nienie mi¦dzy opisem w ukªadzie inercjalnym a opisem w ukªadzie nieinercjalnym wyja±ni
si¦ bardziej w Przykªadach.

Przykªady

1. Klocek o masie m umieszczamy na równi o k¡cie nachylenia α, która porusza si¦ wzgl¦-
dem podªo»a z pewnym przy±pieszeniem a0 w lewo (Rysunek 3.6.). Jaka musi by¢ war-
to±¢ przy±pieszenia a0, aby klocek pozostaª nieruchomy wzgl¦dem równi? Rozwa»y¢
przypadek z tarciem statycznym mi¦dzy klockiem a równi¡, o wspóªczynniku f .

Zadanie wprost klasyczne. Oczywi±cie zaczniemy od rozrysowania wszystkich siª dzia-
ªaj¡cych na klocek i rozªo»enia ich na skªadowe (rysunek). Ruch klocka opiszemy wzgl¦-
dem poruszaj¡cej si¦ z przy±pieszeniem a0 równi, a wi¦c w ukªadzie nieinercjalnym. Na
klocek dziaªa wi¦c siªa bezwªadno±ci Fb, któr¡ zaznaczyli±my na rysunku. Skªadowe siª
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maj¡ warto±ci:
Q1 = mg sinα, Q2 = mg cosα
Fb1 = ma0 cosα, Fb2 = ma0 sinα
Pozostaje siªa tarcia. Jak zawsze, T = f · Fn, gdzie Fn to siªa nacisku. Tym razem
siªa nacisku jest równa Q2 + Fb2. Ruch równi w lewo powoduje dodatkowe dociskanie
klocka do równi. Zwi¦ksza si¦ wi¦c tarcie, a dzi¦ki temu mo»liwe b¦dzie, »eby klocek
si¦ nie zsuwaª. Zatem tarcie:
T = fm(g cosα + a0 sinα)
Chcemy, aby klocek spoczywaª wzgl¦dem równi, musi wi¦c wyst¦powa¢ równowaga
skªadowych siª wzdªu» równi: Q1 = T + Fb1. Skªadowe prostopadªe do równi si¦ rów-
nowa»¡ (siªa reakcji podªo»a równowa»y siª¦ nacisku)- klocek nie zapada si¦ w równi¦,
ani nie unosi w powietrze.

mg sinα = fm(g cosα + a0 sinα) +ma0 cosα ⇔ a0 =
sinα− f cosα

cosα + f sinα
g

To jest nasz wynik. Je»eli pominiemy tarcie mi¦dzy klockiem a równi¡, wystarczy, »e
w powy»szym wzorze poªo»ymy f = 0 i automatycznie otrzymamy a0 = gtgα. Wypro-
wadzenie tego wzoru od pocz¡tku (jakby zadanie byªo sformuªowane z pomini¦ciem
tarcia) pozostawiamy jako dobre ¢wiczenie dla Czytelnika.
Zadanie to mo»na rozwi¡za¢ tak»e w ukªadzie inercjalnym (zwi¡zanym ze spoczywaj¡-
cym obserwatorem, np. stoj¡cym obok). Obliczenia jednak s¡ bardziej skomplikowane.
Obserwator taki widzi, »e klocek razem z równi¡ porusza si¦ z przy±pieszeniem a0 w
lewo, nie widzi »adnej siªy bezwªadno±ci. To, jak opisa¢ ruch klocka w ukªadzie iner-
cjalnym, pozostawiamy bardziej dociekliwym Czytelnikom. Polecamy jednak opis w
ukªadzie nieinercjalnym, który zazwyczaj jest prostszy.

2. Z jak¡ maksymalnie pr¦dko±ci¡ samochód mo»e wej±¢ w zakr¦t na oblodzonej jezdni,
gdy wspóªczynnik tarcia kinetycznego kóª o podªo»e wynosi 0,2, »eby nie wypadª z
zakr¦tu? Promie« krzywizny zakr¦tu to 100 m.
Samochód jad¡cy na zakr¦cie porusza si¦ po ªuku okr¦gu. Skoro porusza si¦ po okr¦gu,
to doznaje przy±pieszenia do±rodkowego ad, które zde�niowali±my za pomoc¡ wzoru
(2.5.). Jest ono zale»ne od pr¦dko±ci liniowej na obwodzie okr¦gu i promienia okr¦gu
oraz skierowane do ±rodka okr¦gu. Zakªadaj¡c, »e warto±¢ pr¦dko±ci samochodu si¦ nie

Rysunek 3.6.: Ilustracja do zadania z klockiem na równi poruszaj¡cej si¦ z przy±pieszeniem
a0. Opis w ukªadzie nieinercjalnym.
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zmienia (samochód nie przy±piesza ani nie zwalnia na zakr¦cie), przy±pieszenie do±rod-
kowe jest jedynym przy±pieszeniem w ukªadzie.

Opis w ukªadzie nieinercjalnym

W ukªadzie nieinercjalnym na samochód dziaªa wi¦c siªa bezwªadno±ci:
Fb = Fod = mad =

mv2

r
,

któr¡ w przypadku ruchu po okr¦gu nazywamy siª¡ od±rodkow¡ bezwªadno±ci. Skie-
rowana jest ona na zewn¡trz okr¦gu (przeciwnie do przy±pieszenia do±rodkowego) i
powoduje �wypadanie� samochodu z zakr¦tu. Co utrzymuje samochód na jezdni? Si-
ªa tarcia, która, jak zawsze, przeciwdziaªa (nawet potencjalnemu) ruchowi. Samochód
�chciaªby� porusza¢ si¦ na zewn¡trz zakr¦tu, wi¦c tarcie dziaªa w kierunku do ±rodka
okr¦gu (Rysunek 3.7.). Aby samochód nie wypadª z zakr¦tu siªa tarcia musi równowa-
»y¢ siª¦ od±rodkow¡:

F⃗od + T⃗ =0 ⇒ Fod = T ⇒ mv2

r
=fmg ⇒ v=

√
fgr ≈ 14m/s = 50 km/h

Rysunek 3.7.: Ilustracja do zadania z samochodem na zakr¦cie. Opis w ukªadzie nieinercjal-
nym (UNI) i inercjalnym (UI).

Opis w ukªadzie inercjalnym

W ukªadzie inercjalnym nie ma siªy bezwªadno±ci. Obserwator z boku widzi tylko,
»e samochód jedzie na zakr¦cie, a wi¦c dziaªa na niego siªa do±rodkowa F⃗d = ma⃗d
skierowana do ±rodka okr¦gu, która powoduje zakrzywienie toru ruchu. Obserwator w
ukªadu inercjalnego powie: siªa tarcia peªni rol¦ siªy do±rodkowej. Dzi¦ki wyst¦powaniu
tarcia samochód nie wypada z zakr¦tu i porusza si¦ po okr¦gu. Zapiszemy wtedy:

F⃗d = T⃗ ⇒ mv2

r
= fmg ⇒ v =

√
fgr

czyli dokªadnie ten sam wynik. Tak musi by¢. Wybór opisu (w ukªadzie inercjalnym
lub nieinercjalnym) nie zmienia �zyki, a jedynie matematyczny opis.

Zadania

1. Winda rusza w dóª. Jakie jest przy±pieszenie windy w momencie ruszania, je±li wska-
zanie wagi umieszczonej w tej windzie, na której le»y 1-kilogramowy odwa»nik przez
chwil¦ wyniosªo 0,8 kg?
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2. Równia pochyªa o k¡cie nachylenia α porusza si¦ w prawo (przeciwnie ni» na Rysun-
ku 3.6.). Jakie powinno by¢ przy±pieszenie a0, aby klocek nie wywieraª nacisku na
równi¦? Prosz¦ rozwa»y¢ osobno przypadek z tarciem o wspóªczynniku f i bez tarcia.

3. Chªopiec macha nad gªow¡ póªkilogramowym kamieniem przywi¡zanym do póªmetro-
wego sznurka, tak »e ten wiruje po okr¦gu w pªaszczy¹nie poziomej (sznurek zatacza
pªaskie okr¦gi w trakcie wirowania). Jaka mo»e by¢ maksymalnie cz¦sto±¢ wirowania ω,
aby sznurek, którego wytrzymaªo±¢ na rozerwanie wynosi 100 N, nie zerwaª si¦. Uwaga.
Siª¦ od±rodkow¡ bezwªadno±ci mo»na wyrazi¢ przy u»yciu cz¦sto±ci: F = mω2r.

4. Samochód sportowy startuj¡cy w wy±cigu NASCAR musi pokona¢ z du»¡ pr¦dko±ci¡
ostre zakr¦ty na torze. Aby mu to uªatwi¢, tor na zakr¦tach jest nachylony do pªaszczy-
zny pod pewnym (do±¢ du»ym k¡tem). Jaki musi by¢ k¡t nachylenia toru na zakr¦cie,
aby samochód pokonaª zakr¦t o promieniu 50 m z pr¦dko±ci¡ 200 km/h? Zaªó»my

wspóªczynnik tarcia kóª o asfalt równy 1. Odp. tgα =
v2

r
−fg

fv2

r
+g
, α ≈ 36◦.

3.6. Dynamika bryªy sztywnej

Bryªa sztywna, w odró»nieniu od punktu materialnego, którego jedyn¡ cech¡ jest ma-
sa, jest modelem �zycznym, w przypadku którego wa»ny jest równie» przestrzenny rozkªad
masy. Innymi sªowy jest to ciaªo, które posiada mas¦ i sko«czone rozmiary, a jego ksztaªt
nie zmienia si¦ z trakcie ruchu (kojarzymy z przymiotnikiem �sztywna�). Przykªadami bryªy
sztywnej jest np. kula, walec, pr¦t, cienka obr¦cz, sze±cian itd. Bryªa sztywna, oprócz ruchu
post¦powego, mo»e tak»e wykonywa¢ ruch obrotowy. Dlatego na pocz¡tku tego rozdziaªu
zde�niujemy kilka podstawowych wielko±ci, opisuj¡cych dynamik¦ bryªy sztywnej.

3.6.1. Moment bezwªadno±ci

Jest to odpowiednik masy w ruchu post¦powym dla ruchu obrotowego bryªy sztywnej.
Moment bezwªadno±ci punktu materialnego dany jest przez:

I = mr2 (3.14.)

gdzie m jest mas¡ punktu materialnego, r - odlegªo±ci¡ punktu od osi obrotu. Ukªad kilku
punktów materialnych ma moment bezwªadno±ci b¦d¡cy sum¡ momentów wszystkich mas
skªadowych: Ic =

∑
imir

2
i (np. masy punktowe umieszczone w naro»ach kwadratu).

Bryªa sztywna cechuje si¦ ci¡gªym rozkªadem masy, wi¦c moment bezwªadno±ci bryªy
sztywnej podaje de�nicja caªkowa:

I =

∫
r2dm (3.15.)

Caªkowanie w (3.15.) odbywa si¦ po masie bryªy, jednak najcz¦±ciej zmienia si¦ zmienn¡ caª-
kowania dm tak, by caªkowa¢ po jakiej± zmiennej przestrzennej (dªugo±ci, promieniu, k¡cie,
w zale»no±ci od symetrii bryªy). W poni»szych Przykªadach wyja±niamy metod¦ obliczania
momentu bezwªadno±ci w oparciu o wzór (3.15.).

Gdy mówimy o momencie bezwªadno±ci zawsze mamy na my±li (i musimy to sprecyzowa¢)
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moment bezwªadno±ci bryªy wzgl¦dem jakiej± osi obrotu. Moment bezwªadno±ci, podobnie
jak masa, jest miar¡ bezwªadno±ci ciaªa (w ruchu obrotowym), czyli mówi nam o tym, jak
trudno wprawi¢ ciaªo w ruch. Logiczne jest wi¦c, »e b¦dzie on miaª inn¡ warto±¢ dla ró»nych
osi obrotu (np. ªatwiej obraca¢ w palcach dªugopis wzgl¦dem jego ±rodka geometrycznego
ni» wzgl¦dem jednego z ko«ców). Generalnie wi¦ksz¡ bezwªadno±¢ wykazuje masa rozªo»o-
na dalej od osi obrotu. De�nicyjne momenty bezwªadno±ci podstawowych bryª sztywnych
(wymienione w Przykªadach) podane s¡ zazwyczaj wzgl¦dem osi przechodz¡cych przez ich
±rodek geometryczny. Aby znale¹¢ moment bezwªadno±ci IO wzgl¦dem dowolnej osi obrotu
O, równolegªej do osi przechodz¡cej przez ±rodek geometryczny S, stosujemy tw. Steinera:

IO = IS +md2 (3.16.)

gdzie IS jest momentem bezwªadno±ci wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez ±rodek geometryczny
bryªy, m - mas¡ bryªy, a d - odlegªo±ci¡ mi¦dzy obiema osiami (osie s¡ równolegªe!).
Tw. Steinera pozwala np. znale¹¢ moment bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem osi przechodz¡cej
przez jeden z jego ko«ców, bez potrzeby stosowania caªkowego wzoru (3.15.).

Moment bezwªadno±ci dowolnego ukªadu bryª sztywnych lub punktów materialnych jest
zawsze sum¡ momentów bezwªadno±ci wszystkich ciaª skªadowych (wzgl¦dem ustalonej osi)
- podobnie jak masa caªkowita ukªadu jest sum¡ mas ciaª wchodz¡cych w skªad tego ukªadu.
Tym samym, je±li b¦dziemy rozwa»a¢ ukªad: obracaj¡ca si¦ tarcza + ci¦»arek umieszczony
na niej, caªkowity moment bezwªadno±ci b¦dzie sum¡ momentów bezwªadno±ci tarczy (bryªa
sztywna, np. walec...) i ci¦»arka (punkt materialny).

Przykªady

1. Znajdziemy moment bezwªadno±ci pr¦ta o dªugo±ci L i masie m wzgl¦dem osi przecho-
dz¡cej przez jego ±rodek geometryczny (Rysunek 3.8.).
Bardzo wygodnie b¦dzie nam caªkowa¢ po dªugo±ci pr¦ta (w granicach od '−L/2' do
'L/2'). Dlatego musimy wyrazi¢ element masy przez element dªugo±ci. Zrobimy to w
oparciu o g¦sto±¢ liniow¡ masy pr¦ta λ (zakªadamy, »e pr¦t jest jednorodny i w ka»dym
punkcie wykonany z materiaªu o tej samej g¦sto±ci):

λ =
m

L
⇒ m = λ · L ⇒ dm = λ · dx =

m

L
dx

W takim razie caªka (3.15.) b¦dzie równa:

IS =

∫
x2dm =

∫ L/2

−L/2

x2 · m
L
dx =

m

L

∫ L/2

−L/2

x2dx =
m

L

[
x3

3

]L/2
−L/2

=
m

3L
· 2 · L

3

8
=

1

12
mL2

2. Korzystaj¡c z tw. Steinera znajdziemy moment bezwªadno±ci IO wzgl¦dem osi prze-
chodz¡cej przez koniec pr¦ta.
Odlegªo±¢ �starej� osi od �nowej� wynosi d = L/2. W takim razie zastosowanie tw.
Steinera (3.16.) daje:

IO =
1

12
mL2 +m

(
L

2

)2

=
1

12
mL2 +

1

4
mL2 =

1

3
mL2
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3. Momenty bezwªadno±ci wzgl¦dem osi przechodz¡cych przez ±rodek geometryczny dla
podstawowych bryª (m - masa, L - dªugo±¢, R - promie«):

� pr¦t: I = 1
12
mL2

� walec: I = 1
2
mR2

� kula: I = 2
5
mR2

� sfera: I = 2
3
mR2

� cienka obr¦cz (rura cylindryczna): I = mR2

� wydr¡»ony walec (r - promie« wewn¦trzny,R - promie« zewn¦trzny): I = 1
2
m (r2 +R2)

Rysunek 3.8.: Ilustracja do obliczenia momentu bezwªadno±ci pr¦ta.

3.6.2. Moment siªy

Moment siªy jest wektorem zde�niowanym jako:

−→
MF = −→r ×

−→
F (3.17.)

gdzie
−→
F jest wektorem siªy, a −→r jest wektorem wodz¡cym wektora

−→
F wzgl¦dem osi obrotu

(tzw. rami¦ siªy, jego dªugo±¢ jest równa odlegªo±ci punktu zaczepienia siªy od osi obrotu).
Zwrot i kierunek wektorów −→r ,

−→
F ,

−→
MF okre±la reguªa ±ruby prawoskr¦tnej.

Je±li k¡t pomi¦dzy ramieniem siªy a wektorem siªy jest prosty, to warto±¢ momentu siªy
jest po prostu: MF = rF . Siªa zaczepiona w osi obrotu daje zerowy moment, innymi sªo-
wy taka siªa nie mo»e wprawi¢ ciaªa w obrót. Je±li na bryª¦ dziaªa kilka siª, to wypadkowy
moment siªy znajdujemy dodaj¡c wektorowo wszystkie momenty skªadowe, podobnie jak w
przypadku wypadkowej siªy. Wektorowo - to znaczy z uwzgl¦dnieniem kierunków i zwrotów.
Najcz¦±ciej mamy do czynienia z sytuacj¡, kiedy momenty siª le»¡ wzdªu» jednego kierunku,
wtedy warto±¢ wypadkowego momentu siª znajdujemy dodaj¡c algebraicznie (ze znakami)
warto±ci momentów skªadowych. Jako dodatnie traktujemy momenty tych siª, które �poma-
gaj¡� ciaªu w obrocie. Ujemny znak maj¡ momenty siª, które �przeszkadzaj¡� w obracaniu.

3.6.3. II zasada dynamiki dla bryªy sztywnej

Zwana te» ogólnie: II zasad¡ dynamiki w ruchu obrotowym. Jest ona dokªadnie tak samo
sformuªowana jak w przypadku II zasady dynamiki w ruchu post¦powym (3.2.), tylko wiel-
ko±ci �liniowe� zast¦pujemy �obrotowymi�, tzn. F ↔MF , m↔ I, a↔ ε.
II zasada dynamiki w ruchu obrotowym mówi, ze je±li na ciaªo (bryª¦) dziaªa niezrównowa-
»ony wypadkowy moment siª, to ciaªo to porusza si¦ ruchem przy±pieszonym obrotowym z
przy±pieszeniem k¡towym ε, a staª¡ proporcjonalno±ci jest moment bezwªadno±ci.

MF (w) = I ε ,
−→
MF (w) = I−→ε (3.18.)
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U»ycie tej zasady polega na znalezieniu wypadkowego momentu siª, co pozwala nam ustali¢
przy±pieszenie k¡towe obracaj¡cego si¦ ciaªa. Cz¦sto dodatkowo stosujemy zwi¡zek przy-
±pieszenia k¡towego z przy±pieszeniem liniowym (2.39.), »eby dosta¢ dodatkowe równanie
pozwalaj¡ce znale¹¢ kolejn¡ niewiadom¡. Zróbmy przykªad.

Przykªady

1. Przez ruchomy bloczek w ksztaªcie niskiego walca o masieM i promieniu R przewieszo-
no lin¦, na której po obu stronach zawieszono ci¦»arki o masach m1 i m2 (Rysunek 3.9.
po lewej). Chcemy znale¹¢ przy±pieszenie ukªadu (uwzgl¦dniaj¡c ruch obrotowy blocz-
ka, co we wcze±niejszych wariantach takich zada« pomijali±my).

Uwaga! Tym razem siªy naci¡gu liny po obu stronach bloczka s¡ ró»ne (na Rysun-
ku 3.9. siªy N i N ′). Dlaczego? Bo bloczek si¦ obraca, a wi¦c musi na niego dziaªa¢
niezrównowa»ony moment siª. Siªy N i N ′ s¡ zwrócone przeciwnie (wzgl¦dem liny i
ruchu bloczka), wi¦c je±li byªyby równe co do warto±ci, ich momenty zerowaªyby si¦.
Znajdujemy wypadkowy moment siªy dziaªaj¡cy na bloczek:

Mw = RN −RN ′

Siªa N daje dodatni moment siªy, bo dziaªa w kierunku zgodnym z kierunkiem obrotu
bloczka. Moment bezwªadno±ci bloczka jako walca wynosi I = 1

2
MR2. Stosuj¡c II

zasad¦ dynamiki (w ruchu post¦powym mas m1 i m2 oraz w ruchu obrotowym bloczka
o masie M), a tak»e zwi¡zek przy±piesze« (2.39.), zapisujemy ukªad równa«, który
nast¦pnie dodajemy stronami:

m1a = m1g −N
m2a = N ′ −m2g
Iε = RN −RN ′

ε = a
R

I = 1
2
MR2

⇒


m1a = m1g −N
m2a = N ′ −m2g
1
2
Ma = N −N ′

⇒ dodajemy
stronami

⇒ a = (m1−m2)g

m1+m2+
1
2
M

Rysunek 3.9.: Ilustracja do Przykªadu 1 (po lewej) i Przykªadu 2 (po prawej).
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2. Mamy lin¦ nawini¦t¡ na bloczek o masie M i promieniu R zamocowany na wysoko±ci
h nad ziemi¡. Do liny przymocowane jest ciaªo o masie m. Zwalniamy bloczek tak, »e
lina zaczyna si¦ rozwija¢, a ciaªo m spada w dóª. Chcemy znale¹¢ pr¦dko±¢ ko«cow¡, z
jak¡ ciaªo m uderzy o ziemi¦.
Sytuacj¦ obrazuje Rysunek 3.9. po prawej. Po pierwsze, znajdziemy przy±pieszenie
ukªadu, a potem uªo»ymy równania ruchu dla masym. Pozwoli nam to znale¹¢ pr¦dko±¢
ko«cow¡.

ma = mg −N
Iε = RN
ε = a

R

I = 1
2
MR2

⇒
{
ma = mg −N
1
2
Ma = N

⇒ dodajemy
stronami

⇒ a = mg

m+ 1
2
M

Masa m porusza si¦ ruchem jednostajnie przy±pieszonym z policzonym przed chwil¡
przy±pieszeniem a bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Zatem jej równania ruchu s¡ nast¦puj¡ce:

v(t) = a t

s(t) = 1
2
a t2

Po czasie t = tr masa m pokona drog¦ h, st¡d s(tr) = h⇒ tr =
√

2h
a
. Zatem pr¦dko±¢

ko«cowa vk:

vk = v(tr) = a tr = a =
√
2ah =

√
2mgh

m+ 1
2
M

Mo»emy tak»e zapyta¢ ile obrotów wykona bloczek do chwili osi¡gni¦cia przez ciaªo m
ziemi. Ilo±¢ obrotów mo»emy znale¹¢ jako stosunek caªkowitego k¡ta zatoczonego przez
bloczek i miary k¡ta peªnego (2π), czyli N = θc

2π
. Aby znale¹¢ caªkowity k¡t, napiszemy

równanie na poªo»enie k¡towe w czasie i podstawimy t = tr:

θ(t) =
1

2
ε t2 ⇒ θc = θ(tr) =

1

2

a

R

(√
2h

a

)2

=
h

R

Zatem ilo±¢ obrotów:

N =
h

2πR

Zauwa»cie, »e wzór h/2πR wyra»a stosunek dªugo±ci rozwini¦tej linki (masa m poko-
naªa drog¦ s = h, a wi¦c rozwin¦ªa link¦ na dªugo±¢ h) i obwodu bloczka (bloczek
jest walcem o promieniu R). To jest przecie» logiczne, bo caªa linka o dªugo±ci h byªa
pierwotnie nawini¦ta na walec o obwodzie 2πR. St¡d stosunek dªugo±ci linki do ob-
wodu bloczka wyra»a ile razy linka nawini¦ta byªa na walec, czyli ile obrotów musiaª
wykona¢ walec podczas rozwijania linki.

3.6.4. Toczenie

Wyobra¹my sobie, »e patrzymy na koªo rowerowe w ruchu. Zauwa»amy, »e zarówno caªe
koªo przemieszcza si¦ po prostej, jak i punkty na obwodzie koªa obracaj¡ si¦ wokóª ±rodka
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koªa. To wªa±nie nazywamy toczeniem - zªo»enie ruchu post¦powego ±rodka masy oraz ruchu
obrotowego wokóª ±rodka masy.

Ka»dy punkt nale»¡cy do tocz¡cego si¦ ciaªa ma pr¦dko±¢ v0, z jak¡ ruchem post¦powym
przemieszcza si¦ ±rodek masy ciaªa. Ponadto ka»dy punkt na obwodzie ma pr¦dko±¢ liniow¡
ωr - patrz: wzór (2.39.). Je±li mówimy o toczeniu bez po±lizgu (Rysunek 3.10.), to punkt
styczno±ci ciaªa z podªo»em ma zerow¡ pr¦dko±¢. Z tego natychmiast wynika, »e pr¦dko±¢
liniowa na obwodzie ωr musi by¢ równa v0. To jest istot¡ toczenia bez po±lizgu.

Rysunek 3.10.: Toczenie koªa. W przypadku bez po±lizgu: v = v0.

Skoro traktujemy toczenie jako zªo»enie ruchu post¦powego i obrotowego, aby opisa¢
dynamik¦ toczenia musimy jednocze±nie skorzysta¢ z II zasady dynamiki dla ruchu post¦-
powego (3.2.) i obrotowego (3.18.). W Przykªadach rozwi¡zujemy problem tocz¡cego si¦ na
równi walca. Wcze±niej jednak musimy przedyskutowa¢ kwesti¦ tarcia w przypadku toczenia.

Tarcie podczas toczenia

W przypadku toczenia z po±lizgiem, kiedy punkt styku tocz¡cego si¦ ciaªa ±lizga si¦ po
podªo»u, mamy do czynienia ze zwykªym tarciem kinetycznym (o wspóªczynniku tarcia f).
Szukaj¡c siªy wypadkowej dziaªaj¡cej na ±rodek masy ciaªa, uwzgl¦dniamy siª¦ tarcia w for-
mie T = Tk = fk · Fn, gdzie Fn jest siª¡ nacisku.

Je±li rozwa»amy toczenie bez po±lizgu, sytuacja jest inna. �adne powierzchnie o siebie nie
tr¡, wi¦c nie ma tarcia kinetycznego. Punkt styku ciaªa nie przemieszcza si¦ wzdªu» podªo»a,
wi¦c tarcie jest statyczne. Przy czym nie potra�my okre±li¢ jego warto±ci, bo niekoniecznie
ma ono warto±¢ maksymaln¡, dla której okre±lony jest wspóªczynnik fs. Tarcie T jest jedn¡
z niewiadomych w problemie toczenia si¦ ciaª bez po±lizgu.

Mogliby±my zapyta¢, czy tarcie w ogóle wyst¦puje w ukªadzie? Owszem, siªa tarcia musi
wyst¦powa¢, bo inaczej nie byªoby mowy o obrocie ciaªa wzgl¦dem ±rodka masy z przy-
spieszeniem k¡towym (patrz: Rysunek 3.11.). Siªa tarcia jest jedyn¡ siª¡ daj¡c¡ niezerowy
moment w ±rodku masy. Moment siªy grawitacji liczony wzgl¦dem osi obrotu jest zero, bo
siªa ta zaczepiona jest w osi obrotu. Pami¦tamy, »e aby wprawi¢ ciaªo w ruch obrotowy
z przy±pieszeniem trzeba przyªo»y¢ niezerowy moment siªy, zatem tarcie jest niezb¦dne do
wprawienia w obrót tocz¡cego si¦ ciaªa, o ile ruch ten ma by¢ zmienny. Tak jest np. w przy-
padku ciaª tocz¡cych si¦ na równi. Je»eli jednak toczenie wyst¦puje po pªaskim podªo»u, to,
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aby byªo ono mo»liwe, nie jest potrzebny moment siªy (ciaªo mo»e porusza¢ si¦ ruchem jed-
nostajnym obrotowym). Wówczas, zgodnie z I zasad¡ dynamiki w ruchu obrotowym bryªy
sztywnej (wi¦cej o tym powiemy w Podrozdziale 3.6.5.), na ciaªo nie mo»e dziaªa¢ wypadkowy
moment siªy, wi¦c tarcie statyczne nie wyst¦puje.

Przykªady

1. Rozwi¡»emy problem walca tocz¡cego si¦ na równi - Rysunek 3.11..
Zapisujemy ukªad równa« wi¡»¡cy II zasad¦ dynamiki dla ruchu post¦powego i obro-
towego: {

Ma = Q1 − T
Iε = RT

Pami¦tamy, »e moment bezwªadno±ci walca wynosi I = 1
2
MR2 oraz przypominamy

sobie zwi¡zek a = εR (2.39.) dla przy±piesze«, obowi¡zuj¡cy przy toczeniu bez po±lizgu.
Podstawiaj¡c te zwi¡zki do ukªadu, dostajemy rozwi¡zanie:

Ma =Mg sinα− T

1
2
MR2 · a

R
= RT

⇒


Ma =Mg sinα− T

T = 1
2
Ma

⇒


a = 2

3
g sinα

T = 1
3
Mg sinα

Rysunek 3.11.: Toczenie walca na równi.

3.6.5. Statyka bryªy sztywnej

Statyka zajmuje si¦ ciaªami lub ukªadami ciaª pozostaj¡cymi w spoczynku. Wiemy, »e
pojedyncze ciaªo, traktowane jak punkt materialny, nie b¦dzie si¦ porusza¢ (lub b¦dzie si¦
porusza¢ ruchem jednostajnym, ale tylko je±li uprzednio miaªo pr¦dko±¢), je±li speªniona
jest I zasada dynamiki. Bryªa sztywna z kolei, oprócz ruchu post¦powego, mo»e wykonywa¢
ruch obrotowy. Dla warunku statyki potrzebna jest wi¦c tak»e I zasada dynamiki w ruchu
obrotowym. Mo»emy wi¦c poda¢ 2 warunki statyki bryªy sztywnej:

Warunki statyki bryªy sztywnej:

I zasada dynamiki ruchu post¦powego:
∑

i F⃗i = 0

I zasada dynamiki ruchu obrotowego:
∑

i M⃗F,i = 0
(3.19.)
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Zatem »eby bryªa, lub caªy ukªad (np. �aga zawieszona na drzewcu zamocowanym do ±ciany
budynku, podtrzymywana link¡) pozostawaª w spoczynku, nie tylko wszystkie siªy dziaªaj¡-
ce na niego musz¡ si¦ równowa»y¢, ale tak»e nie mo»e wyst¦powa¢ »aden niezrównowa»ony
moment siªy. Aby poprawnie okre±li¢ warunki statyki, musimy zidenty�kowa¢ wszystkie siªy
dziaªaj¡ce na ukªad, w tym tak»e siªy reakcji (np. ze strony ±ciany, lub punktów podpar-
cia itd.). Pami¦tajmy, »e siªa reakcji jest zawsze skierowana prostopadle do kierunku siªy
nacisku. Czasem wygodne mo»e si¦ okaza¢ rozªo»enie siªy reakcji na skªadowe wzdªu» �wy-
godnych� kierunków. W szczególno±ci nie interesuj¡ nas siªy nacisku, a tylko te siªy, które s¡
przyªo»one do naszego ciaªa lub ukªadu ciaª.
Druga wskazówka dotyczy wyboru potencjalnej osi obrotu. Ukªad ma si¦ nie obraca¢ w ogó-
le, wzgl¦dem dowolnego punktu, zatem zupeªnie dowolnie mo»emy wybra¢ punkt obrotu,
wzgl¦dem którego de�niujemy momenty siª. Skoro zupeªnie dowolnie - to mo»emy wybra¢
najbardziej �wygodny� punkt, a wi¦c pewnie taki, do którego przyªo»onych jest najwi¦cej siª.
Ich momenty si¦ wtedy zeruj¡ i mamy mniej skªadników w równaniach. Zupeªnie na wyczucie
mo»emy te» okre±li¢ znaki warto±ci momentów siª w równaniach algebraicznych: siªy, które
�usiªuj¡� obraca¢ w lewo mog¡ dawa¢ ujemne momenty, a siªy �usiªuj¡ce� obraca¢ w prawo
- dodatnie.

Warunki statyki mo»emy wykorzysta¢ we wszelkich zagadnieniach dot. d¹wigni (pod-
partych jednostronnie, dwustronnie), drabiny opartej o ±cian¦, obiektów zawieszonych na
masztach itd. Przedyskutujemy niektóre z nich w Przykªadach.

Przykªady

1. W którym punkcie nale»y podeprze¢ metalow¡ sztang¦ (pr¦t o dªugo±ci 150 cm i jedno-
rodnej masie 10 kg), uªo»on¡ poziomo, na której dwóch ko«cach zamocowano ci¦»arki
(punktowe masy 25 i 50 kg), aby ukªad pozostawaª w spoczynku?
�Sprytny� (a na pewno �szybki�) Czytelnik zgadªby mo»e wynik bez liczenia i odpowie-
dziaªby, »e punkt podparcia musi znajdowa¢ si¦ w odlegªo±ci od jednego ko«ca sztangi
danej uªamkiem dªugo±ci sztangi takim jak stosunek masy ci¦»arka na jednym ko«cu
do masy obu ci¦»arków. Tak byªoby rzeczywi±cie, gdyby pomin¡¢ mas¦ samej sztangi.
Dokonajmy poprawnych oblicze«, aby pozna¢ prawdziw¡ odpowied¹ na nasze pytanie.
Zastosujemy warunki statyki dane wzorem 3.19.. Najpierw ustalmy wszystkie siªy i
momenty siª dziaªaj¡ce na ukªad (Rysunek 3.12.a). Mas¦ sztangi zaczepiamy dokªad-
nie w poªowie jej dªugo±ci. Ci¦»arki traktujemy jak punkty materialne.
Warunek równowagi siª: Q⃗M + Q⃗p + Q⃗m + R⃗ = 0 (wektorowo zawsze suma!).
Algebraicznie: QM +Qm +Qp = R.
Powy»sze równanie w o-zasadzie nic nam nie daje - znamy wszystkie masy, a wi¦c i
ci¦»ary, wi¦c mo»emy co najwy»ej policzy¢ siª¦ reakcji. W tym przypadku nie jest nam
ona potrzebna, bo nie b¦dzie nic wnosi¢ do równania dla momentów siª. Wektor R⃗ jest
zaczepiony w punkcie podparcia (oczywi±cie), a w tym punkcie przyjmiemy te» punkt
obrotu. Mogliby±my go przyj¡¢ gdzie indziej - wtedy oczywi±cie potrzebowaliby±my
zna¢ warto±¢ siªy reakcji.
Warunek równowagi momentów: M⃗M + M⃗m + M⃗p + R⃗ = 0.
Algebraicznie: MM =Mp +Mm ⇔ Mgx = mpg

(
l
2
− x
)
+mg (l − x).

Po przeksztaªceniu obliczamy niewiadom¡: x =
m+ 1

2
mp

M+m− 1
2
mp
l, a po podstawieniu danych

otrzymujemy: x = 0,43 l = 64,5 cm.
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Gdyby pomin¡¢ wpªyw masy sztangi (czyli kªad¡c mp = 0), otrzymaliby±my spodzie-
wany wynik: x = m

M+m
l = 1

3
l = 50 cm.

(a) Ilustracja do zadania ze sztang¡ z Przy-

kªadu 1. Realizacja zasady dziaªania d¹wigni

obustronnej.

(b) Ilustracja do zadania z drabin¡ z Przy-

kªadu 2. Realizacja zasady dziaªania d¹wigni

jednostronnej.

Rysunek 3.12.

2. Drabin¦ o dªugo±ci L = 300 cm, ustawion¡ na podªo»u o wspóªczynniku tarcia f = 0,4,
oparto o ±cian¦ pod k¡tem θ = 65◦ do poziomu. Mas¦ drabiny i tarcie o ±cian¦ pomija-
my. Na jak¡ wysoko±¢ wzgl¦dem drabiny mo»e wej±¢ czªowiek o masie m = 70 kg, aby
drabina nie przewróciªa si¦?
Zacznijmy od rysunku, na którym zaznaczymy wszystkie siªy dziaªaj¡ce na ukªad (Ry-
sunek 3.12.b). Poniewa» w punkcie podparcia drabiny o podªo»e przyªo»onych jest
najwi¦cej siª, tam przyjmiemy punkt (potencjalnego) obrotu drabiny - wyzerujemy
wtedy a» dwa momenty siª, przez co ukªad równa« b¦dzie prostszy do rozwi¡zania.
Nasz problem jest teraz dwuwymiarowy - mamy do czynienia z siªami skierowanymi w
ró»nych kierunkach pªaszczyzny pionowej. Dlatego zapiszemy 2 równania na równowa-
g¦ siª: w kierunku poziomym i pionowym. Zauwa»my, »e drabina naciska na podªo»e i
±cian¦ w dwóch punktach, ze strony podªo»a i ±ciany dziaªaj¡ wi¦c na drabin¦ 2 siªy
reakcji. Zapiszmy od razu algebraicznie:

R2 = T
(T = fR1)
R1 = Qm

(Qm = mg)
MQm =MR2

⇒


R2 = fmg
R1 = mg
mgx sin (90◦+θ) = fmgl sin (180◦−θ)

⇒
{
x = ftgθ l
x = 257 cm

Na tak ustawion¡ drabin¦ czªowiek mo»e wej±¢ niemal do samego jej ko«ca. Jest to
mo»liwe dzi¦ki stosunkowo du»emu k¡towi ustawienia drabiny oraz wspóªczynnikowi
tarcia drabiny o podªo»e. Gdyby ustawi¢ drabin¦ na lodzie przy zerowym tarciu, to
nawet przy k¡cie 89◦ ustawienia drabiny nie byªoby mo»liwe wej±cie na ni¡.

Zadania

1. Na bryª¦ sztywn¡ zamocowan¡ w punkcie [0,0] ukªadu wspóªrz¦dnych dziaªaj¡ dwie siªy
o wektorach F⃗1 = [−3,−2] N, F⃗2 = [4,0] N, których ramiona wynosz¡ r⃗1 = [−2,0] cm i
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r⃗2 = [3,0] cm, odpowiednio. (a) Oblicz momenty obu siª wzgl¦dem punktu zaczepienia.
(b) Jaki jest wektor wypadkowego momentu siª? (c) Je±li moment bezwªadno±ci bryªy
wynosi 0,05 kg·m2, to z jakim przy±pieszeniem k¡towym obraca si¦ bryªa?

2. Znajd¹ przy±pieszenie kuli tocz¡cej si¦ na równi pochyªej o k¡cie nachylenia α = 30◦.

3. Jak¡ minimaln¡ pr¦dko±¢ nale»y nada¢ tocz¡cej kuli, aby ta zdoªaªa dotrze¢ do szczytu
równi o wysoko±ci h = 1 m i k¡cie nachylenia α = 30◦ (wystarczy, »e na szczycie równi
si¦ zatrzyma)?

4. Szpula o promieniu zewn¦trznymR jest ci¡gni¦ta po pªaskim podªo»u siª¡ F przyªo»on¡
do nici nawini¦tej na jej wewn¦trzny korpus o promieniu r < R. Oblicz przy±pieszenie
liniowe szpuli, je±li siªa jest przyªo»ona pod k¡tem α do poziomu. Kiedy (dla jakiego
k¡ta) ruch szpuli b¦dzie w lewo, kiedy w prawo, a kiedy szpula b¦dzie spoczywa¢?
Zakªadamy ruch bez po±lizgu.

5. Na jak¡ wysoko±¢ mo»e wyj±¢ na drabin¦ z Przykªadu 2 w Podrozdziale 3.6.5. czªowiek,
je±li dodatkowo uwzgl¦dniamy mas¦ drabiny M = 10 kg, tarcie o ±cian¦ o wspóªczyn-
niku fs = 0,1, (*) oraz siª¦ pomocnika dopychaj¡cego drabin¦ do ±ciany siª¡ 100 N
skierowan¡ poziomo?
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3.7. Zasada zachowania p¦du

P¦d jest wielko±ci¡ wektorow¡ zde�niowan¡ przez iloczyn masy ciaªa i wektora pr¦dko±ci:

p⃗ = mv⃗ (3.20.)

Wektor p¦du ma wi¦c kierunek i zwrot pr¦dko±ci ciaªa. Masa jest staª¡ proporcjonalno±ci.
Wypowiemy teraz zasad¦ zachowania p¦du, obok zasady zachowania energii najwa»niejsz¡
zasad¦ w mechanice.

W ukªadach izolowanych od otoczenia (bez wpªywu siª zewn¦trznych) caªkowity p¦d ukªadu
jest zachowany:

p⃗c = const ⇒ p⃗u(p) = p⃗u(k) (3.21.)

gdzie p⃗u(p), p⃗u(p) oznaczaj¡ odpowiednio p¦d ukªadu na pocz¡tku i na ko«cu (rozpatrywanego
procesu, np. zderzenia).
Zauwa»my, »e zachowany jest p¦d jako wektor. Zatem zarówno warto±¢ caªkowitego p¦du,
jak i jego kierunek i zwrot si¦ nie zmieniaj¡. W przypadku procesów w jednym wymiarze
(np. zderze« wzdªu» jednej prostej) zapiszemy zasad¦ zachowania w postaci algebraicznej
(nie wektorowej), analogicznie do wyra»enia (3.21.). Wybieramy wówczas pewn¡ o±, wzgl¦-
dem której b¦dziemy okre±la¢ znak p¦du. P¦dy w kierunku dodatnim osi b¦d¡ miaªy znak
dodatni, p¦dy zwrócone przeciwnie - ujemny. Zazwyczaj wybieramy o± x zwrócon¡ w pra-
wo. Dla przypadku ruchu w dwóch wymiarach musimy zadba¢ o zachowanie p¦du jako 2-
wymiarowego wektora, a wi¦c zapiszemy zasad¦ zachowania obu skªadowych wektora p¦du
ukªadu. Wyja±ni si¦ to w Przykªadach.

Nale»y sobie jasno powiedzie¢, »e zasada zachowania p¦du jest speªniona zawsze w ukªa-
dach izolowanych. Co to znaczy izolowanych? Takich, które nie oddziaªuj¡ z jakim± ukªadem
zewn¦trznym, a skªadniki ukªadu oddziaªuj¡ jedynie ze sob¡. Np. w przypadku zderze« pomi-
jamy oddziaªywanie grawitacyjne, tak»e wpªyw tarcia mi¦dzy powierzchniami obu ciaª; na-
tomiast w przypadku zderze« niespr¦»ystych uwzgl¦dniamy strat¦ energii na zmian¦ ksztaªtu
ciaªa, czy zmian¦ jego temperatury. W przypadku zasady zachowania energii, o której b¦-
dziemy mówi¢ w Rozdziale 4.2., obszar jej stosowalno±ci jest bardziej ograniczony. Nale»y
wi¦c zapami¦ta¢ - p¦d ukªadu izolowanego jest zawsze zachowany.

W nast¦pnych kilku podrozdziaªach omówimy kilka podstawowych procesów �zycznych,
typowych na zastosowanie zasady zachowania p¦du (z.z.p.). Przy jej pomocy najcz¦±ciej
b¦dziemy chcieli znale¹¢ pr¦dko±ci i ich kierunki w danych procesach.

3.7.1. Odrzut

Z odrzutem mamy do czynienia, gdy pocz¡tkowo spoczywaj¡cy ukªad wysyªa jakie± ciaªo
obdarzone pr¦dko±ci¡ (np. armata wystrzeliwuje pocisk lub j¡dro atomowe emituje neutron
podczas rozpadu promieniotwórczego). Sytuacja jest zobrazowana na Rysunku 3.13. u góry.
Zapisujemy zasad¦ zachowania p¦du:{

pu(p) = 0
pu(k) = mv −Mu

pu(p) = pu(k) ⇒ 0 = mv −Mu ⇒ u =
mv

M
(3.22.)

Wyliczyli±my pr¦dko±¢ odrzutu ciaªa o masie M , oczywi±cie mo»emy obliczy¢ dowoln¡ inn¡
wielko±¢, znaj¡c pozostaªe. Je±li armata o masie 2 t wystrzeliwuje 1-kilogramow¡ kul¦ z
pr¦dko±ci¡ 100 m/s, to jej pr¦dko±¢ odrzutu wynosi tylko 5 cm/s.
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Rysunek 3.13.: Przykªady zastosowa« zasady zachowania p¦du.

3.7.2. Zderzenie niespr¦»yste

Ze zderzeniem niespr¦»ystym mamy do czynienia, gdy po zderzeniu niecaªa energia ukªa-
du zostaªa wymieniona mi¦dzy ciaªami. Ma to miejsce wtedy, gdy ciaªa w wyniku zderzenia
zmieniaj¡ swój ksztaªt (wtedy cz¦±¢ energii zderzenia idzie na odksztaªcenie ciaªa, ªatwo to
sobie wyobrazi¢ w przypadku zderzenia np. samochodów), lub zmienia si¦ ich energia we-
wn¦trzna (np. ro±nie temperatura, cho¢by w przypadku uderzenia kulk¡ ±niegow¡ o ±cian¦,
gdy ta w wyniku zderzenia mo»e si¦ stopi¢). Istot¡ jest tutaj to, »e p¦d jest owszem zachowa-
ny, ale caªkowita energia nie. Mówimy o zderzeniach caªkowicie niespr¦»ystych, gdy ciaªa w
wyniku zderzenia sczepiaj¡ si¦ i dalej poruszaj¡ razem. Rozpatrzmy taki wªa±nie przypadek,
zobrazowany na Rysunku 3.13. w ±rodku.

Ciaªo m1 uderza z pr¦dko±ci¡ v1 w spoczywaj¡ce ciaªo m2 i dalej poruszaj¡ si¦ razem z
pr¦dko±ci¡ u, któr¡ chcemy wyliczy¢.{

pu(p) = m1v1
pu(k) = (m1+m2)u

pu(p) = pu(k) ⇒ m1v1 = (m1+m2)u ⇒ u =
m1v1
m1+m2

(3.23.)

Cz¦sto w zadaniach dot. zderze« niespr¦»ystych pytamy o strat¦ energii kinetycznej (albo
ogólnie: ubytek energii). Aby j¡ znale¹¢, wystarczy, maj¡c pr¦dko±ci ciaª ukªadu przed i po
zderzeniu, znale¹¢ ró»nic¦ caªkowitej energii kinetycznej ukªadu przed (Ekc1) i po zderzeniu
(Ekc2). Tzn. strata energii kinetycznej w zderzeniu niespr¦»ystym wynosi

∆E = Ekc1 − Ekc2 (3.24.)

P¦d jest zawsze zachowany, tak»e w zderzeniach niespr¦»ystych, gdzie wyst¦puje strata ener-
gii (mówimy: dyssypacja energii), bo w ukªadzie dziaªaj¡ tylko siªy wewn¦trzne, które si¦
wzajemnie znosz¡ (zgodnie z III zasad¡ dynamiki). Siªa akcji ciaªa uderzaj¡cego jest rów-
nowa»ona siª¡ reakcji ciaªa uderzanego. To rozumowanie jest prawdziwe tak»e w przypadku
wszelkich rozpadów ciaª, wybuchów pocisków itd., o ile nie wyst¦puje »adna siªa zewn¦trzna
(ukªad jest izolowany).
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3.7.3. Zderzenie spr¦»yste

W zderzeniu spr¦»ystym zachodzi przekaz caªej energii, obowi¡zuje zasada zachowania
energii, a p¦dy zderzaj¡cych si¦ wymieniaj¡. Obie zasady zachowania pozwalaj¡ nam znale¹¢
dwie nieznane wielko±ci. Niech ciaªo m1 zderzy si¦ spr¦»y±cie ze spoczywaj¡cym ciaªem m2

- Rysunek 3.13.. Chcemy znale¹¢ z jak¡ pr¦dko±ci¡ poruszaj¡ si¦ oba ciaªa po zderzeniu.
Ale! Musimy najpierw zaªo»y¢ kierunek pr¦dko±ci ciaªa m1 po zderzeniu. Mo»e si¦ ono odbi¢
lub porusza¢ dalej w praw¡ stron¦. Zaªó»my, »e si¦ odbija i odwraca kierunek pr¦dko±ci,
czyli po zderzeniu porusza si¦ w lewo. Ten wybór nie ma wpªywu na poprawno±¢ wyniku.
O tym, czy ciaªo m1 si¦ odbije czy nie, decyduje relacja mas obu ciaª, podobnie jak w
przypadku ciaª poª¡czonych linami lub na bloczku, gdy wi¦ksza masa wymuszaªa wybór
kierunku przy±pieszenia caªego ukªadu. Je±li nasze zaªo»enie o kierunku oka»e si¦ zªe, to
pr¦dko±¢ u1 wyjdzie ujemna, a wtedy powiemy, »e ciaªom1 po zderzeniu jednak dalej porusza
si¦ w prawo.
Zapisujemy zarówno zasad¦ zachowania p¦du, jak i energii (kinetycznej w tym przypadku).
Szczegóªy dot. zasady zachowania energii omawiamy w Podrozdziale 4.2. Rozdziaªu 4.{

pu(p) = m1v1
pu(k) = m2u2 −m1u1

pu(p) = pu(k) ⇒ m1v1 = m2u2 −m1u1

{
Ekc1 =

m1v21
2

Ekc2 =
m1u2

1

2
+

m2u2
2

2

Ekc1 = Ekc2 ⇒ m1v
2
1 = m1u

2
1 +m2u

2
2

(3.25.)

Otrzymujemy ukªad równa«:

{
m1v1 = m2u2 −m1u1
m1v

2
1 = m1u

2
1 +m2u

2
2

⇒

{
u1 =

m2

m1
u2 − v1

m1v
2
1 =

m2
2

m1
u22 − 2m2v1u2 +m1v

2
1 +m2u

2
2{

u1 =
m2

m1
u2 − v1

u2

[(
m2

m1
+ 1
)
u2 − 2v1

]
= 0

⇒

{
u2 =

2m1v1
m1+m2

u1 =
(m2−m1)v1
m1+m2

(3.26.)
Skomentujmy wyniki. Szybko±¢ u2 ciaªa o masie m2 wyszªa bezwzgl¦dnie dodatnia, tak
musiaªo by¢, bo ciaªo m2 nie miaªo innej mo»liwo±ci, jak zacz¡¢ porusza¢ si¦ w prawo.
Natomiast ciaªo m1 ma dwie mo»liwo±ci - je±li m2 > m1, to u1 > 0, czyli b¦dzie si¦ poruszaªo
w lewo, tak jak przyj¦li±my. W przeciwnym wypadku, gdy m2 < m1, ciaªo m2 po zderzeniu
b¦dzie si¦ dalej porusza¢ w prawo. Ci¦»szy obiekt niech¦tnie zmienia kierunek ruchu.

3.7.4. Zderzenie w dwóch wymiarach

Rozwa»my zderzenie caªkowicie niespr¦»yste dwóch ciaª tak jak na Rysunku 3.14., przy
czym znamy k¡t padania jednego ciaªa (np. α) i pr¦dko±ci pocz¡tkowe obu ciaª i chcemy
znale¹¢ k¡t padania drugiego ciaªa oraz wspóln¡ pr¦dko±¢ obu ciaª po zderzeniu.

X :

{
pu(p)x = m1v1 cosα +m2v2 cos β
pu(k)x = (m1 +m2)u

Y :

{
pu(p)y = −m1v1 sinα +m2v2 sin β
pu(k)y = 0

(3.27.)
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{
pu(p)x = pu(k)x
pu(p)y = pu(k)y

⇒


sin β = m1v1

m2v2
sinα

u =
m1v1 cosα+

√
m2

2v
2
2+m2

1v
2
1 sin2 α

m1+m2

(3.28.)

Rysunek 3.14.: Zderzenie dwóch ciaª na pªaszczy¹nie.

3.7.5. Wahadªo balistyczne

Wahadªo balistyczne jest to masa M zawieszona na dwóch linach. Masa m (pocisk)
uderza w mas¦M z pr¦dko±ci¡ v caªkowicie niespr¦»y±cie. Ukªad taki mo»e sªu»y¢ do pomiaru
pr¦dko±ci pocisku (np. w wojskowo±ci). Przykªadow¡ realizacj¡ takiej sytuacji jest przypadek
pocisku tra�aj¡cego w kloc, który grz¦¹nie we wn¦trzu kloca i odchyla go od pionu o pewien
k¡t. Rozwa»my taki przypadek, zilustrowany na Rysunku 3.15..

Problem ma dwa etapy. W pierwszym etapie rozwa»amy zderzenie caªkowicie niespr¦»yste
pocisku m z wahadªem M . Stosuj¡c zasad¦ zachowania p¦du obliczymy pr¦dko±¢ u ukªadu
pocisk+wahadªo po zderzeniu. B¦dzie to pr¦dko±¢ pocz¡tkowa w ruchu wahadªa w drugim
etapie, gdzie stosuj¡c zasad¦ zachowania energii caªkowitej znajdziemy k¡t o jaki odchyli si¦
wahadªo. Znaj¡c ten k¡t obliczymy pr¦dko±¢ uderzenia pocisku.

Moment zderzenia:
{
pu(1) = mv
pu(2) = (m+M)u

pu(2) = pu(2) ⇒ u = mv
m+M

Po zderzeniu:
{
Ec2 =

(m+M)u2

2

Ec3 = (m+M)gh
Ec2 = Ec3 ⇒ h = u2

2g

(3.29.)

Na Rysunku 3.15. widzimy, »e wysoko±¢ h na jak¡ wzniesie si¦ ±rodek ci¦»ko±ci wahadªa
mo»emy zwi¡za¢ z k¡tem α i dªugo±ci¡ lin nast¦puj¡co:

h− l

l
= cosα ⇒ h = l(1− cosα) (3.30.)

�¡cz¡c powy»sze wyniki dostajemy:

h =
u2

2g
=

m2v2

2g(m+M)2
= l(1− cosα) ⇒ v =

m+M

m

√
2gl(1− cosα) (3.31.)
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Rysunek 3.15.: Wahadªo balistyczne. W pierwszym etapie (1)→(2): z.z.p. w zderzeniu nie-
spr¦»ystym. W drugim etapie (2)→(3): z.z.E. przy odchylaniu wahadªa.

3.7.6. Rozpad pocisku

Wyobra¹my sobie sytuacj¦, w której pocisk wystrzelony pod k¡tem α po poziomu z
pr¦dko±ci¡ v0 w najwy»szym punkcie swojego lotu rozrywa si¦ na 2 cz¦±ci o równych masach, z
których pierwsza upada pionowo w dóª ze znan¡ pr¦dko±ci¡. Nale»y znale¹¢ warto±¢ i kierunek
pr¦dko±ci drugiej cz¦±ci pocisku. Sytuacj¦ obrazuje Rysunek 3.16.. Oczywi±cie w przypadku
rozpadu pocisku na cz¦±ci nie b¦dzie obowi¡zywa¢ zasada zachowania energii, poniewa» do
rozerwania potrzebna byªa dodatkowa energia wytworzona np. wskutek wybuchu. Pod koniec
oblicze« przyjmiemy: m1 = m2 = 0,5m.

X :

{
pu(p)x = mv0 cosα
pu(k)x = m2v2 cos θ

Y :

{
pu(p)y = 0
pu(k)y = m2v2 sin θ −m1v1{

pu(p)x = pu(k)x
pu(p)y = pu(k)y

⇒
{
v2 =

m1v1
m2 sin θ

mv0 cosα = m1v1ctgθ
⇒

{
ctgθ = 2v0 cosα

v1

v2 =
m1v1

m2 sin θ

(3.32.)

Rysunek 3.16.: Ilustracja rozpadu pocisku.

Aby wyrazi¢ ko«cowy wzór na pr¦dko±¢ v2 musieliby±my wyrazi¢ sin θ przez funkcj¦ ctgθ.
Nie b¦dziemy tego robi¢.

Zadajmy sobie teraz pytanie - w jakiej odlegªo±ci od punktu wystrzelenia pocisku upadnie
cz¦±¢ m2 po rozerwaniu? Ciaªo m2 wykonuje rzut uko±ny pod k¡tem θ, jednak zaczyna swój
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lot na wysoko±ci hmax i w odlegªo±ci 1
2
z wg oznacze« z rysunku. Spróbujmy najpierw znale¹¢

wzór na zasi¦g takiego rzutu. Skorzystamy w równa« poªo»enia (2.9.), przypominamy sobie
wzory na hmax i z. {

x(t) = 1
2
z + v2xt

y(t) = hmax + v2yt− 1
2
gt2

(3.33.)

Czas do upadku na ziemi¦ tu znajdujemy z warunku y(tu) = 0. St¡d

y(tu) = 0 ⇒ tu =
v2y +

√
v2y + 2ghmax

g
(3.34.)

Odrzucamy rozwi¡zanie z minusem jako ujemne. Odlegªo±¢ upadku ciaªa m2 od punktu
wystrzelenia pocisku m, czyli odlegªo±¢ d, obliczymy jako x(tu).

d = x(tu) =
1

2
z +

v2x
g

(
v2y +

√
v22y + 2ghmax

)
=

=
v20 sin 2α

2g
+
v2x
g

(
v2y +

√
v22y + v20 sin

2 α

) (3.35.)

Wiemy ju», »e potrzebujemy zna¢ jedynie skªadowe pr¦dko±ci v2 cz¦±ci pocisku m2. Przepi-
szemy wi¦c równania (3.32.) tak, aby obliczy¢ v2x oraz v2y.{

mv0 cosα = m2v2x
m2v2y −m1v1 = 0

{
v2x = 1

2
v0 cosα

v2y = v1
(3.36.)

Podstawiaj¡c skªadowe pr¦dko±ci v2 do wzoru (3.35.) znajdujemy ko«cowy wzór na odlegªo±¢
d, zale»ny tylko od v0,v1 i α.

Zadania

1. Dwa ciaªa o masach m1 = 10 kg i m2 = 5 kg zderzaj¡ si¦ czoªowo caªkowicie niespr¦-
»y±cie. Z jak¡ szybko±ci¡ i w jakim kierunku poruszaj¡ si¦ po zderzeniu, je±li przed
zderzeniem miaªy pr¦dko±ci v1 = 2 m/s i v2 = 3 m/s. Jaka jest strata energii kinetycz-
nej w tym zderzeniu?

2. Kula bilardowa uderza w inn¡, spoczywaj¡c¡ kul¦ o takiej samej masie tak, »e po
rozbiciu obie kule odlatuj¡ pod k¡tem prostym w kierunkach x i y z tymi samymi
pr¦dko±ciami u. Pod jakim k¡tem wzgl¦dem osi x i z jak¡ pr¦dko±ci¡ padaªa uderzaj¡ca
bila? Zaªo»y¢ zderzenie spr¦»yste.

3. Odchylone wahadªo balistyczne o masie M puszczamy tak, »e w najni»szym poªo»eniu
zderza si¦ z pociskiem o masie m i pr¦dko±ci v. O jaki k¡t musiaªo by¢ odchylone wa-
hadªo, je±li po zderzeniu caªy ukªad si¦ zatrzymaª? Dªugo±¢ lin, na których zawieszono
wahadªo, wynosi l. Jaki warunek na stosunki mas musi by¢ speªniony, aby problem byª
�zycznie mo»liwy?

77



3.8. Zasada zachowania momentu p¦du ROZDZIA� 3. Dynamika

3.8. Zasada zachowania momentu p¦du

Moment p¦du jest wielko±ci¡ wektorow¡ zde�niowan¡ jako:

L = Iω , L⃗ = Iω⃗ (3.37.)

gdzie I jest momentem bezwªadno±ci ciaªa, a ω - pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ w ruchu obrotowym.
Posta¢ ta jest wi¦c zupeªnie analogiczna do wzoru na p¦d p = mv.

Zasada zachowania momentu p¦du mówi, »e wektor caªkowitego momentu p¦du ukªadu
izolowanego jest staªy i niezmienny w trakcie ruchu

L⃗c = const ⇒ L⃗1 = L⃗2 ⇒ I1ω⃗1 = I2ω⃗2 (3.38.)

Najcz¦±ciej mamy do czynienia z sytuacj¡, »e ukªad zmienia swój rozkªad masy, a przez
to moment bezwªadno±ci, wobec czego i pr¦dko±¢ k¡towa si¦ zmienia. Interesuje nas tylko
zmiana warto±ci pr¦dko±ci k¡towej, przez co stosujemy zasad¦ zachowania momentu p¦du
postaci L1 = L2, tak jak w przypadku jednowymiarowym dla zasady zachowania p¦du.
Spójrzmy na prosty Przykªad.

Przykªady

1. Na brzegu obracaj¡cej si¦ tarczy o promieniu R i masie M stoi mrówka o masie m
(traktujemy j¡ jak punkt materialny). Ukªad obraca si¦ wokóª osi tarczy w cz¦sto±ci¡
ω1. Co zmieni si¦, je±li mrówka przemaszeruje do ±rodka tarczy?
Odpowied¹ jest prosta i daje j¡ zasada zachowania momentu p¦du. Oczywi±cie zmie-
ni si¦ cz¦sto±¢ obrotu ukªadu, bo zmieniª si¦ jego moment bezwªadno±ci (przemiesz-
czenie mrówki zmieniªo rozkªad masy). Caªkowity moment bezwªadno±ci ukªadu tar-
cza+mrówka na pocz¡tku wynosi I1 = It+Im, jest po prostu sum¡ momentów bezwªad-
no±ci tarczy i mrówki. Mrówka jest punktem materialnym o masie m, oddalonym od
osi obrotu o R, wi¦c jej moment bezwªadno±ci wynosi Im = mR2. Dla tarczy (cienkiego
walca) It = 1

2
MR2. Zatem:

I1 = Im + It = mR2 +
1

2
MR2 =

(
m+

1

2
M

)
R2

Po przej±ciu mrówki do ±rodka tarczy, jej moment bezwªadno±ci wynosi zero, bo znaj-
duje si¦ ona dokªadnie w osi obrotu. Pozostaje tylko moment bezwªadno±ci tarczy
I2 = It. Zapisujemy zasad¦ zachowania momentu p¦du:

L1 = L2 ⇒ I1ω1 = I2ω2 ⇒
(
m+

1

2
M

)
R2ω1 =

1

2
MR2ω2 ⇒ ω2 =

M + 2m

M
ω1

2. Do wiruj¡cej w cz¦stotliwo±ci¡ f1 = 10 Hz kuli o promieniu R1 = 10 cm i masie
M1 = 0,5 kg doª¡czamy w pewnym momencie drug¡ kul¦ o masie M2 = 0,2 kg i
nieznanym promieniu R2, sczepiaj¡c je wzdªu» osi obrotu pierwszej kuli (w zwi¡zku
z tym kierunek pr¦dko±ci k¡towej si¦ nie zmienia). Trzeba znale¹¢ R2, je±li wiemy, »e
poª¡czone kule wykonuj¡ 5 obrotów na sekund¦ (f2 = 5 Hz).
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Moment bezwªadno±ci ukªadu po poª¡czeniu: I2 = 2
5
(M1R

2
1 +M2R

2
2). Zapisujemy za-

sad¦ zachowania momentu p¦du:

L1 = L2 ⇒ I1ω1 = I2ω2 ⇒ 2
5
M1R

2
1 · 2πf1 = 2

5
(M1R

2
1 +M2R

2
2) · 2πf2

⇒ R2
2 =

M1

M2
R2

1

(
f1
f2

− 1
)

⇒ R2 = 15,8 cm

Zadania

1. W naczyniu o ksztaªcie powªoki sferycznej wypeªnionym wod¡ zrobiono u doªu otwór,
przez który po pewnym czasie caªa woda wylaªa si¦. Puste sferyczne naczynie wiruje z
cz¦stotliwo±ci¡ f2=10 Hz. Z jak¡ cz¦stotliwo±ci¡ musiaªo wirowa¢ naczynie wypeªnione
wod¡? Masa naczynia M=100 g, promie« sfery R=10 cm, g¦sto±¢ wody ρ=1 g/cm3.

2. W wyniku kolapsu grawitacyjnego pewna planeta kurczy si¦ tak, »e doba na tej planecie
skraca si¦ n-razy. Prosz¦ obliczy¢ ile razy i jak zmieniª si¦ promie« tej planety, je±li
zaªo»ymy jej kulisty ksztaªt. Jak zmienia si¦ g¦sto±¢ masy tej planety?

3. Baletnica w piruecie z r¦kami ±ci¡gni¦tymi do siebie wykonuje f1 = 6 obr./s. Ile obrotów
b¦dzie wykonywa¢, je±li wyci¡gnie jedn¡ r¦k¦, a ile gdy obie? Potraktujmy r¦k¦ jak
punkt materialny o masie m = 2 kg umieszczony w odlegªo±ci d = 75 cm od osi
obrotu. Moment bezwªadno±ci baletnicy z rekami ±ci¡gni¦tymi do tuªowia to I = 0,45
kg·m2.

4. Prosz¦ rozwi¡za¢ to samo zadanie z baletnic¡ zakªadaj¡c, »e wyci¡gni¦t¡ r¦k¦ traktu-
jemy jako pr¦t o masie m i dªugo±ci d obracaj¡cy si¦ wokóª osi przechodz¡cej przez
jeden z jego ko«ców.

3.9. Ruch ukªadu o zmiennej masie*

W tym dodatkowym podrozdziale zastanowimy si¦ nad problemem ruchu ciaª o zmiennej
masie. Chodzi tu np. o ruch rakiety, która wydala gazy wylotowe, albo ruch barki, na któr¡
z podajnika sypie si¦ piasek itp. Zagadnienie to zasadniczo nie jest ªatwe i z pewno±ci¡ wy-
kracza poza podstawowy kurs �zyki, dlatego omówione zostaªo w podrozdziale z gwiazdk¡.

W rozdziale 3.1. podali±my II zasad¦ dynamiki w postaci uogólnionego wzoru (3.3.).
Nale»y tutaj wyja±ni¢, »e siªa F⃗w w tym wzorze to siªa wypadkowa, a wi¦c caªkowita siªa
dziaªaj¡ca na ciaªo lub ukªad ciaª. Zatem jest to suma wszelkich siª zewn¦trznych (np. siªa
ci¡gu silnika, oporu powietrza, grawitacji). Siªy wewn¦trzne (np. siªa odrzutu gazów wyloto-
wych rakiety) nie wnosz¡ wkªadu do siªy wypadkowej, zgodnie z III zasad¡ dynamiki. Wzór
ten jest sªuszny tak»e dla ruchu ciaª o zmiennej masie, jednak nale»y pami¦ta¢, »e w rów-
naniu dynamiki musimy uwzgl¦dni¢ wszystkie masy (tak»e wielko±¢ ubytku lub przyrostu
masy) oraz wszystkie siªy zewn¦trzne. W konkretnych problemach �zycznych zapiszemy II
zasad¦ dynamiki nast¦puj¡co:

dp⃗c = p⃗′ − p⃗ = p⃗(t+ dt)− p⃗(t) = F⃗zdt (3.39.)

Zmiana p¦du dotyczy w tym przypadku caªego ukªadu (np. nie tylko samej rakiety, ale te» i
gazów wylotowych). Chodzi wi¦c nie o p¦d samego ciaªa o zmiennej masie, ale caªego ukªadu.
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Wyja±ni si¦ to w Przykªadach. Skomentujmy, »e je±li w ukªadzie nie wyst¦powaªyby »adne
siªy zewn¦trzne, F⃗z = 0, to zmiana p¦du dp⃗c

dt
= 0. Z tego za± wynika zasada zachowania

p¦du: p⃗c = const. Tak rzeczywi±cie musi by¢ - w ukªadzie izolowanym (bez udziaªu siª
zewn¦trznych) p¦d caªego ukªadu jest zachowany.

W tym sensie mo»na powiedzie¢, »e wzór (3.3.), lub równowa»nie wzór (3.39.), dotyczy
ruchu ciaªa o staªej masie, przez co zachowana jest konsystencja ze wzorem podstawowym
(3.2.), czyli F⃗w = ma⃗. Chodzi tutaj o to, »e w powy»szym wzorze (3.39.) uwzgl¦dniamy
wszystkie masy w ukªadzie - np. mas¦ rakiety (która si¦ zmienia) i mas¦ gazów wylotowych,
a wi¦c caªkowit¡ mas¦ ukªadu, która jest staªa. Nie jest to wi¦c wzór na II zasad¦ dynamiki
dla ciaªa, ale ukªadu ciaª. Tak¡ interpretacj¦ preferuj¡ autorzy niektórych podr¦czników.
Jednocze±nie za �dobry� wzór na II zasad¦ dynamiki dla ciaªa o zmiennej masie podaje si¦
wówczas:

m
dv⃗

dt
= F⃗z + µ u⃗ lub

dp⃗

dt
= F⃗z + µ w⃗ (3.40.)

gdzie:
� m jest zmienn¡ w czasie mas¡ ciaªa, a tempo zmian wyra»a wielko±¢ µ = dm

dt
w jed-

nostkach kg/s (je±li masa przyrasta, to µ = +dm
dt
, a je±li maleje, to µ = −dm

dt
),

� v⃗ jest wektorem pr¦dko±ci ciaªa w ukªadzie inercjalnym (wzgl¦dem spoczywaj¡cego ob-
serwatora - np. na brzegu, z którego obserwowany jest ruch barki, albo na powierzchni
Ziemi, sk¡d obserwuje si¦ start rakiety),

� w⃗ jest wektorem pr¦dko±ci ubytku/przyrostu masy (np. ziarenek piasku wylatuj¡ce-
go/spadaj¡cego z/na bark¦ lub cz¡steczek gazów wylotowych) wzgl¦dem nieruchomego
obserwatora (w ukªadzie inercjalnym),

� u⃗ = w⃗ − v⃗ jest wektorem pr¦dko±ci ubytku/przyrostu masy wzgl¦dem poruszaj¡cego
si¦ ciaªa (barki lub rakiety),

� F⃗z jest wektorem siª zewn¦trznych (np. siª oporu powietrza, ci¡gu silnika barki itp.)
Na pierwszy rzut oka wzory (3.39.) oraz (3.40.) wydaj¡ si¦ ze sob¡ sprzeczne. Jednak w
pierwszym z nich mamy na my±li zmian¦ caªkowitego p¦du ukªadu (a wi¦c przykªadowo
ukªadu rakieta-gazy wylotowe), natomiast w drugim tylko zmian¦ p¦du ciaªa o zmiennej
masie (a wi¦c np. samej rakiety). W tym drugim przypadku p⃗ = mv⃗ oraz dp⃗ = mdv⃗+dm v⃗.

Jeszcze inaczej, na podstawie zasady zachowania p¦du caªkowitego, mo»na powiedzie¢,
»e przyrost p¦du ciaªa o zmiennej masie dp⃗ jest równy sumie: (i) pop¦du siªy zewn¦trznej
F⃗z w przedziale czasu (t,t + dt), F⃗zdt, oraz (ii) p¦du unoszonego przez mas¦ dm (np. mas¦
gazów wylotowych lub piasku), dmw⃗, co prowadzi do wzoru:

dp⃗ = F⃗zdt+ dmw⃗ (3.41.)

zgodnego ze wzorem (3.40.).

Wyra»enie F⃗c = µu⃗ = ±dm
dt
u⃗ peªni rol¦ siªy ci¡gu (np. rakiety - nabytej na skutek od-

rzutu gazów wylotowych, lub barki - uzyskanej pod wpªywem poziomej skªadowej pr¦dko±ci
piasku). F⃗c jest po prostu siª¡ odrzutu (np. gazów wylotowych). Gdyby piasek padaª na
bark¦ prostopadle do jej kierunku pr¦dko±ci, to siªa F⃗c miaªaby skªadow¡ pionow¡, która
dziaªaªaby prostopadle do barki, a wi¦c zapewne byªaby równowa»ona przez reakcj¦ podªo»a
(wody). Wypadkowo w równaniu dynamiki skªadowa ta znikªaby. II zasad¦ dynamiki dla
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ciaªa o zmiennej masie mo»emy wi¦c zapisa¢ nast¦puj¡co:

ma⃗ = F⃗z + F⃗c , gdzie F⃗c = ±dm

dt
u⃗ (3.42.)

Je»eli mamy do czynienia z ubytkiem masy w czasie (np. podczas ruchu rakiety), to dm
dt
< 0,

a siªa ci¡gu jest skierowana przeciwnie do wektora pr¦dko±ci u⃗ (gazów wylotowych), czyli
zgodnie ze zwrotem wektora pr¦dko±ci v⃗ (rakiety) - w efekcie rakieta przy±piesza. Je±li na-
tomiast ciaªo nabiera masy (np. ªadujemy piasek na bark¦), to dm

dt
> 0 i siªa ci¡gu ma zwrot

wektora u⃗. Ogólnie: Fc ∼ dm
dt

oraz F⃗c ∼ ±u⃗.
Oznaczenia wielko±ci �zycznych Czytelnik mo»e porówna¢ z Rysunkiem 3.17. ilustruj¡cym
tre±¢ zadania w Przykªadzie. W Przykªadach te» szczegóªowo pokazujemy stosowanie wyªo-
»onego powy»ej formalizmu. W szczególno±ci, najcz¦±ciej rozwa»amy przypadek jednowymia-
rowy, przez co powy»sze wzory redukuj¡ si¦ do postaci algebraicznej (bez strzaªek wektorów).
W przypadku ruchu rakiety szybko±ci gazów wylotowych wzgl¦dem rakiety s¡ du»o wi¦ksze
ni» szybko±¢ samej rakiety, dlatego dªugo±¢ wektora u⃗ jest znacznie wi¦ksza ni» dªugo±¢ wek-
tora v⃗, a wówczas wektor w⃗ jest skierowany przeciwnie do kierunku ruchu rakiety (czyli w
dóª).

Rysunek 3.17.: Ilustracja ruchu rakiety, idea odrzutu gazów wylotowych. Wektor w⃗ to pr¦d-
ko±¢ gazów wylotowych w ukªadzie inercjalnym (wzgl¦dem Ziemi), a wektor u⃗ to pr¦dko±¢
gazów wzgl¦dem ukªadu nieinercjalnego (zwi¡zanego z poruszaj¡c¡ si¦ rakiet¡).

Przykªady

1. Na podstawie ogólnych rozwa»a« o zmianie p¦du w ukªadzie rakieta-gazy wylotowe
wyprowad¹ równanie Cioªkowskiego (3.40.) dla startuj¡cej pionowo rakiety.
Przyjmujemy, »e rakieta startuje w chwili t = 0, kiedy jej masa wynosi m0. W do-
wolnej chwili t pr¦dko±¢ rakiety wzgl¦dem ukªadu nieruchomego wynosi v, natomiast
w krótkim przedziale czasu dt rakieta emituje mas¦ dmg = −dm gazów wylotowych
o pr¦dko±ci u wzgl¦dem rakiety. Znak minus w wyra»eniu na mas¦ gazu wynika w
faktu, »e jest ona równowa»na ubytkowi masy rakiety. W dalszych rachunkach b¦-
dziemy dodawa¢ p¦dy, co mo»emy zrobi¢ tylko, je±li s¡ zde�niowane w tym samym
ukªadzie odniesienia. Dlatego musimy okre±li¢ szybko±¢ gazów wylotowych wzgl¦dem
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ziemi, w, jako: u = w − v (zakªadamy, »e u > v, dlatego kierunek w jest w t¦ sam¡
stron¦, co kierunek u). Stosujemy zapis skalarny, bo ruch rakiety w naszym zadaniu
jest jednowymiarowy. Chocia» w tym zadaniu nie b¦dzie nam to potrzebne, to od razu
mo»emy zapisa¢, »e zale»no±¢ masy rakiety od czasu wynosi: m(t) = m0 − µt, gdzie
µ = dmg

dt
= −dm

dt
jest szybko±ci¡ emisji gazów wylotowych (czyli szybko±ci¡ ubytku

masy). Mo»emy teraz zapisa¢ ile wynosi p¦d ukªadu rakieta-gazy wylotowe w chwili t
(przed emisj¡ masy gazu −dm) oraz po czasie dt, gdy rakieta wyemitowaªa gaz, a jej
pr¦dko±¢ zmieniªa si¦ o dv:

p = p(t) = mv
p′ = p(t+ dt) = (m− dm)(v + dv)− dmg w =

= (m− dm)(v + dv) + dmw =
= mv +mdv + dm (w − v) =
= mv +mdv + dmu

Kierunki wektorów pr¦dko±ci ustalili±my tutaj, zgodnie z Rysunkiem 3.17., w konwen-
cji: wektory w gór¦ z plusem, wektory w dóª z minusem. Zatem przyrost p¦du:

dp = p′ − p = p(t+ dt)− p(t) = mdv + dmu

Zgodnie z II zasad¡ dynamiki w postaci wzoru (3.39.):

dp = Fzdt ⇒ mdv + dmu = Fzdt ⇒ mdv
dt

= Fz − dm
dt
u

Je»eli teraz przypomnimy sobie, »e dm
dt

= −µ, to otrzymamy ko«cowy wzór identyczny
z równaniem (3.40.).
Zauwa»my, »e w pierwszym równaniu zapisali±my przyczynki do p¦du caªkowitego ukªa-
du od wszystkich mas: rakiety oraz cz¡steczki gazu wylotowego. W ostatnim wzorze z
kolei wyst¦puje ju» tylko zmiana pr¦dko±ci (p¦du) rakiety, a wpªyw gazów wylotowych
zaznaczony jest w dodatkowym skªadniku sumy (sile ci¡gu).

2. Wyprowad¹ wzór Cioªkowskiego na zale»no±¢ pr¦dko±ci rakiety swobodnej od czasu.
Rakieta swobodna nie jest poddana dziaªaniu »adnych siª zewn¦trznych (w szczegól-
no±ci pomijamy tu wpªyw siªy grawitacji czy siª oporu), zatem Fz = 0. Równanie
dynamiki rakiety swobodnej jest wi¦c postaci (wzór (3.40.)):

m
dv

dt
= −dm

dt
u

Zauwa»my, »e ªatwo rozwi¡»emy to równanie ró»niczkowe eliminuj¡c z niego czas i
caªkuj¡c tylko po pr¦dko±ci i masie. Mno»¡c obustronnie przez dt, otrzymamy:

mdv = −udm ⇒ dv = −udm
m

⇒ v = −u lnm+ C

Staª¡ caªkowania C znajdujemy z warunku pocz¡tkowego: v(0) = 0 oraz m(0) = m0.
Zatem C = lnm0. Ostatecznie otrzymujemy wzór Cioªkowskiego:

v = u ln
m0

m
lub v(t) = u ln

(
m0

m0 − µt

)
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albo w postaci wektorowej (wektory v⃗ i u⃗ s¡ przeciwnie skierowane):

v⃗(t) = −u⃗ ln

(
m0

m0 − µt

)
Ciekawym wydaje si¦ pytanie o ko«cow¡ pr¦dko±¢, jak¡ osi¡gnie rakieta po wypaleniu
caªego paliwa. Niech masa pocz¡tkowa rakiety z paliwem wynosi m0 = mp +mk, gdzie
mp jest mas¡ pocz¡tkow¡ paliwa, a mk mas¡ korpusu rakiety (niezmienn¡ w trakcie
lotu), przy czym masa paliwa jest zasadniczo wielokrotnie wi¦ksza od masy korpusu
rakiety, mp ≫ mk. Masa rakiety po wypaleniu caªego paliwa pozostaje tylko m = mk.
W takim razie pr¦dko±¢ ko«cowa:

vk = u ln

(
mp +mk

mk

)
= u ln

(
1 +

mp

mk

)
≈ u ln

mp

mk

Ostatni (przybli»ony) wzór cz¦sto bywa nazywany równie» wzorem Cioªkowskiego, a
stosunek mp/mk jest wa»nym parametrem w technologii rakietowej. Wydajno±¢ ra-
kiety zale»y od dwóch wielko±ci: szybko±ci gazów wylotowych wzgl¦dem rakiety oraz
stosunku mas paliwa i korpusu rakiety. Jest to jednocze±nie powa»ne ograniczenie w
zastosowaniu paliw ciekªych (chemicznych).

3. Barka o pocz¡tkowej masie m0 = 1000 kg porusza si¦ po rzece pod wpªywem staªej,
poziomej siªy F = 1 kN (Rysunek 3.18.). W pewnej chwili barka podpªywa pod po-
dajnik piasku, z którego prostopadle na bark¦ sypie si¦ piasek w tempie µ = 50 kg/s.
Znajd¹ zale»no±¢ pr¦dko±ci barki od czasu. Jaka pr¦dko±¢ ustali si¦ po dªugim czasie,
je»eli piasek ci¡gle sypie si¦ na bark¦ z szybko±ci¡ µ?
Zadanie mo»emy rozwi¡za¢ wykorzystuj¡c oba dyskutowane w tym podrozdziale spo-
soby. Tak wi¦c zróbmy. W pierwszej kolejno±ci mo»emy zastosowa¢ wzór (3.40.) dla
samej barki. Ruch barki i oznaczenia zilustrowano na Rysunku 3.18..

Sposób I
Pr¦dko±¢ pozioma (ta nas interesuje) piasku wzgl¦dem brzegu wynosi zero, czyli w = 0.
Ponadto, masa barki przyrasta wskutek dostarczania piasku, wi¦c µ = +dm

dt
. Na pod-

stawie wzoru (3.40.) mo»emy zapisa¢:

m
dv

dt
= F + µ(−v)

gdziem = m(t) = m0+µt. Dostali±my do±¢ trudne równanie ró»niczkowe, które jednak
rozwi¡»emy �sprytnie�. Spróbujmy tak:

m
dv

dt
= F − µv ⇒ m

dv

dt
+

dm

dt
v = F ⇒ d

dt
(mv) = F

Teraz caªkowanie jest ju» proste, je±li potraktujemy wyra»enie 'mv' jako jedn¡ zmienn¡.
Rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce:

mv = Ft+ C ⇒ v(t) =
Ft

m(t)
+ C =

Ft

m0 + µt
+ C

Staª¡ caªkowania znajdujemy z tzw. warunków pocz¡tkowych. Zaªó»my, »e na pocz¡tku
naszej obserwacji (albo ruchu barki) pr¦dko±¢ barki wynosiªa v0 = v(t = 0) = 0.
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Wówczas nasze rozwi¡zanie: v(0) = 0
m0+0

+ C = 0 ⇒ C = 0. Ostatecznie, zale»no±¢
pr¦dko±ci barki od czasu jest nast¦puj¡ca:

v(t) =
Ft

m0 + µt

Jest to rosn¡ca funkcja czasu, co ªatwo mo»na sprawdzi¢ szkicuj¡c jej przebieg. Pr¦d-
ko±¢ barki przyrasta, ale coraz wolniej (ci¡gle dziaªa na bark¦ staªa siªa, ale jej masa
�efektywnie� ro±nie, przez co wielko±¢ przy±pieszenia spada). Sprawd¹my jak wygl¡da
zale»no±¢ przy±pieszenia barki od czasu (spodziewamy si¦ malej¡cej funkcji czasu):

a(t) =
d

dt
v(t) =

Fm0

(m0 + µt)2

Rzeczywi±cie, zale»no±¢ przy±pieszenia od czasu jest dana hiperbol¡. Przy±pieszenie
maleje w czasie, wi¦c pr¦dko±¢ ro±nie coraz wolniej. Maksymaln¡ pr¦dko±¢, jak¡ osi¡-
gnie barka, znajdziemy, obliczaj¡c granic¦ wyra»enie na v(t) w niesko«czono±ci (na
podstawie wykresu v(t) mo»emy przekona¢ si¦, »e funkcja ta ma poziom¡ asymptot¦).
Liczmy:

vmax = lim
t→∞

v(t) = lim
t→∞

(
Ft

m0 + µt

)
=
F

µ

co, po podstawieniu danych, daje wynik 20 m/s.

Sposób II
Teraz spróbujmy zastosowa¢ pierwsze podej±cie omówione w tym podrozdziale, miano-
wicie, zapiszmy zmian¦ p¦du caªego ukªadu barka-piasek w przedziale czasu (t,t+dt):

p = p(t) = mv
p′ = p(t+ dt) = (m+ dm)(v + dv)
dp = p′ − p = (m+ dm)(v + dv)−mv = mdv + vdm = d(mv)

Stosuj¡c wzór (3.39.) dostajemy równanie d(mv) = Fdt. Dalsze rozwi¡zanie równania
ró»niczkowego jest analogiczne do przedstawionego w Sposobie I. Ostatecznie dostaje-
my dokªadnie takie samo rozwi¡zanie.

Rysunek 3.18.: Ilustracja ruchu barki, na któr¡ z podajnika sypie si¦ piasek.

Zadania

1. Rakieta startuje pionowo w gór¦ wskutek siªy odrzutu gazów wylotowych, doznaj¡c
jednocze±nie siªy oporu powietrza proporcjonalnej do pr¦dko±ci (Fop = −bv, gdzie b
jest staªym parametrem). Pr¦dko±¢ gazów wylotowych wzgl¦dem rakiety to u, a tempo
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spalania µ. (a) Zapisz równanie dynamiki dla takiej rakiety. (b) Z jakim pocz¡tkowym
przy±pieszeniem porusza si¦ rakieta (w chwili t = 0)? (c) Jak¡ hipotetyczn¡ maksy-
maln¡ pr¦dko±¢ mo»e uzyska¢ rakieta (zakªadamy, »e ko«cowa masa rakiety to mk).
Rakieta startuje z v0 = 0. Jak wygl¡daªaby sytuacja, gdyby±my uwzgl¦dnili dodatkowo
ci¦»ar rakiety?

2. Wagon cystern¦ przewo»¡cy 40 ton wody delikatnie pchni¦to wzdªu» torów, nadaj¡c
mu staª¡ pr¦dko±¢ o warto±ci 1 m/s. Lokomotywa ci¡gnie wagon ze staª¡ siª¡ równ¡
10 kN. Pomijamy opory ruchu. Przez nieszczelno±¢ w dnie wagonu wylewa si¦ woda z
szybko±ci¡ 100 litrów na minut¦. Jak¡ pr¦dko±¢ uzyska wagon w momencie, gdy caªa
woda wyleje si¦ z wagonu? Znajd¹ zale»no±¢ pr¦dko±ci od czasu.

3. Sprytny Jasiu robi swoj¡ wªasn¡ �rakiet¦�. Na pokªad wózka o masie wªasnej 20 kg
zabiera 50 kamieni, ka»dy o masie 0,2 kg, nast¦pnie rozp¦dza wózek do pr¦dko±ci 10
m/s na pªaskim podªo»u i wskakuje do niego. Waga Jasia to 30 kg. Wózek toczy si¦
z pomijalnie maªymi oporami ruchu. Jasiu wª¡cza teraz �nap¦d rakietowy�, tzn. w
staªym tempie wyrzuca do tyªu po jednym kamieniu, nadaj¡c mu pr¦dko±¢ wzgl¦dem
wózka 5,5 m/s. (i) Jak¡ ko«cow¡ pr¦dko±¢ (tzn. po wyrzuceniu wszystkich kamieni)
uzyska �rakieta� Jasia? (ii) Ile kamieni powinien Jasiu zabra¢ na pokªad, aby osi¡gn¡¢
pr¦dko±¢ 15 m/s? (iii) Zamiast zabierania na pokªad wi¦kszej liczby kamieni, Jasiu
postanawia wyrzuca¢ kamienie z wi¦ksz¡ szybko±ci¡ do tyªu. Ile musiaªaby wynosi¢
nowa szybko±¢ wyrzutu, aby z u»yciem 50 kamieni rozp¦dzi¢ �rakiet¦� do 15 m/s?
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Rozdziaª 4.

Praca, moc, energia

4.1. Podstawowe de�nicje

Praca wykonana przez siª¦ F⃗ na przemieszczenie ∆r⃗ = r⃗2 − r⃗1 jest skalarn¡ wielko±ci¡
�zyczn¡ zde�niowan¡ wzorem:

W = F⃗ ◦∆r⃗
(
W =

∫ r⃗2

r⃗1

F⃗ ◦ dr⃗
)

(4.1.)

Podajemy tak»e peªne de�nicje caªkowe, ale nie b¦dziemy z nich korzysta¢ w zadaniach. W
szczególno±ci, siªa dziaªaj¡ca prostopadle do kierunku przemieszczenia nie wykonuje pracy.
Siªy, których praca po torze zamkni¦tym wynosi zero, nazywamy siªami zachowawczymi.
Je±li w ukªadzie wyst¦puj¡ tylko takie siªy, to speªniona b¦dzie zasada zachowania energii,
któr¡ dyskutujemy w kolejnym podrozdziale. S¡ to np. siªa grawitacji, spr¦»ysto±ci, elektro-
statyczna. Siªa tarcia i oporu powietrza nie s¡ siªami zachowawczymi, tzn. nie zachowuj¡
caªkowitej energii mechanicznej. Praca siªy tarcia jest zawsze ujemna, bo tarcie jest przeciw-
nie skierowane do kierunku ruchu, czyli tak»e do wektora przemieszczenia. Oznacza to tylko
tyle, »e aby pokona¢ dziaªanie tarcia musimy dostarczy¢ do ukªadu energii.

Podobn¡ de�nicj¦ pracy podajemy dla ruchu obrotowego. Wówczas to moment siªy M⃗F

wykonuje prac¦ na obrócenie ciaªa o k¡t ∆φ = φ2 − φ1 równ¡:

W =MF∆φ

(
W =

∫ φ2

φ1

MFdφ

)
(4.2.)

Jednostk¡ pracy w ukªadzie SI jest d»ul [J].

Moc jest to praca wykonana w jednostce czasu:

P =
W

t

(
P =

dW

dt

)
(4.3.)

Przydatny jest równie» zwi¡zek mocy (chwilowej) ze staª¡ siª¡ dziaªaj¡c¡ na ciaªo oraz pr¦d-
ko±ci¡ chwilow¡, z jak¡ si¦ porusza:

P = F · v
(
P = F⃗ ◦ v⃗

)
(4.4.)

Wzór ten prosto wynika z de�nicji (4.3.). Ponadto, je»eli wiemy, »e przez jaki± czas ciaªo
poruszaªo si¦ ze ±redni¡ szybko±ci¡ v±r, to ±rednia siªa F±r wytworzyªa moc P±r = F±rv±r.
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Analogicznie podajemy wzór na moc chwilow¡ dostarczon¡ przez moment siªy M⃗F w
trakcie ruchu obrotowego z chwilow¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω⃗:

P =MF · ω
(
P = M⃗F ◦ ω⃗

)
(4.5.)

Jednostk¡ mocy w ukªadzie SI jest wat [W].

Energia to miara zdolno±ci wykonywania przez ciaªo pracy. Jednostk¡ energii w ukªadzie
SI jest wi¦c tak»e d»ul [J].
Energia kinetyczna jest zwi¡zana z ruchem - ciaªo posiadaj¡ce pr¦dko±¢ v⃗ ma energi¦ kine-
tyczn¡:

Ek =
mv2

2
(4.6.)

Energia kinetyczna ciaªa w ruchu obrotowym wynosi:

Ek(obr) =
Iω2

2
(4.7.)

Energia potencjalna (grawitacji) jest zwi¡zana z odlegªo±ci¡ ciaªa od ¹ródªa oddziaªywania
grawitacyjnego, co wyra»a prawo powszechnego ci¡»enia Newtona. W uproszczeniu mo»emy
poda¢ zwi¡zek energii potencjalnej z wysoko±ci¡ h ciaªa nad powierzchni¡ Ziemi:

Ep = mgh (4.8.)

gdzie g ≈ 9,81 m/s2 jest przy±pieszeniem grawitacyjnym w pobli»u powierzchni Ziemi. Wzór
(4.8.) jest poprawny przy zaªo»eniu, »e g = const.
Praca siªy wypadkowej na odcinku 1 → 2 odpowiada zmianie energii kinetycznej ciaªa:
WFw = Ek2 − Ek1 = ∆Ek.
To samo dotyczy przypadku ruchu obrotowego - praca wypadkowego momentu siªy powoduje
zmian¦ energii kinetycznej w ruchu obrotowym: WMF (w)

= Ek(obr)2 − Ek(obr)1 = ∆Ek(obr).
Praca siªy grawitacji zwi¡zana jest ze zmian¡ energii potencjalnej:WFg = Ep1−Ep2 = −∆Ep.

Przykªady

1. Znajd¹ caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡ tocz¡cej si¦ z pr¦dko±ci¡ v⃗ po poziomej pªaszczy¹-
nie kuli o promieniu R i masie m.
Pami¦tamy, »e toczenie jest zªo»eniem ruchu post¦powego ±rodka masy i ruchu obroto-
wego wokóª ±rodka masy. Wobec tego caªkowita energia kinetyczna tocz¡cego si¦ ciaªa
jest sum¡ energii kinetycznej ruchu post¦powego i obrotowego.

Ek(caªk) = Ek(post) + Ek(obr) =
mv2

2
+
Iω2

2

Moment bezwªadno±ci kuli to I = 2
5
mR2. Przypomnijmy sobie te» zwi¡zek pr¦dko±ci

liniowej i k¡towej w przypadku toczenia bez po±lizgu (2.39.): v = ωR. Wobec tego:

Ek(caªk) =
1

2
mω2R2 +

1

2
· 2
5
mR2 · ω2 =

7

10
mω2R2 =

7

10
mv2
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2. Chªopiec pcha szaf¦ o masie 50 kg po pªaskim podªo»u. Wspóªczynnik tarcia mi¦dzy
szaf¡, a podªog¡ wynosi 0,3. Jak¡ prac¦ wykonuje siªa tarcia na odcinku 2 m? Jak¡
prac¦ wykonuje chªopiec?
�eby obliczy¢ prac¦ tarcia, skorzystamy z de�nicji pracy (4.1.) i siªy tarcia (3.8.). Siªa
tarcia jest równa oczywi±cie sile nacisku (u nas caªy ci¦»ar szafymg) razy wspóªczynnik
tarcia, czyli T = fmg. Mamy do czynienia z tarciem kinetycznym, które jest zwróco-
ne przeciwnie do kierunku przesuwania szafy. Jak zawsze, praca siªy tarcia jest wi¦c
ujemna, bo k¡t w iloczynie skalarnym jest −180◦. Tak wi¦c praca tarcia wynosi

WT = −fmgs = −300 J

Tre±¢ zadania tego jasno nie precyzuje, ale mo»emy zaªo»y¢, »e ruch szafy jest jedno-
stajny. W takim razie, zgodnie z I zasad¡ dynamiki, siªa zewn¦trzna (chªopca) musi
równowa»y¢ siª¦ tarcia, F⃗chªopca = −T⃗ . Chªopiec wi¦c wykonuje prac¦ przeciwn¡ do siªy
tarcia, o tej samej na moduª warto±ci: Wchªopca = −WT = +300 J.

3. Jak¡ prac¦ wykona siªa ci¦»ko±ci podczas zsuwania si¦ ciaªa o masie m z równi pochyªej
o k¡cie nachylenia α i wysoko±ci h?
Korzystamy ze wzoru (4.1.), przy czym k¡t mi¦dzy przemieszczeniem a ci¦»arem wynosi
90◦−α. Dªugo±¢ przemieszczenia do dªugo±¢ równi s = h

sinα
. W takim razie praca:

WQ = Q · s · cos(90◦ − α) = mg
h

sinα
sinα = mgh

Zauwa»my, »e otrzymany wynik to po prostu energia potencjalna, a ±ci±lej mówi¡c
ró»nica energii potencjalnych ciaªa na szczycie równi (Ep1 = mgh) i na dole równi
(Ep2 = 0), zatem dokªadnie tak jak dyskutowali±my to przy okazji de�nicji energii
potencjalnej: WQ = Ep1 − Ep2.
Jak¡ prac¦ wykona siªa tarcia, je±li wspóªczynnik tarcia wynosi f?

WT = T⃗ ◦ r⃗ = T · s · cos 180◦ = −fmg cosα · h

sinα
= −fmgh ctgα

4. Jak¡ prac¦ wykonaª wypadkowy moment siªy na rozp¦dzenie stalowej obr¦czy o mo-
mencie bezwªadno±ci I = 0,5 kg·m2 od spoczynku do pr¦dko±ci k¡towej ωk = 15 rad/s?
Je±li rozp¦dzanie trwaªo t = 10 s, to ile wynosiª staªy moment siªy?
Aby obliczy¢ prac¦ momentu siªy mogliby±my skorzysta¢ ze wzoru (4.2.), ale nie zna-
my ani caªkowitego k¡ta, ani wielko±ci momentu siªy. Wiemy natomiast, »e wypadkowy
moment siªy powoduje przyrost energii kinetycznej ruchu obrotowego. Zatem:

WMF (w)
= W = ∆Ek(obr) = Ek(obr)2 − Ek(obr)1 =

1

2
Iω2

k − 0 =
1

2
Iω2

k = 56,25 J

Skoro rozp¦dzanie (ze staªym przy±pieszeniem k¡towym, bo moment wypadkowy jest
staªy) trwaªo t = 10 s, to caªkowity k¡t zatoczony w tym czasie wynosi

∆φ =
1

2
εt2 =

∣∣MF (w) = Iε
∣∣ = 1

2

MF (w)

I
t2

Moment siªy obliczymy teraz ze wzoru na prac¦ (4.2.):

W =MF (w)∆φ =
1

2

M2
F (w)

I
t2 ⇒ MF (w) =

√
2IW

t2
=
Iωk

t
= 0,75 Nm
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4.2. Zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii jest wa»n¡ zasad¡ w �zyce, któr¡ wielokrotnie b¦dziemy stoso-
wa¢ do rozwi¡zania problemów �zycznych. W tym rozdziale wypowiemy jej tre±¢ i poka»emy
przykªady zastosowa«.

W ukªadzie izolowanym, w którym wyst¦puj¡ tylko siªy zachowawcze, caªkowita energia me-
chaniczna jest zachowana:

Ec = const ⇔ Ec1 = Ec2 ⇔ Ek1 + Ep1 = Ek2 + Ep2 (4.9.)

Stosowanie zasady zachowania energii jest proste. Trzeba okre±li¢ caªkowit¡ energi¦ ukªa-
du na pocz¡tku i na ko«cu naszej obserwacji (np. w momencie puszczenia ciaªa ze szczytu
równi i w chwili dotarcia ciaªa do ko«ca równi) i porówna¢ je ze sob¡. Stosuj¡c t¦ zasad¦
znajdujemy najcz¦±ciej pr¦dko±ci b¡d¹ wysoko±ci ciaª na jakim± etapie ruchu. Pokazujemy
to w Przykªadach.

Je»eli w ukªadzie wyst¦puje tarcie (lub inna siªa niezachowawcza - np. siªa oporu powie-
trza, lepko±ci itd.) zasada zachowania energii nie jest speªniona. Stosujemy wówczas bilans
energetyczny, tzn. zastanawiamy si¦ na co zostaªa zamieniona caªkowita energia mechaniczna
ciaªa, jak¡ posiadaªo ono na pocz¡tku ruchu. Oczywi±cie zamieniona jest w energi¦ mecha-
niczn¡ na ko«cu, ale cz¦±¢ tej energii zostaªa utracona na wykonanie pracy przeciwko sile
tarcia. Praca przeciwko sile tarcia jest co do warto±ci równa pracy, jak¡ wykona siªa tarcia,
ale ma przeciwny znak. Zasad¦ bilansu mo»emy wi¦c zapisa¢ nast¦puj¡co:

Ec1 = Ec2 +WT ⇔ Ek1 + Ep1 = Ek2 + Ep2 +WT

Ec1 +WT = Ec2 ⇔ Ek1 + Ep1 +WT = Ek2 + Ep2
(4.10.)

gdzieWT jest prac¡ przeciwko sile tarcia, aWT jest prac¡ siªy tarcia. Oczywi±cieWT = −WT .
Pami¦tamy, »e WT < 0. Jakby±my nie zapisali bilansu energii, pami¦tajmy o tym, »e w
obecno±ci tarcia �tracimy� energi¦. Czyli zawsze musi by¢ Ec2 < Ec1.

Przykªady

1. Korzystaj¡c z zasady zachowania energii mechanicznej wyprowadzimy wzory na pr¦d-
ko±¢ ko«cow¡ w spadku swobodnym i rzucie poziomym, a tak»e wysoko±¢ maksymaln¡
w rzucie pionowym oraz uko±nym.

Spadek swobodny:{
Ec1 = mgh

Ec2 =
mv2k
2

Ec1 = Ec2 ⇒ mgh =
mv2k
2

⇒ vk =
√

2gh

Rzut poziomy:{
Ec1 = mgh+

mv20
2

Ec2 =
mv2k
2

Ec1 = Ec2 ⇒ mgh+
mv20
2

=
mv2k
2

⇒ vk=
√
v20 + 2gh

Rzut pionowy w gór¦:{
Ec1 =

mv20
2

Ec2 = mghmax

Ec1 = Ec2 ⇒ mv20
2

= mghmax ⇒ hmax =
v20
2g

89



4.2. Zasada zachowania energii ROZDZIA� 4. Praca, moc, energia

Rzut uko±ny: {
Ec1 =

mv20
2

Ec2 = mghmax +
mv20x
2

Ec1 = Ec2 ⇒ mv20
2

= mghmax +
mv20 cos2 α

2
⇒ hmax =

v20 sin2 α

2g

2. Ciaªo o masie m porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ v1 bez tarcia. W pewnym momencie przy-
kªadamy do niego siª¦ F . Po pokonaniu jakiego dystansu pr¦dko±¢ ciaªa wzro±nie dwu-
krotnie?
Je±li siªa F jest jedyn¡ siª¡ dziaªaj¡c¡ na ciaªo, to przy±pieszenie ciaªa wynosi a = F

m
.

Mo»emy uªo»y¢ równania ruchu dla tego ciaªa i znale¹¢ nieznan¡ drog¦ s. v2(t) = 2v1.{
v2(t) = v1 +

F
m
t

s(t) = v1t+
F
2m
t2

⇒

{
t = v1m

F

s =
3mv21
2F

Pami¦tamy sªowa, które padªy przy okazji de�nicji energii kinetycznej, »e zmiana ener-
gii kinetycznej jest zawsze równa pracy siªy wypadkowej. Praca ta wynosi w naszym
przypadku po prostu WF = F · s. Mo»emy zapisa¢ zasad¦ zachowania energii i w ten
sposób znale¹¢ s.

WF = Ek2 − Ek1 ⇒ F · s = mv22
2

− mv21
2

=
3mv21
2

⇒ s =
3mv21
2F

Widzimy, »e zastosowanie zasady zachowania energii jest komplementarne z u»yciem
wzorów kinematycznych. W tym akurat przypadku zysk z jej u»ycia nie jest bardzo
du»y, jednak cz¦sto bywa tak, »e jej zastosowanie jest nieocenione, bo znacznie uªatwia
rachunki. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e w zasadzie zachowania energii nie wyst¦puje czas.
Zatem, chc¡c dyskutowa¢ o czasie trwania ruchu, musimy u»y¢ równa« ruchu.

3. Ciaªu nadajemy szybko±¢ pocz¡tkow¡ v0 = 10 m/s. Po przebyciu drogi s = 5 m w
kierunku poziomym ciaªo zaczyna ruch w gór¦ równi o k¡cie nachylenia α = 45◦. Jak
wysoka musi by¢ równia, aby ciaªo nie spadªo z równi (nie przeleciaªo poza ni¡)?

Rozwa»my najpierw przypadek bez tarcia. Zadanie to mo»na rozwi¡za¢ u»ywaj¡c ki-
nematyki (pisz¡c równania ruchu i je rozwi¡zuj¡c), co polecamy jako dodatkowe ¢wi-
czenie. My zastosujemy zasad¦ zachowania energii, porównuj¡c dwa poªo»enia ciaªa -
na pocz¡tku ruchu i na szczycie równi o nieznanej wysoko±ci, gdzie chcemy, by ciaªo
si¦ zatrzymaªo (vk = 0). {

Ec1 =
mv20
2

Ec2 = mgh1

Ec1 = Ec2 ⇒ mv20
2

= mgh1 ⇒ h1 =
v20
2g

= 5m

Zauwa»my, »e gdy pomijamy tarcie nie ma znaczenia jaki dystans ciaªo przebyªo do
osi¡gni¦cia szczytu równi, ani co �dziaªo si¦� z nim podczas ruchu. Wa»ne jest, »e mo-
»emy stosowa¢ zasad¦ zachowania energii, bo nie ma siª niezachowawczych. Ciaªo po
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przebyciu drogi s nadal ma pr¦dko±¢ v0 = 10 m/s.

Wprowad¹my teraz do ukªadu tarcie scharakteryzowane wspóªczynnikiem f = 0,5. Za-
pisuj¡c bilans energetyczny (ju» nie zasad¦ zachowania energii) uwzgl¦dniamy prac¦
siªy tarcia na drodze: s+dªugo±¢ równi, która wynosi s′ = h2

sinα
, gdzie h2 jest wysoko-

±ci¡ równi w tym drugim przypadku. Na obu odcinkach siªa tarcia ma inn¡ warto±¢,
odpowiednio: T =fmg oraz T ′=fmg cosα. Zatem praca przeciwko sile tarcia na caªym
dystansie:
WTc = T · s+ T ′ · s′ = fmg s+ fmg cosα s′ = fmg(s+ cosα h2

sinα
) = fmg(s+ h2ctgα)Ec1 =

mv20
2

Ec2 = mgh2
WTc = fmg(s+h2ctgα)

Ec1 = Ec2 +WTc ⇒ mv20
2

= mgh2+fmg(s+h2ctgα) ⇒ h2 =
v20−2fgs

2g(1+ctgα)
= 1,25m

Widzimy, »e ró»nica jest spora. Oczywi±cie z uwzgl¦dnieniem siªy tarcia ciaªo b¦dzie w
stanie pokona¢ o wiele mniejszy dystans. Nie jest to zaskoczenie, bo taka jest natura
siªy tarcia.

4. Z jakiej wysoko±ci H musi ze±lizgn¡¢ si¦ punkt materialny z równi, aby pokona¢ �dia-
belsk¡ p¦tl¡�, ustawion¡ u doªu równi (Rysunek 4.1.)? Promie« p¦tli wynosi R = 20 cm.
Piszemy zasad¦ zachowania energii dla dwóch poªo»e« ciaªa - na szczycie równi o wy-
soko±ci H bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej i na szczycie p¦tli o wysoko±ci 2R, gdzie ciaªo ma
pr¦dko±¢ v.

mgH = mg · 2R +
mv2

2

Widzimy, »e mamy 2 niewiadome - H oraz v. Musimy wykorzysta¢ jeszcze jedn¡ infor-
macj¦ - na szczycie p¦tli ciaªo nie mo»e od niej odpa±¢. Ciaªo wykonuj¡c p¦tl¦ porusza
si¦ po okr¦gu, zatem dziaªa na niego siªa od±rodkowa, u szczytu p¦tli skierowana do
góry, która musi co najmniej równowa»y¢ siª¦ grawitacji zwrócon¡ w dóª. St¡d mamy:

mv2

R
= mg ⇒ v2 = gR

Wracamy teraz do zasady zachowania energii.

mgH = mg · 2R +
m

2
· gR =

5

2
mgR ⇒ H =

5

2
R

Zadajmy sobie teraz pytanie: jak¡ prac¦ wykonaªa siªa grawitacji przy przemieszczeniu
ciaªa od startu do najwy»szego miejsca na p¦tli? Zaªó»my mas¦ m = 1 kg. Ciaªo
przemieszcza si¦ ruchem krzywoliniowym wzdªu» toru, dlatego trudno byªoby nam
obliczy¢ prac¦ siªy grawitacji z tym ruchu ze wzoru de�nicyjnego (4.1.). Bez w peªni
poprawnego wzoru caªkowego jest to nawet niemo»liwe. Jednak pami¦tamy, »e praca
siªy ci¦»ko±ci mo»e by¢ obliczona jako ró»nica energii potencjalnych mierzonych w
dwóch skrajnych punktach toru (od startu do mety). Zatem w naszym przypadku:
WQ = Ep1 − Ep2 = mgH −mg · 2R = mg · 5

2
R−mg · 2R = 1

2
mgR.
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Rysunek 4.1.: Ilustracja do zadania z �diabelsk¡ p¦tl¡�.

5. Jak¡ pr¦dko±¢ ko«cow¡ osi¡gnie cienka obr¦cz tocz¡ca si¦ z równi pochyªej o wysoko±ci
h u doªu równi?
Mamy teraz przykªad zastosowania zasady zachowania energii w ruchu bryªy sztywnej.
Dziaªa ona tak samo, a ró»nica polega tylko na tym, »e tocz¡ca si¦ bryªa sztywna ma
zarówno energi¦ kinetyczn¡ w ruchu post¦powym, jak i obrotowym. Moment bezwªad-
no±ci cienkiej obr¦czy wynosi I = mR2. Zapisujemy wi¦c zasad¦:{

Ec1 = mgh

Ec2 =
mv2

2
+ Iω2

2
= mv2

Ec1 = Ec2 ⇒ mgh = mv2 ⇒ v =
√
gh

Mo»na by zapyta¢, czy wolno nam w przypadku toczenia stosowa¢ zasad¦ zachowania
energii, skoro wyst¦puje siªa tarcia? Jednak jest to �inne� tarcie - nie kinetyczne zwi¡-
zane z pocieraniem jednej powierzchni o drug¡. To tarcie statyczne, które nie wykonuje
pracy. Powoduje ono, »e pojawia si¦ moment siªy wprawiaj¡cy ciaªo w ruch obroto-
wy. Wªa±nie przez to, »e ciaªo wykonuje ruch obrotowy, obok post¦powego, energia
potencjalna na szczycie równi nie zostaje zamieniona w caªo±ci w kinetyczn¡ ruchu
post¦powego. Dziaªanie tarcia jest niejako �ukryte� w wyrazie na energi¦ kinetyczn¡
ruchu obrotowego. Zasada zachowania jak najbardziej obowi¡zuje w przypadku tocze-
nia bryªy sztywnej.

Zadania

1. Jak¡ pr¦dko±¢ osi¡gnie ciaªo o masiem=1 kg, które pod dziaªaniem staªej siªy F =20 N
jest podnoszone na wysoko±¢ h=2 m? Pr¦dko±¢ pocz¡tkowa jest równa 0.

2. Ciaªo o masie m = 5 kg zsuwa si¦ z wysoko±ci h = 1 m po równi pochyªej o k¡cie
nachylenia α = 30◦. Ile wynosi energia kinetyczna ciaªa u podstawy równi w dwóch
przypadkach - bez tarcia i z tarciem (wspóªczynnik tarcia f = 0,2)? Jak wygl¡da bilans
energetyczny ukªadu?

3. Jak¡ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ nale»y nada¢ ciaªu na szczycie równi, aby mogªo ono pokona¢
�diabelsk¡ p¦tl¦� o promieniu równym wysoko±ci równi?

4. Jak¡ prac¦ wykona siªa ci¡gu silnika wje»d»aj¡cego na szczyt równi o wysoko±ci h=10m
i k¡cie nachylenia α = 10◦ ze staª¡ szybko±ci¡ v = 15 m/s? Wspóªczynnik tarcia
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wynosi f = 0,3. Jak¡ prac¦ wykona silnik, je±li zje»d»a on w dóª równi równie» ze staª¡
szybko±ci¡. Jaka to szybko±¢ (przypominamy zwi¡zek (4.4.))?

5. Prosz¦ rozwi¡za¢ zadanie dot. rozwijania linki nawini¦tej na bloczek, do której przy-
mocowano mas¦ m, stosuj¡c zasad¦ zachowania energii. Chodzi o Przykªad 2 z Pod-
rozdziaªu 3.6.3. w Rozdziale 3.

6. Cienko±cienn¡ obr¦cz o masiem = 10 kg i promieniu R = 50 cm (I = mR2) pchni¦to w
gór¦ równi z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ v0 = 2 m/s. Zauwa»ono, »e po t = 3 s toczenia bez
po±lizgu obr¦cz si¦ zatrzymaªa. Oblicz prac¦ momentu siªy tarcia wykonan¡ w czasie
ruchu w gór¦ równi oraz wielko±¢ tej siªy. Jaki jest k¡t nachylenia równi do poziomu?
Odp. WT = −1

2
mv20, T = mv0

t
, sinα = 2T

mg
.
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Rozdziaª 5.

Grawitacja

5.1. Prawo powszechnego ci¡»enia

Podstawowym prawem teorii grawitacji jest podane przez Newtona prawo powszechnego
ci¡»enia, które de�niuje siª¦ wzajemnego oddziaªywania grawitacyjnego dwóch mas M i m
odlegªych od siebie o r:

Fg = G
Mm

r2
F⃗g = −GMm

r2
r⃗

r
(5.1.)

Staªa grawitacji G ma warto±¢ 6,67 · 10−11 Nm2/kg2. Siªa grawitacji ma charakter przyci¡-
gaj¡cy (znak �−�) i jest wprost proporcjonalna do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odlegªo±ci mi¦dzy nimi. Wzór (5.1.) obowi¡zuje dla mas punktowych oraz kuli-
stych (tak»e sferycznych). Nale»y przy tym pami¦ta¢, »e r we wzorze mierzymy od ±rodków
obu mas. Np. na ciaªo le»¡ce na powierzchni Ziemi dziaªa ze strony Ziemi siªa zde�niowana
wzorem (5.1.) z promieniem Ziemi RZ w mianowniku, bo taka jest odlegªo±¢ od naszej masy
do ±rodka Ziemi. Po drugie, siªa grawitacji jest siª¡ wzajemnego oddziaªywania, co oznacza,
»e z jak¡ siª¡ masa M przyci¡ga drug¡ mas¦ m, z tak¡ te» siª¡ masa m przyci¡ga mas¦
M . Siªy te maj¡ te same warto±ci, tylko przeciwne znaki i s¡ przyªo»one do ró»nych ciaª:
F⃗M,m = −F⃗m,M .

W codziennym »yciu i w prostych zadaniach stosujemy wzór na siª¦ grawitacji (ci¦»ar)
w postaci: Q = mg, gdzie g jest przy±pieszeniem grawitacyjnym. Jest to równie» popraw-
ny wzór na siª¦ ci¦»ko±ci, w przybli»eniu maªych wysoko±ci nad powierzchni¡ (Ziemi, innej
planety itd.). Je±li porównamy go z prawem powszechnego ci¡»enia otrzymamy zwi¡zek mi¦-
dzy przy±pieszeniem grawitacyjnym g z parametrami masy ¹ródªowej, wytwarzaj¡cej pole
grawitacyjne, czyli promieniem R i mas¡ M np. Ziemi czy Ksi¦»yca:

mg = G
Mm

R2
⇒ g =

GM

R2
(5.2.)

Podstawiaj¡c dane Ziemi: MZ = 6 · 1024 kg, RZ = 6370 km otrzymujemy warto±¢ g = 9,86
m/s2, co jest wynikiem niemal idealnie zgodnym z prawdziw¡ warto±ci¡ (9,81 m/s2). Zwi¡zek
(5.2.) jest prawdziwy dla wszystkich ciaª niebieskich, np. planet i gwiazd.

Jak ju» wiemy, siªa grawitacji jest siª¡ zachowawcz¡. Mo»na wi¦c zde�niowa¢ dla niej
energi¦ potencjaln¡:

Ep = −GMm

r
(5.3.)
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Znowu, znak �−� (ujemna energia grawitacji) ±wiadczy o przyci¡gaj¡cym charakterze pola
grawitacyjnego. Zauwa»my, »e w szczególno±ci ciaªo na powierzchni Ziemi ma niezerow¡
energi¦ potencjaln¡ Ep = −GMZm

R2
Z
. Dotychczas poznali±my wzór na energi¦ potencjaln¡

grawitacji postaci Ep = mgh, gdzie h jest wysoko±ci¡ nad pewnym umownym zerowym
poziomem energii potencjalnej, cz¦sto przyjmowanym na powierzchni Ziemi. Wzór mgh jest
uproszczeniem dokªadnego wzoru (5.3.), przy czym zakªadamy, »e na powierzchni Ziemi
jest pewien referencyjny poziom odniesienia (przyjmujemy tam Ep = 0), a przy±pieszenie
grawitacyjne jest staªe.

Przykªady

1. Jaki jest promie« Ksi¦»yca, na którego powierzchni czªowiek �wa»y� 6 razy mniej ni»
na Ziemi? Wiemy, »e MZ = 81MK .
Wykorzystamy oczywi±cie wzór (5.2.), bo znamy przy±pieszenie grawitacyjne na Ksi¦-
»ycu. Z tre±ci zadania wiemy, »e czªowiek �wa»y� na Ksi¦»ycu 6 razy mniej ni» na
Ziemi, tzn. jego ci¦»ar jest tam 6 razy mniejszy. Do±wiadczyª tego np. Neil Armstrong
spaceruj¡cy po Ksi¦»ycu 21 lipca 1969 roku, co mo»emy ogl¡da¢ na archiwalnych na-
graniach. Ale masa jest oczywi±cie taka sama (masa jest miar¡ ilo±ci materii, a przecie»
czªowieka �nie ubyªo� na Ksi¦»ycu). Zatem gK = 1

6
gZ , czyli uwzgl¦dniaj¡c (5.2.) dla

Ksi¦»yca i dla Ziemi oraz kªad¡c MZ = 81MK :{
gK = 1

6
GMZ

R2
Z

gK = GMK

R2
K

⇒ 1
6
G·81MK

R2
Z

= GMK

R2
K

⇒
(

RK

RZ

)2
= 6

81
⇒ RK ≈ 0,27RZ ≈ 1720km

2. Znajd¹ punkt na linii Ziemia−Sªo«ce, w którym na mas¦ m nie dziaªa siªa wypadkowa
(tzw. punkt równowagi grawitacyjnej).

Rysunek 5.1.: Ilustracja do przykªadu o punkcie równowagi grawitacyjnej.

Przyjmijmy oznaczenia jak na Rysunku (5.1.). Na mas¦ m umieszczon¡ w punkcie K
dziaªaj¡ dwie siªy - pochodz¡ca od Sªo«ca F⃗1 i Ziemi F⃗2. Chcemy, aby miaªy one te
same warto±ci i przeciwne zwroty. Wykorzystuj¡c de�nicj¦ (5.1.) napiszemy równo±¢:

G
MZm

x2
= G

MSm

(r−x)2
⇒

(
r−x
x

)2

=
MS

MZ

⇒ r−x
x

=

√
MS

Mz

⇒ x =
r√

MS

MZ
+1

Przyjmuj¡c mas¦ Sªo«ca MS = 333MZ oraz odlegªo±¢ Ziemia−Sªo«ce r = 150 000 km
mamy x = 0,05r ≈ 7800 km, a wi¦c �tylko� ok. 1500 km nad powierzchni¡ Ziemi. Wynik
mo»e by¢ zaskakuj¡cy, ale przecie» jest bardzo logiczny. Punkt równowagi grawitacyjnej
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pomi¦dzy mas¡ ogromn¡ i maª¡ musi by¢ bardzo blisko tej maªej masy, która �sªabo�
oddziaªuje na nasz¡ mas¦ m, umieszczon¡ w tym punkcie. Oczywi±cie wynik nie zale»y
od tej próbnej masy m.

3. Sprawd¹, »e wzór szkolny na energi¦ potencjaln¡ grawitacji E ′
p = mgh jest rzeczywi-

±cie tylko przybli»eniem wzoru dokªadnego na Ep (5.3.) dla niewielkich odlegªo±ci od
powierzchni Ziemi.
Zadanie jest bardzo ogólnie sformuªowane, ale chodzi w nim o to, »eby obliczy¢ energi¦
potencjaln¡ przy pomocy obu wzorów dla dwóch przypadków odlegªo±ci nad powierzch-
ni¡ Ziemi i porówna¢ wyniki. Mo»na bezpo±rednim rachunkiem obliczy¢ te energie, ale
mo»na te» troch¦ bardziej �profesjonalnie�. Na pocz¡tek wybierzmy dwie wysoko±ci
h1 = 10 km (na takiej wysoko±ci lataj¡ samoloty) i h2 = 1

2
RZ (czyli ju» w przestrzeni

kosmicznej). �eby uniezale»ni¢ wynik od masy, na któr¡ ma oddziaªywa¢ Ziemia, ale
te» »eby móc lepiej go zinterpretowa¢, obliczmy stosunki: Ep−E′

p

Ep
, gdzie E ′

p jest energi¡
potencjaln¡ liczon¡ za pomoc¡ szkolnego wzoru, a Ep - za pomoc¡ wzoru dokªadnego.
Masa m si¦ wtedy �skróci�. We wzorze dokªadnym pominiemy te» znak �−�, bo intere-
suje nas tylko warto±¢ bezwzgl¦dna energii. Stosunki te oznaczymy sobie dla wygody
przez e. Jak¡ interpretacj¦ b¦dzie miaªo e? B¦dzie to nic innego, jak bª¡d wzgl¦dny
popeªniany przy korzystaniu z uproszczonego, szkolnego wzoru. Bª¡d wzgl¦dny jest
procentow¡ (uªamkow¡) miar¡ tego, jak warto±¢ E ′

p odbiega od warto±ci prawdziwej
Ep. Im bli»sze jedno±ci (100%) jest e, tym obie warto±ci E ′

p i Ep s¡ bardziej zgodne ze
sob¡. Liczmy. Dla dowolnego h mamy:

e =
Ep − E ′

p

Ep

= 1−
E ′

p

Ep

= 1− mgh
GMzm

Rz+h

=

∣∣∣∣g = GMZ

R2
Z

∣∣∣∣ = 1− (RZ + h)h

R2
Z

Kªad¡c teraz h1 = 10 km oraz h2 = 1
2
R)Z w miejsce dowolnego h mamy: e1 = 0,9984 =

99,84% oraz e = 0,25 = 25%. Rozbie»no±¢ jest, jak wida¢, ogromna. Jak zinterpretowa¢
te dwa wyniki? Du»o mniejszy bª¡d, prawie »aden, w stosowaniu uproszczonego wzoru
mgh popeªniamy dla bardzo niewielkich odlegªo±ci od powierzchni Ziemi (h = 10 km
≈ 0,15%RZ). Dla du»ych odlegªo±ci bª¡d staje si¦ bardzo du»y i nie mo»emy ju»
stosowa¢ wzoru mgh.

4. Na pewnym etapie swojego »ycia gwiazda mo»e zapa±¢ si¦ grawitacyjnie pod wpªywem
wªasnej masy. Jak zmieni si¦ okres obrotu wokóª wªasnej osi gwiazdy, która zapadaj¡c
si¦ grawitacyjnie zmniejszyªa swój promie« 3 razy?
Bardzo podobne zadanie zaproponowali±my do samodzielnego rozwi¡zania w Zada-
niach do Rozdziaªu 3.8.. Gwiazdy, jak niemal wszystkie ciaªa niebieskie, wiruj¡ wokóª
wªasnej osi. Np. �doba sªoneczna� trwa ok. 25 dni ziemskich. Wskutek kolapsu grawita-
cyjnego zmniejsza si¦ promie« gwiazdy, a wi¦c i moment bezwªadno±ci gwiazdy, któr¡
mo»emy traktowa¢ (w przybli»eniu) jako jednorodn¡ kul¦ o masie M (moment bez-
wªadno±ci kuli I = 2

5
MR2). Skoro maleje moment bezwªadno±ci, to, zgodnie z zasad¡

zachowania momentu p¦du dla bryªy sztywnej, musi wzrosn¡¢ cz¦sto±¢ ω - patrz wzór
(3.38.). Cz¦sto±¢ mo»emy powi¡za¢ z okresem: T = 2π

ω
. Z tre±ci zadania wiemy te», »e

R2 =
1
3
R1.

I1ω1 = I2ω2 ⇒ 2

5
MR2

1 ·
2π

T1
=

2

5
MR2

2 ·
2π

T2
⇒ T2

T1
=

(
R2

R1

)2

⇒ T2 =
1

9
T1

96



ROZDZIA� 5. Grawitacja 5.2. Pr¦dko±ci kosmiczne, satelity

Zatem okres gwiazdy zmaleje 9-krotnie. W podobny sposób powstaj¡ pulsary - gwiaz-
dy neutronowe o bardzo du»ym okresie obrotu wokóª wªasnej osi, emituj¡ce ±wiatªo
w postaci pulsów o tym samym okresie. Gwiazdy neutronowe powstaj¡ wskutek za-
padni¦cia si¦ gwiazd o masie rz¦du kilku mas Sªo«ca do rozmiarów rz¦du kilkunastu
kilometrów w ±rednicy. Ich okres obrotu musi by¢ wi¦c bardzo maªy - i rzeczywi±cie
jest, mo»e wynosi¢ rz¦du milisekund.

5.2. Pr¦dko±ci kosmiczne, satelity

Satelit¡ nazywamy obiekt, który porusza si¦ wokóª masy ¹ródªowej po orbicie koªowej,
tzn. ani nie oddala si¦ od ani nie spada na ¹ródªo. Np. Ksi¦»yc jest naturalnym satelit¡
Ziemi, a Hot Bird jest satelit¡ telekomunikacyjnym Ziemi. Skoro satelita ma porusza¢ si¦ po
orbicie, czyli po okr¦gu, musi dziaªa¢ na niego siªa do±rodkowa skierowana do ±rodka jego
orbity i powoduj¡ca zakrzywienie toru ruchu. Ale jedyn¡ siª¡ dziaªaj¡c¡ na satelit¦ jest siªa
grawitacji. Zatem to siªa grawitacji musi peªni¢ rol¦ siªy do±rodkowej, co zapiszemy:

F⃗g = F⃗d ⇒ G
Mm

r2
=
mv2

r
(5.4.)

gdzie wykorzystali±my de�nicj¦ siª do±rodkowej (3.10.). Z powy»szej równo±ci mo»emy np.
obliczy¢ pr¦dko±¢ v satelity poruszaj¡cego si¦ po orbicie o promieniu r (oczywi±cie r liczymy
od ±rodka masy ¹ródªowej - np. Ziemi - do ±rodka satelity - np. Ksi¦»yca lub Hot Bird).
Pr¦dko±¢ v jest pr¦dko±ci¡ liniow¡ na obwodzie orbity (jest ona styczna do orbity).

5.2.1. I pr¦dko±¢ kosmiczna

Jest to taka pr¦dko±¢ pozioma, jak¡ nale»y nada¢ ciaªu na powierzchni Ziemi, aby staªo si¦
ono satelit¡ Ziemi (Rysunek 5.2.a). Skoro tak, to wystarczy, »e we wzorze (5.4.) podstawimy
MZ i RZ w miejsce masy ¹ródªa i promienia orbity. Otrzymamy:

G
MZm

R2
Z

=
mv2I
RZ

⇒ vI =

√
GMZ

RZ

≈ 7,9 km/s (5.5.)

Pami¦taj¡c zwi¡zek (5.2.) mi¦dzy przy±pieszeniem grawitacyjnym Ziemi, a jej promieniem i
mas¡, mo»emy zapisa¢ wzór na vI jeszcze tak:

vI =

√
GMZ

RZ

=
√
gRZ (5.6.)

Warto±¢ pierwszej pr¦dko±ci kosmicznej jest bardzo du»a - a» 7900 m/s, czyli ok. 23 razy
wi¦ksza od pr¦dko±ci d¹wi¦ku w powietrzu. Zauwa»my, »e satelita poruszaj¡cy si¦ na orbicie
na wysoko±ci h nad powierzchni¡ Ziemi, czyli orbicie o promieniu r = RZ + h, ma pr¦dko±¢

równ¡ v =
√

GMZ

RZ+h
< vI.

5.2.2. II pr¦dko±¢ kosmiczna

II pr¦dko±¢ kosmiczna to taka pr¦dko±¢ pionowa, jak¡ nale»y nada¢ rakiecie, aby opu±ciªa
ona ziemskie pole grawitacyjne (Rysunek 5.2.b). Jest ona czasem nazywana tak»e pr¦dko±ci¡
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(a) I pr¦dko±¢ kosmiczna. (b) II pr¦dko±¢ kosmiczna. (c) Satelita geostacjonarny.

Rysunek 5.2.: Ilustracja pr¦dko±ci kosmicznych i satelity.

ucieczki (z pola grawitacyjnego Ziemi). �eby znale¹¢ wzór na II pr¦dko±¢ kosmiczn¡ vII,
nale»y zastosowa¢ zasad¦ zachowania energii mechanicznej i zaªo»y¢, »e w punkcie docelowym
nasza rakieta si¦ zatrzymaªa (nie ma ju» energii kinetycznej) i jej energia potencjalna wynosi
zero (nie oddziaªuje ju» z Ziemi¡, uciekªa z pola ziemskiego). Oczywi±cie na starcie rakieta
ma i energi¦ kinetyczn¡, i energi¦ potencjaln¡, znajduje si¦ w odlegªo±ci RZ od ±rodka Ziemi.
Wyprowadzenie jest wi¦c proste:

Ec,Z = Ec,∞ ⇒ mv2II
2

−G
MZm

RZ

= 0 ⇒ vII =

√
2GMZ

RZ

=
√
2vI ≈ 11,2 km/s (5.7.)

Jest ona wi¦c, co oczywiste, wi¦ksza warto±¢ ni» vI. Zauwa»my, »e tak vI jak i vII nie zale»¡
od masy wynoszonego na orbit¦ satelity lub wystrzeliwanej w kosmos rakiety. W obu wy-
prowadzeniach masa m �skraca si¦�.

W analogiczny do (5.7.) sposób mo»na znale¹¢ tzw. trzeci¡ pr¦dko±¢ vIII, która umo»li-
wia ciaªu (rakiecie) opuszczenie pole grawitacyjne Ukªadu Sªonecznego. Poniewa» praktycz-
nie caªa masa Ukªadu Sªonecznego skupiona jest w Sªo«cu o masie MS = 2 · 1030 kg, do
wzoru na vIII wstawimy wªa±nie MS. Zakªadaj¡c, »e nasza rakieta startuje z Ziemi, jako
odlegªo±¢ we wzorze wstawimy promie« orbity Ziemi w ruchu dookoªa Sªo«ca rZS, czyli ok.
150 000 000 km (odlegªo±¢ ta jest tzw. jednostk¡ astronomiczn¡, j.a. lub a.u.). Otrzyma-

my vIII =
√

2GMS

rZS
≈ 42,1 km/s. W rzeczywisto±ci nie potrzeba a» tak du»ej szybko±ci, aby

wystrzeli¢ rakiet¦ poza Ukªad Sªoneczny. Je±li uwzgl¦dnimy szybko±¢ Ziemi na jej orbicie
okoªosªonecznej (ok. 30 km/s), to pr¦dko±¢ ucieczki z pola grawitacyjnego Sªo«ca staje si¦
du»o mniejsza. Czasem de�niuje si¦ tak»e czwart¡ pr¦dko±¢ kosmiczn¡ vIV. Jest to pr¦dko±¢
potrzebna do opuszczenia przez rakiet¦ naszej Galaktyki i ma warto±¢ ok. 350 km/s.

5.2.3. Satelita geostacjonarny

Ten satelita nie do±¢, »e jest satelit¡ Ziemi (czyli w jego ruchu po okr¦gu wokóª Ziemi siªa
grawitacji peªni rol¦ siªy do±rodkowej), to jeszcze ma okres obiegu wokóª Ziemi równy dobie
ziemskiej (dlatego mówimy, »e jest geostacjonarny) - Rysunek 5.2.c. Innymi sªowy, satelita
ten wisi nad okre±lonym punktem nad powierzchni¡ Ziemi i razem z tym punktem wykonuje
peªen obrót w ci¡gu 24 h. Nale»y od razu skomentowa¢, »e taki ruch satelity jest mo»liwy
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tylko je±li jego orbita le»y w pªaszczy¹nie równika Ziemi. A wi¦c satelita geostacjonarny wisi
nad równikiem. Dlatego te», »eby odbiera¢ sygnaª telewizji satelitarnej, np. Hot Bird, który
jest satelit¡ geostacjonarnym, musimy skierowa¢ czasz¦ anteny satelitarnej na poªudnie.

Interesuj¡cym zagadnieniem jest znalezienie promienia orbity takiego satelity (lub jego
wysoko±ci nad powierzchni¡ Ziemi). Obie potrzebne informacje, które musimy wykorzysta¢,
ju» podali±my - satelita geostacjonarny jest satelit¡ i ma okres obrotu wokóª Ziemi równy
T = 24 h = 86400 s. Mo»emy wi¦c zapisa¢{

Fg = Fd

T = 86400 s
⇒

{
GMZm

r2
= mv2

r

v = 2πr
T

⇒ GMZm
r2

= m
r
· 4π2r2

T 2 ⇒ r3 = GMZT 2

4π2 (5.8.)

Po podstawieniu danych otrzymamy wynik r ≈ 42 300 km. Wobec tego wysoko±¢ satelity
geostacjonarnego nad powierzchni¡ Ziemi wynosi h = r−RZ ≈ 36 000 km. Jest to ju» daleko
poza ziemsk¡ atmosfer¡.

Przykªady

1. Na jak¡ wysoko±¢ nad powierzchni¦ Ziemi wzniesie si¦ rakieta wystrzelona z powierzch-
ni z pr¦dko±ci¡ v0 = 1000 m/s?
To jest ±wietne zadanie na wykorzystanie zasady zachowania energii. Na powierzchni
Ziemi rakieta ma oczywi±cie energi¦ kinetyczn¡, zwi¡zan¡ z pr¦dko±ci¡ v0, ale i ener-
gi¦ potencjaln¡ - pami¦tamy dyskusj¦ tu» przed Przykªadami. Gdzie± na wysoko±ci h
nad Ziemi¡, której szukamy, rakieta ma tylko energi¦ potencjaln¡, bo si¦ zatrzymuje.
Zapiszemy wi¦c zasad¦ zachowania energii:

mv20
2

−G
MZm

RZ

= −G MZm

RZ + h
⇒ h =

2GMZRZ

2GMZ − v20RZ

−RZ = 51,1 km

Ciekawym przypadkiem jest, gdy pr¦dko±¢ pocz¡tkowa rakiety jest jakim± uªamkiem I
lub II pr¦dko±ci kosmicznej. Oczywi±cie gdy v0 = vII odpowied¹ jest prosta i nieciekawa
- rakieta ucieknie do niesko«czono±ci. Tego si¦ spodziewamy, bo wiemy, »e vII jest pr¦d-
ko±ci¡ potrzebn¡ do opuszczenia pola ziemskiego, a energia potencjalna oddziaªywania
grawitacyjnego jest zero dopiero w niesko«czono±ci. Czy ten sam wniosek wynika ze
wzoru powy»ej? Sprawd¹my. Wykazali±my w (5.7.), »e v2II =

2GMZ

RZ
. Wtedy w liczniku

powy»szego wzoru mamy: 2GMZRZm−mR · 2GMZ

RZ
= 0. Zero w mianowniku oznacza,

»e h = ∞.

Obliczmy h, które osi¡ga rakieta o pr¦dko±ci pocz¡tkowej równej np. 1
2
vI. Na podstawie

(5.5.) wiemy w takim razie, »e v20 = 1
4
· GMZ

RZ
, a po podstawieniu do naszego ogólnego

wzoru otrzymujemy: h = 8
7
RZ −RZ = 1

7
RZ = 910 km.

2. O ile trzeba zwi¦kszy¢ pr¦dko±¢ satelity kr¡»¡cego po orbicie geostacjonarnej, aby mógª
on porusza¢ si¦ na orbicie o 2-razy wi¦kszym promieniu?
To zadanie nawi¡zuje do manewru przeniesienia satelity na inn¡ orbit¦. W tym celu
nale»y na chwil¦ odpali¢ silniki naszego satelity i zwi¦kszy¢ jego pr¦dko±¢ na orbicie.
Pomijamy w tym rozwi¡zaniu kwesti¦ orbity transferowej (elipsy), a jedynie pytamy, o
ile wi¦ksza pr¦dko±¢ jest potrzebna, aby ciaªo byªo satelit¡ na 2-krotnie dalszej orbicie.
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Wiemy, »e promie« orbity i pr¦dko±¢ orbitalna s¡ ze sob¡ powi¡zane wzorem (5.4.).
GMm
r21

=
mv21
r1

GMm
r22

=
mv22
r2

r2 = 2r1

⇒ v22 = GM
r2

= GM
2r1

= 1
2
v21 ⇒ v2 =

1√
2
v1

Zatem zmiana pr¦dko±ci musi wynosi¢ ∆v = v2 − v1 =
(
1− 1√

2

)
v1 ≈ 0,29v1 - o tyle

nale»y zwi¦kszy¢ pr¦dko±¢ satelity, przy czym v1 jest pierwotn¡ pr¦dko±ci¡ na orbicie
geostacjonarnej. Oczywi±cie v1 = 2πr1

T
, gdzie T = 24 h i r1 = 42 300 km, jak obliczyli-

±my w (5.8.). W takim razie ∆v ≈ 0,9 km/s.

Zaszalejmy jeszcze dalej. Zaªó»my, »e wiemy, »e w trakcie krótkotrwaªego odpalenia sil-
ników satelity, potrzebnego do nadania dodatkowej pr¦dko±ci ∆v, dysponujemy znan¡
siª¡ ci¡gu silników, np. Fc = 10 kN.
Na marginesie: siªa ci¡gu silników bierze si¦ z odrzutu gazów wylotowych spalanych
przez silnik (silnik odrzutowy, jak w samolocie pasa»erskim). Zale»y ona od pr¦dko±ci
gazów wylotowych wzgl¦dem silnika v⃗g i szybko±ci ubytku masy paliwa w trakcie spala-

nia µ [kg/s] poprzez prost¡ relacj¦: F⃗c = −µv⃗g.
Powiedzmy, »e znaj¡c siª¦ ci¡gu Fc, mas¦ satelity (np. m = 1 t) i potrzebn¡ zmian¦
pr¦dko±ci ∆v, chcemy obliczy¢ na jak dªugo nale»y wª¡czy¢ silnik, aby uzyska¢ po»¡-
dany wzrost pr¦dko±ci. Przypomnijmy sobie wzór (3.3.), który wi¡»e siª¦ wypadkow¡
ze zmian¡ p¦du w czasu (uogólniona II zasada dynamiki). U nas siª¡ wypadkow¡ jest
Fc, a zmiana p¦du ∆p = m∆v. Poniewa» zmiana p¦du zachodzi w stosunkowo dªugim
czasie, II zasad¦ dynamiki zapiszemy bez pochodnych, a tylko przez �delty�. Czas ∆t
mo»emy wi¦c ªatwo wyliczy¢ jako:

∆t =
m∆v

Fc

= 90 s

Okazuje si¦, »e wystarczy nam odpalenie silników na stosunkowo krótki czas, aby uzy-
ska¢ potrzebn¡ do zmiany orbity pr¦dko±¢. Taki impuls jest bardzo ekonomiczny, bo w
krótkim czasie spalimy niewiele paliwa. Warunkiem jest jednak to, aby silnik pozwalaª
na uzyskanie odpowiednio du»ej siªy ci¡gu, co wymaga u»ycia mocnych silników od-
rzutowych.

Na koniec tego do±¢ dªugiego przykªadu musimy jeszcze skomentowa¢ jedn¡ spraw¦.
Ciekawostka. Przedstawiony w przykªadzie manewr zmiany orbity przez satelit¦ jest
zbli»ony do tzw. manewru transferowego Hohmanna (od nazwiska niemieckiego na-
ukowca). Jest to najbardziej ekonomiczny sposób zmiany orbity koªowej statków ko-
smicznych poprzez tylko dwukrotne u»ycie silników (dwóch impulsów pr¦dko±ci). Na
czas manewru statki poruszaj¡ si¦ po tzw. orbicie transferowej Hohmanna, która jest
elips¡ (Ziemia znajduje si¦ w jednym z ognisk elipsy). Dlaczego dwukrotne u»ycie silni-
ków? Po osi¡gni¦ciu docelowej orbity nale»y przyªo»y¢ jeszcze jeden impuls pr¦dko±ci,
aby utrzyma¢ statek na nowej (np. wi¦kszej) orbicie koªowej i »eby statek nie powróciª
na star¡ orbit¦ po eliptycznej trajektorii Hohmanna. Oczywi±cie manewr ten mo»na
wykona¢ nie tylko wykorzystuj¡c ruch po orbicie okoªoziemskiej. Po wi¦cej szczegóªów
odsyªamy do innych ¹ródeª.
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5.3. Prawa Keplera

Na pocz¡tku XVII w. Johannes Kepler podaª 3 prawa ruchu planet wokóª Sªo«ca, wnio-
skuj¡c na podstawie obserwacji astronomicznych Galileusza i Tyho de Brahe. W tym pod-
rozdziale tylko krótko je dyskutujemy.

I prawo Keplera

Planety kr¡»¡ wokóª Sªo«ca po orbitach o ksztaªcie elipsy, a Sªo«ce znajduje si¦
w jednym z ognisk elipsy. Elipsa jest krzyw¡ zamkni¦t¡ charakteryzuj¡c¡ si¦ tym, »e ma
dwa ogniska - punkty takie, »e suma odlegªo±ci dowolnego punktu elipsy od tych punktów
jest staªa. Elipsa ma dwie prostopadªe osie o ró»nych dªugo±ciach. Dla porównania okr¡g
ma tylko jedn¡ o± - ±rednic¦. Inn¡ charakterystyczn¡ dla elipsy wielko±ci¡ jest mimo±ród,
który wyra»a stosunek odlegªo±ci mi¦dzy ogniskami do dªugiej osi elipsy. Mimo±ród okre±la
jak bardzo �spªaszczona� jest elipsa. Mimo±ród równy zero oznacza okr¡g. Okazuje si¦, »e
planety Ukªadu Sªonecznego maj¡ bardzo maªe mimo±rody, w wi¦kszo±ci rz¦du 0,008-0,01.
Oznacza to, »e ogniska orbit �zbiegaj¡ si¦� niemal do jednego punktu w ±rodku elipsy, a
wi¦c orbita jest prawie koªowa. Wyj¡tkiem jest tutaj Merkury i Pluton, których mimo±rody
wynosz¡ ok. 0,2. Orbity Merkurego i Plutona s¡ wi¦c bardziej rozci¡gni¦te (�mniej okr¡gªe�).

II prawo Keplera

Promienie wodz¡ce planet w ruchu po orbicie zakre±laj¡ w równym czasie rów-
ne pola powierzchni. Inne wyra»enie II prawa Keplera brzmi: pr¦dko±¢ polowa planety
(czyli zmiana wektora powierzchni w czasie) jest staªa. Dla niewielkich czasów ∆t mo»na
przyj¡¢, »e promie« wodz¡cy planety r⃗ zakre±la pole trójk¡ta S = 1

2
v∆t · r, gdzie v jest

pr¦dko±ci¡ planety w danym punkcie orbity. Poniewa» orbity s¡ eliptyczne i planety zmie-
niaj¡ nieco swoj¡ odlegªo±¢ od Sªo«ca, II prawo Keplera oznacza, »e w ró»nych punktach
orbity pr¦dko±ci planet na orbicie s¡ ró»ne. I tak w peryhelium (punkt na orbicie najbli»ej
Sªo«ca) pr¦dko±¢ planety jest najwi¦ksza, natomiast w aphelium (najdalej od Sªo«ca) - naj-
mniejsza. Mo»na ªatwo pokaza¢, »e II prawo Keplera jest konsekwencj¡ zasady zachowania
momentu p¦du planety w ruchu po orbicie okoªosªonecznej. Otó», moment p¦du L⃗ = 2m · dS⃗

dt
,

gdzie m jest mas¡ planety, a dS⃗
dt

jest pr¦dko±ci¡ polow¡. Zachowanie momentu p¦du oznacza
zachowanie pr¦dko±ci polowej, co jest tre±ci¡ II prawa Keplera.

III prawo Keplera

Stosunki sze±cianów promieni orbity do kwadratów okresów obiegu wokóª Sªo«-
ca s¡ równe dla wszystkich planet.

R3

T 2
= const =

GM

4π2
(5.9.)

Przez M rozumiemy tu mas¦ Sªo«ca, czyli centrum pola grawitacyjnego w ruchu planet.
Zauwa»my, »e podobny stosunek (r3/T 2) otrzymali±my przy okazji dyskusji o satelicie geo-
stacjonarnym - wzór (5.8.). Na tej podstawie mo»emy zidenty�kowa¢ czym jest staªa (po
prawej stronie) w III prawie Keplera.
Tak sformuªowane III prawo dotyczy przybli»enia orbit koªowych (o staªym promieniu R).
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Posta¢ III prawa Keplera dla orbit eliptycznych jest identyczna, przy czym promienie R
musimy zast¡pi¢ przez póªo± wielk¡ a elipsy (jest to poªowa dªugiej osi elipsy). W ka»dym
przypadku (orbita koªowa czy eliptyczna) zakªadamy, »e wpªyw masy planety na jej ruch
orbitalny jest pomijalny wobec du»o wi¦kszej masy Sªo«ca, co oznacza, »e ±rodek obrotu
ukªadu Sªo«ce−planeta jest dokªadnie w ±rodku Sªo«ca.

Przykªady

1. Stosunek okresów obiegu Jowisza i Ziemi wokóª Sªo«ca wynosi 12. Zakªadaj¡c, »e orbity
planet s¡ okr¦gami, chcemy obliczy¢ stosunek odlegªo±ci Jowisza i Ziemi od Sªo«ca.
Skorzystamy tu oczywi±cie z III prawa Keplera. Co wiemy? Znamy stosunek TJ/TZ =
12. Zgodnie z (5.9.):

R3
J

T 2
J

=
R3

Z

T 2
Z

⇒
(
RJ

RZ

)3

=

(
TJ
TZ

)2

⇒ RJ

RZ

=
3
√
122 ≈ 5,24

2. Korzystaj¡c z III prawa Keplera wyka», »e siªa dziaªaj¡ca na planety (ogólnie: na mas¦
w polu grawitacyjnym masy ¹ródªowej) jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odlegªo±ci mi¦dzy planet¡ a Sªo«cem. Innymi sªowy: wyprowad¹ prawo powszechnego
ci¡»enia.
Chcemy w tym przykªadzie jakby odtworzy¢ rozumowanie Newtona, które doprowa-
dziªo go do zale»no±ci Fg ∼ 1

R2 . Wyjd¹my zatem z III prawa Keplera:

T 2

R3
=

(
2πR
v

)2
R3

=
4π2

v2R
=

4π2

F · R
m
·R

=
4π2m

FR2
= const ⇒ F =

4π2m

const ·R2
⇒ F ∼ 1

R2

co dokªadnie chcieli±my wykaza¢. Skorzystali±my po drodze z zale»no±ci okresu T od
pr¦dko±ci na orbicie v oraz zauwa»yli±my, »e siªa grawitacji, której szukamy, jest siª¡
do±rodkow¡ w ruchu po orbicie (planety s¡ satelitami Sªo«ca), st¡d:
F = mv2

R
⇒ v2 = F · R

m
.

Zadania

1. W pewnej odlegªo±ci mi¦dzy identycznymi masami m, siªa ich wzajemnego oddziaªy-
wania grawitacyjnego ma warto±¢ 1 N. Ile razy wzro±nie (czy zmaleje?) ta siªa, je±li
zbli»ymy te masy do siebie dwukrotnie?

2. Na jakiej wysoko±ci nad powierzchni¡ Ziemi warto±¢ przy±pieszenia grawitacyjnego g
spada do 95% warto±ci na powierzchni Ziemi (9,81 m/s2)?

3. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ nale»y wystrzeli¢ rakiet¦, aby dotarªa ona do satelity geostacjonar-
nego, np. Hot Bird (i tam si¦ zatrzymaªa)?

4. Oblicz caªkowit¡ energi¦ mechaniczn¡ (sum¦ energii kinetycznej i potencjalnej) sate-
lity o masie m kr¡»¡cego po orbicie koªowej o promieniu r wokóª planety o masie
M . Uwaga. Znamy tylko G,M,m,r. Jaka jest warto±¢ liczbowa tej energii dla satelity
geostacjonarnego o masie 1 t?
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5. Ile razy zmniejszyª si¦ promie« gwiazdy w wyniku kolapsu grawitacyjnego, je»eli cz¦-
stotliwo±¢ jej wirowania wokóª wªasnej osi wzrosªa N -krotnie?

6. Znaj¡c dªugo±¢ trwania miesi¡ca synodycznego (okres Ksi¦»yca w ruchu po orbicie
okoªoziemskiej), która wynosi 29 dni ziemskich, oblicz odlegªo±¢ Ziemia−Ksi¦»yc rZK .

7. Orbita Merkurego jest bardziej eliptyczna ni» w przypadku innych planet. Peryhelium
i aphelium tej orbity s¡ odpowiednio równe 46 mln km i 69,82 mln km. Oblicz stosunek
pr¦dko±ci orbitalnych Merkurego w peryhelium i aphelium.
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Rozdziaª 6.

Ruch harmoniczny

Ruchem drgaj¡cym nazwiemy ka»dy ruch, w którym ciaªo wielokrotnie wraca do pew-
nego punktu w przestrzeni, niekoniecznie za ka»dym razem po tym samym czasie. Mówi¡c
bardziej ogólnie - w opisie ruchu drgaj¡cego pewne wielko±ci �zyczne (np. poªo»enie, pr¦dko±¢
itp.) naprzemiennie (cyklicznie) rosn¡ i malej¡ w czasie. Ruch drgaj¡cy o staªym cyklu zmian
nazwiemy ruchem okresowym (periodycznym). Charakterystyczne dla ruchu okresowego
jest to, »e mo»emy zde�niowa¢ okres - czas, po którym ciaªo wraca do pewnego ustalonego
poªo»enia (zazwyczaj mówimy tu o poªo»eniu równowagi). Poªo»enie w funkcji czasu w ruchu
okresowym mo»e by¢ opisane dowoln¡ funkcj¡ okresow¡ - np. piªoksztaªtn¡, trójk¡tn¡ czy
sinusoid¡. Ruch okresowy, dla którego ta funkcja jest sinusoid¡ (albo kosinusoid¡) nazwiemy
ruchem harmonicznym prostym. Ciaªo wykonuje ruch harmoniczny prosty, je±li zachodzi
on pod wpªywem siªy harmonicznej (inaczej: siªy spr¦»ysto±ci). Ruch harmoniczny mo»emy
wi¦c zde�niowa¢ na dwa sposoby: jako ruch pod wpªywem siªy harmonicznej (piszemy o niej
w nast¦pnym podrozdziale) lub jako ruch, w którym poªo»enie jest sinusoidaln¡ (mówimy
�harmoniczn¡�) funkcj¡ czasu.

6.1. Siªa i energia spr¦»ysto±ci

Siªa spr¦»ysto±ci ma dwie cechy: jest proporcjonalna do wychylenia ciaªa z poªo»enia
równowagi i przeciwnie do niego zwrócona. Zgodnie z tym, de�nicja siªy spr¦»ysto±ci (siªy
harmonicznej) jest nast¦puj¡ca:

Fs = −kx F⃗s = −kx⃗ (6.1.)

gdzie x jest wychyleniem ciaªa mierzonym od poªo»enia równowagi, a k pewn¡ staª¡ propor-
cjonalno±ci [N/m]. Gdy mamy do czynienia ze spr¦»yn¡, staªa k jest staª¡ siªow¡ spr¦»yny.
Znak �−� we wzorze wyra»a stwierdzenie, »e siªa spr¦»ysto±ci jest skierowana przeciwnie do
wychylenia. Wa»ne jest, aby pami¦ta¢, »e x mierzymy od poªo»enia równowagi. Czym jest
poªo»enie równowagi? To takie poªo»enie ciaªa, w którym nie porusza si¦ ono. Np. dla masy
na spr¦»ynie jest to poªo»enie, w którym spr¦»yna nie jest ani ±ci±ni¦ta ani rozci¡gni¦ta;
natomiast w przypadku wahadªa umieszczonego w polu grawitacyjnym - kierunek pionowy.

Siª¦ spr¦»ysto±ci wi¡»e si¦ cz¦sto z prawem Hooke'a, które jest fundamentalnym prawem
teorii spr¦»ysto±ci. Prawo Hooke'a mówi, »e przykªadaj¡c do ciaªa o dªugo±ci pocz¡tkowej
l siª¦ F rozci¡gaj¡c¡ to ciaªo, wydªu»a si¦ ono o ∆l proporcjonalnie do tej siªy liczonej na
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jednostk¦ powierzchni przekroju poprzecznego S. Prawo to mo»na zapisa¢ wzorem:

F

S
= E

∆l

l
, σ = E · ε (6.2.)

gdzie E jest staª¡ materiaªow¡ charakterystyczn¡ dla danego typu materiaªu. Nosi ona nazw¦
moduªu Younga albo moduªu spr¦»ysto±ci podªu»nej, wyra»ona jest w paskalach [Pa], tak
jak ci±nienie. Stosunek F/S = σ nazywa si¦ czasem napr¦»eniem, a stosunek ∆l/l = ε - od-
ksztaªceniem. W rozci¡gni¦tym pod wpªywem zewn¦trznej siªy F materiale pojawia si¦ siªa
spr¦»ysto±ci, która �chce� przywróci¢ pocz¡tkow¡ dªugo±¢ materiaªu. Przeciwdziaªa wi¦c ona
sile zewn¦trznej. Siªa spr¦»ysto±ci jest zatem przeciwnie zwrócona do wydªu»enia, a zgodnie
z prawem Hooke'a mo»emy j¡ zapisa¢ jako Fs = −ES

l
∆l = −kx, gdzie wydªu»enie (wychy-

lenie z poªo»enia równowagi) ∆l = x, natomiast staªa proporcjonalno±ci ES
l
= k.

�ci±ni¦ta (lub rozci¡gni¦ta) spr¦»yna gromadzi energi¦, któr¡ mo»e wykorzysta¢ na wyko-
nanie pracy. Jest to energia potencjalna, bo jest zwi¡zana z oddziaªywaniem przekazywanym
przez siª¦ spr¦»ysto±ci. Chcemy teraz znale¹¢ wzór, który de�niuje energi¦ potencjaln¡
spr¦»ysto±ci Ep (cz¦sto u»ywa si¦ te» oznaczenia W ) zgromadzon¡ w spr¦»ynie o staªej k
i ±ci±ni¦tej (lub rozci¡gni¦tej) o x wzgl¦dem poªo»enia równowagi. �eby ±cisn¡¢ (lub rozci¡-
gn¡¢) spr¦»yn¦ nale»y przyªo»y¢ siª¦ zewn¦trzn¡, która przeciwdziaªa sile spr¦»ysto±ci. Nasza
siªa zewn¦trzna Fz ma wi¦c t¦ sam¡ warto±¢, co siªa spr¦»ysto±ci Fs, ale przeciwny zwrot.
zatem Fz = +kx. Energi¦ potencjaln¡ spr¦»yny W mo»emy rozumie¢ jako równ¡ pracy, któ-
r¡ siªa zewn¦trzna Fz musi wykona¢, aby ±cisn¡¢ (lub rozci¡gn¡¢) spr¦»yn¦ o x. Z de�nicji
pracy (4.1.) mamy:

W = WFz =

∫ x

0

Fzdx =

∫ x

0

kxdx =
kx2

2

∣∣∣∣x
0

=
kx2

2
(6.3.)

Zatem energia potencjalna spr¦»ysto±ci zgromadzona w spr¦»ynie ±ci±ni¦tej (lub rozci¡gni¦-
tej) o x wynosi W = 1

2
kx2. Przypominamy: x mierzymy tutaj od poªo»enia równowagi.

Je»eli wi¦c kto± nas zapyta �Ile wynosi energia ju» naci¡gni¦tej spr¦»yny, je±li rozci¡gnie-
my j¡ dodatkowo o ∆x?�, to nale»y pami¦ta¢, »e ta �dodatkowa energia� b¦dzie ró»nic¡:
∆W = 1

2
k(x+∆x)2 − 1

2
kx2.

Przykªady

1. Spr¦»yn¦ o dªugo±ci swobodnej 0 i staªej k zaczepiono pod su�tem, a do jej ko«ca zacze-
piono mas¦ m. Nast¦pnie delikatnie puszczono mas¦, ale nie wprawiono jej w drgania.
Znajd¹ poªo»enie równowagi masy na spr¦»ynie.
Jakie znaczenie ma tutaj stwierdzenie, »e dªugo±¢ swobodna spr¦»yny wynosi 0 (co
to znaczy)? Je±li do takiej spr¦»yny nie podwiesimy masy, to zwinie si¦ ona do zero-
wej dªugo±ci. Taka nierozci¡gni¦ta spr¦»yna nie ma swojej dªugo±ci. Nie jest to wi¦c
spr¦»yna taka jak spr¦»ynka w dªugopisie. Oczywi±cie, gdy do spr¦»yny zawieszonej
pionowo doª¡czymy mas¦, spr¦»yna si¦ wydªu»y. Je±li pu±cimy mas¦ delikatnie, spr¦-
»yna si¦ rozci¡gnie do momentu, a» masa osi¡gnie poªo»enie równowagi, czyli takie,
w którym masa b¦dzie spoczywa¢. Je±li pu±cimy mas¦ gwaªtownie, spadnie ona nisko,
rozci¡gaj¡c spr¦»yn¦ bardziej ni» tylko do poªo»enia równowagi i masa b¦dzie wykony-
wa¢ drgania. W poªo»eniu równowagi w naszym przykªadzie spr¦»yna jest rozci¡gni¦ta,
wi¦c wyst¦puje siªa spr¦»ysto±ci (patrz: Rysunek 6.1.). Skoro jednak masa pozostaje w
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spoczynku (poªo»enie równowagi), to siªa spr¦»ysto±ci jest równowa»ona przez ci¦»ar
masy. Pomijamy tutaj mas¦ samej spr¦»yny - tak zazwyczaj b¦dziemy robi¢. Z warun-
ku równowagi obliczamy wydªu»enie spr¦»yny z zawieszon¡ na niej mas¡, czyli nowe
poªo»enie równowagi x0:

Fs = Q ⇒ kx0 = mg ⇒ x0 =
mg

k

Pomin¦li±my tutaj znak �−�, bo interesuje nas tylko warto±¢ siªy spr¦»ysto±ci. Je»eli
teraz rozci¡gniemy spr¦»yn¦ dodatkowo o A [cm] w dóª, to masa zacznie wykonywa¢
drgania harmoniczne wzgl¦dem naszego poªo»enia równowagi x0. To dodatkowe roz-
ci¡gni¦cie A nazwiemy amplitud¡ tych drga«.

Rysunek 6.1.: Poªo»enie równowagi masy na spr¦»ynie zawieszonej pod su�tem.

2. Pr¦t metalowy o przekroju koªowym i ±rednicy 2 mm oraz pocz¡tkowej dªugo±ci 1 m
zawieszono pionowo, mocuj¡c go jednym ko«cem u su�tu. Na drugim ko«cu zawieszono
odwa»nik o masie 10 kg. Je±li zmierzone przy pomocy czujnika mikrometrycznego wy-
dªu»enie pr¦ta wyniosªo 160 µm, to jaki jest moduª Younga pr¦ta? Z jakiego materiaªu
go wykonano?
Zgodnie z prawem Hooke'a pod wpªywem napr¦»enia (siªa na jednostk¦ przekroju po-
przecznego) pr¦t wydªu»a si¦. Siªa obci¡»aj¡ca pr¦t w tym przypadku to siªa ci¦»ko±ci
dziaªaj¡ca na ci¦»arek: F = mg (pomijamy ci¦»ar samego pr¦ta). Wielko±¢ odksztaª-
cenia zale»y od materiaªu, z jakiego wykonano pr¦t, poprzez moduª Younga, którego
szukamy. Przeksztaªcaj¡c wzór (6.2.) otrzymujemy:

E =
σ

ε
=
F

S
· l

∆l
=
mg
πd2

4

· l

∆l
= 1,95 · 1011 Pa = 195 GPa

Uzyskany wynik to typowa warto±¢ moduªu Younga dla stali.

6.2. Oscylator harmoniczny

Oscylatorem harmonicznym nazywamy bardzo prosty model �zyczny zªo»ony z dwóch
elementów: masy m zaczepionej na spr¦»ynie o staªej k. Dyskutowali±my ten model w Przy-
kªadzie z poprzedniego podrozdziaªu. Dla uproszczenia zaªó»my teraz, »e spr¦»yna i masa
le»¡ na stole (pomijamy tarcie) i spr¦»yna jest zaczepiona drugim ko«cem do nieruchomej
±ciany. Taki ukªad (oscylator) wykonuje drgania poziome. Chcemy opisa¢ te drgania, tzn.
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znale¹¢ zale»no±¢ od czasu poªo»enia, pr¦dko±ci i przy±pieszenia masy m. Wiemy, »e drgania
zachodz¡ pod wpªywem siªy harmonicznej. Je±li pominiemy tarcie oraz zauwa»ymy, »e ci¦»ar
masy jest równowa»ony przez siª¦ reakcji podªo»a (stoªu), to stwierdzimy, »e siªa spr¦»ysto±ci
jest siª¡ wypadkow¡. Mo»emy wi¦c zapisa¢ II zasad¦ dynamiki:

ma = −kx ⇒ m
d2x

dt2
= −kx ⇒ d2x

dt2
= − k

m
x (6.4.)

Skorzystali±my tutaj z de�nicji przy±pieszenia (2.3.). Otrzymane równanie ze wzgl¦du na
niewiadom¡ x(t) jest trudne do rozwi¡zania. Jest to tzw. równanie ró»niczkowe, do rozwi¡-
zania którego trzeba mie¢ pewn¡ wiedz¦ z analizy matematycznej. Bez wnikania w szczegóªy
matematyczne, mo»emy zgadn¡¢ posta¢ rozwi¡zania tego równania. Wystarczy, »e zapyta-
my, jaka funkcja dwa razy zró»niczkowana da ni¡ sam¡? Jest to oczywi±cie funkcja sinus lub
kosinus (a tak»e funkcja eksponencjalna, o której nie b¦dziemy mówi¢). Mo»emy wi¦c ªatwo
sprawdzi¢, »e funkcja

x(t) = A sin(ωt) (6.5.)

jest dobrym rozwi¡zaniem równania (6.4.). Takie rozwi¡zanie zakªada, »e przyjmujemy po-
ªo»enie równowagi w x = 0. Wprowadzili±my 2 nowe staªe: ω - cz¦sto±¢ i A - amplituda.
Amplituda jest najwi¦ksz¡ mo»liw¡ warto±ci¡ poªo»enia w ruchu drgaj¡cym. Np. je±li spr¦-
»yn¦ ±ci±niemy o 1 cm, to zaczepiona do niej masa b¦dzie drga¢ z amplitud¡ wªa±nie 1 cm.
W tym ruchu masa mo»e przyj¡¢ poªo»enie od −A do +A wzgl¦dem poªo»enia równowagi.
Zauwa»my, »e funkcja sinus ma najwi¦ksz¡ warto±¢ 1, wi¦c A jest rzeczywi±cie najwi¦kszym
mo»liwym wychyleniem. Rozwi¡zanie (6.5.) czasem uzupeªnia si¦ o tzw. faz¦ pocz¡tkow¡
drga« φ, która mówi nam o �fazie� (etapie) drga« w chwili pocz¡tkowej t = 0. Równanie
ruchu oscylatora wygl¡da wtedy tak: x(t) = A sin(ωt+φ), a caªy argument sinusa nazywamy
cz¦sto faz¡. Przykªadowo je±li faza pocz¡tkowa wynosi φ = 90◦, to drgania maj¡ równanie:
x(t) = A cos(ωt). Pocz¡tkowe wychylenie masy na spr¦»ynie jest wówczas równe x(0) = A.

Wa»n¡ wielko±ci¡ jest cz¦sto±¢ ω. Je±li wstawimy rozwi¡zanie (6.5.) do równania (6.4.),
to oka»e si¦, »e:

ω =

√
k

m
(6.6.)

Cz¦sto±¢ ma jednostk¦ 1/s (prosz¦ sprawdzi¢ samemu!) i jest bezpo±rednio zwi¡zana z okre-
sem drga«:

T =
2π

ω
= 2π

√
m

k
(6.7.)

Okres drga« oscylatora zale»y od masy m (im wi¦ksza, tym drgania wolniejsze - z wi¦kszym
okresem) oraz staªej spr¦»yny k (im wi¦ksza - spr¦»yna twardsza, tym drgania szybsze - z
mniejszym okresem). Jak obliczy¢ okres dowolnego ruchu harmonicznego? Nale»y po pierwsze
ustali¢ czy i jak siªa zale»y od poªo»enia (wychylenia). Je±li zale»no±¢ jest typu F ∼ −x, to
staª¡ stoj¡c¡ przy x interpretujemy jako k, a wtedy okres obliczamy ze wzoru (6.7.).

Pr¦dko±¢ oscylatora w funkcji czasu znajdziemy korzystaj¡c z de�nicji:

v(t) =
dx

dt
= Aω cos(ωt) (6.8.)

Wielko±¢ vmax = Aω o wymiarze [m/s] nazywamy amplitud¡ pr¦dko±ci - jest to najwi¦ksza
mo»liwa pr¦dko±¢ oscylatora. Zauwa»my, »e v = vmax wtedy, gdy kosinus ma warto±¢ jeden,
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tj. dla argumentu 0 (cos(ωt) = 1 ⇔ ωt = 0◦). Z kolei poªo»enie dla tego argumentu wynosi:
x(ωt = 0◦) = 0, bo sinus zeruje si¦ dla argumentu 0. Wniosek jest wi¦c prosty i logiczny: masa
drgaj¡ca na spr¦»ynie ma najwi¦ksz¡ pr¦dko±¢, gdy przechodzi przez poªo»enie równowagi.
�atwo si¦ z tym zgodzimy, obserwuj¡c ruch wahadªa.

Zale»no±¢ przy±pieszenia od czasu znajdziemy podobnie:

a(t) =
dv

dt
=

d2x

dt2
= −Aω2 sin(ωt) (6.9.)

Amplituda przy±pieszenia wynosi amax = Aω2 [m/s2]. Zauwa»my, »e je±li pomno»ymy po-
wy»szy wzór przez mas¦ otrzymamy siª¦ wypadkow¡: ma = −mω2A sin(ωt) = −kx, czyli
wrócili±my do równania dynamiki, z którego wyszli±my. Potwierdzili±my w ten sposób sªusz-
no±¢ rozwi¡zania równania oscylatora. Równanie postaci (6.4.) jest bardzo wa»nym równa-
niem �zycznym. Jest ono na tyle wa»ne, »e w matematyce okre±la si¦ je nazw¡ �równanie
ró»niczkowe typu oscylatora�.

Przykªady

1. Wiadomo, »e amplituda pr¦dko±ci oscylatora o masie 100 g, wykonuj¡cego 3 drgania
na sekund¦, wynosi 6 cm/s. Oblicz okres, amplitud¦ poªo»enia tego oscylatora i staª¡
siªow¡ spr¦»yny.
To zadanie to wªa±ciwie taka »onglerka wzorami, które przed chwil¡ wyprowadzili±my
i przedyskutowali±my. Znaj¡c cz¦stotliwo±¢ oscylatora - 3 drgania na sekund¦, czyli
3 Hz, obliczamy okres i cz¦sto±¢:
T = 1/f = 1/3 s ⇒ ω = 2π/T = 6π 1

s

Znaj¡c okres i amplitud¦ pr¦dko±ci, znajdujemy amplitud¦ poªo»enia:
vmax = Aω ⇒ A = vmax/ω = 1/π cm ≈ 0,32 cm.
Staª¡ siªow¡ spr¦»yny znajdziemy, maj¡c ω i mas¦ oscylatora m i przeksztaªcaj¡c wzór
(6.6.):
k = mω2 ≈ 36 N

m
.

2. Wyka», »e na ciaªo o masie m umieszczone w hipotetycznym tunelu wydr¡»onym przez
±rodek kuli ziemskiej dziaªa siªa, która jest harmoniczna. Oblicz okres ruchu tej masy
w tunelu. Jak¡ maksymaln¡ pr¦dko±¢ osi¡ga ciaªo?
Na ciaªo umieszczone wewn¡trz kuli w odlegªo±ci r od jej ±rodka dziaªa siªa grawitacji
pochodz¡ca tylko od tej masy M ′, która jest zamkni¦ta sfer¡ o promieniu r (Rysu-
nek 6.2.). Poka»emy, »e siªa ta jest proporcjonalna do r. Jest oczywi±cie skierowana
przeciwnie do wychylenia (r mierzymy od ±rodka kuli do punktu, w którym jest masa,
natomiast siªa grawitacji dziaªa do ±rodka kuli). Wykorzystamy g¦sto±¢ ρ = MZ/VZ ,
gdzie obj¦to±¢ kuli ziemskiej VZ = 4

3
πR3

Z .

Fg = −GM
′m

r2
=

∣∣∣∣M ′ = ρ · 4
3
πr3 =

MZ

4
3
πR3

Z

· 4
3
πr3 =MZ

r3

R3
Z

∣∣∣∣ = −GMZm

R3
Z

r

Tak, jak si¦ spodziewali±my, siªa jest proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie do
niego skierowana. Jest wi¦c siª¡ harmoniczn¡. Powiemy, »e siªa grawitacji peªni w
ruchu masy przez tunel wydr¡»ony w Ziemi rol¦ siªy spr¦»ysto±ci. W takim razie,
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ªatwo zlokalizujemy staª¡ k i w konsekwencji okres (porównamy powy»szy wzór na siª¦
z de�nicj¡ siªy spr¦»ysto±ci F = −kx):

k = G
MZm

R3
Z

⇒ T = 2π

√
R3

Z

GMZ

=

∣∣∣∣g = GMZ

R2
Z

∣∣∣∣ = 2π

√
RZ

g
= 84min

Wykorzystali±my tu de�nicj¦ okresu (6.7.) i zale»no±¢ przy±pieszenia grawitacyjnego
od masy i promienia Ziemi (5.2.). Okres nie zale»y od masy m naszego ciaªa, a tyl-
ko od promienia Ziemi i przy±pieszenia grawitacyjnego. Oczywi±cie, analogiczny wzór
mo»emy poda¢ dla ka»dej planety, gwiazdy itd. Co ciekawe, gdyby rzeczywi±cie mo»li-
we byªoby wydr¡»enie tunelu przez ±rodek Ziemi, podró» na antypody trwaªaby tylko
42 min (poªow¦ okresu).
Najwi¦ksza pr¦dko±¢ ciaªo ma oczywi±cie w ±rodku Ziemi, które jest poªo»eniem rów-
nowagi w ruchu harmonicznym przez nasz hipotetyczny tunel. Amplitud¡ poªo»enia
jest oczywi±cie promie« Ziemi RZ (ciaªo b¦dzie drgaªo od jednej powierzchni Ziemi do
drugiej). vmax wynosi wi¦c:

vmax = Aω = RZ ·
√

g

RZ

=
√
gRZ = vI = 7,9 km/s

Podró» przez ±rodek Ziemi odbywaªaby si¦ wi¦c z pierwsz¡ pr¦dko±ci¡ kosmiczn¡.

Rysunek 6.2.: Ciaªo w tunelu wydr¡»onym przez ±rodek Ziemi.

6.2.1. Energia oscylatora

Zastanówmy si¦ teraz ile wynosi caªkowita energia mechaniczna drgaj¡cej (poruszaj¡cej
si¦) masy na spr¦»ynie, czyli oscylatora. Wcze±niej poznali±my wzór na energi¦ spr¦»ysto±ci
W = 1

2
kx2. Caªkowita energia mechaniczna jest oczywi±cie sum¡ energii potencjalnej i kine-

tycznej: Ec = Ep+Ek =
1
2
kx2+ 1

2
mv2. Ogólnie: oscylator si¦ porusza z pr¦dko±ci¡ v, wi¦c ma

energi¦ kinetyczn¡, oraz jest wychylony z poªo»enia równowagi, wi¦c ma energi¦ potencjaln¡
spr¦»ysto±ci. Ale i pr¦dko±¢ i poªo»enie oscylatora zale»¡ od czasu. Wiemy jak (patrz: (6.5.)
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i (6.8.)). Podstawmy wi¦c:

Ec =
1

2
k (x(t))2 +

1

2
m (v(t))2 =

1

2
k (A sin(ωt))2 +

1

2
m (Aω cos(ωt))2 =

=
1

2
kA2 sin2(ωt) +

1

2
mω2A2 cos2(ωt) =

∣∣mω2 = k
∣∣ =

=
1

2
kA2

(
sin2(ωt) + cos2(ωt)

)
=

1

2
kA2

(6.10.)

Okazuje si¦, »e caªkowita energia mechaniczna oscylatora nie zale»y od czasu (jest staªa
w czasie), a tylko od amplitudy drga«. Zauwa»my, »e energia kinetyczna zmienia si¦ w
czasie jak cos2(ωt), a energia potencjalna jak sin2(ωt). Gdy jedna jest maksymalna - druga
spada do zera i odwrotnie. W oscylatorze mamy wi¦c do czynienia z ci¡gª¡ zamian¡ energii
kinetycznej w potencjaln¡ i odwrotnie. Ale w dowolnej chwili czasu, suma energii kinetycznej
i potencjalnej jest zawsze taka sama i równa Ec =

1
2
kA2.

Przykªady

1. Poruszaj¡cy si¦ po poziomym stole klocek o masie 2,5 kg uderza w le»¡c¡ poziomo
spr¦»yn¦ o staªej siªowej 320 N/m, która jest przytwierdzona drugim ko«cem do ±cia-
ny. Klocek zatrzymuje si¦, gdy spr¦»yna jest ±ci±ni¦ta o 7,5 cm. Wspóªczynnik tarcia
mi¦dzy klockiem a podªo»em wynosi 0,25. Jaka byªa pr¦dko±¢ klocka tu» przed ude-
rzeniem? O ile d»uli wi¦ksza byªaby maksymalna energia spr¦»ysto±ci, je±liby spr¦»yn¦
±cisn¡¢ o dodatkowe 1,5 cm?
Aby obliczy¢ pr¦dko±¢ klocka w tym zadaniu wykorzystamy zasad¦ zachowania energii,
a raczej zasad¦ bilansu energetycznego. Energia kinetyczna uderzaj¡cego klocka poszªa
w cz¦±ci na zwi¦kszenie energii potencjalnej spr¦»ysto±ci spr¦»yny i na pokonanie tarcia.
Zapiszemy wi¦c:

mv2

2
− fmgx =

kx2

2
⇒ v =

√
kx2

m
+ 2fgx = 0,95m/s

Siªa tarcia wykonaªa prac¦ na odcinku o dªugo±ci x, a jej warto±¢ to −fmgx.
Pytanie o wzrost energii przy dodatkowym ±ci±ni¦ciu spr¦»yny mogliby±my sformuªo-
wa¢ te» tak: jak¡ prac¦ trzeba wykona¢, aby ±cisn¡¢ spr¦»yn¦ o dodatkowe∆x=1,5 cm?
W obu przypadkach chodzi o to, aby pami¦ta¢, »e energi¦ potencjaln¡ spr¦»ysto±ci
mierzymy od poªo»enia równowagi. Zatem odpowied¹ na pytanie nie b¦dzie na pewno:
W = k

2
(∆x)2, bo wielko±¢ ∆x nie jest wychyleniem z poªo»enia równowagi. Poprawna

odpowied¹ brzmi:

W =
k

2
(x+∆x)2 − k

2
(∆x)2 =

k

2
x(x+∆x) = 1,08 J

2. Jak w ruchu harmonicznym pr¦dko±¢ zale»y od poªo»enia w dowolnej chwili czasu?
Je»eli porównamy energi¦ potencjaln¡ i kinetyczn¡ w dowolnej chwili czasu z caªkowit¡
energi¡ oscylatora, otrzymamy:

mv2(t)

2
+
kx2(t)

2
=
kA2

2
⇒ v(x) = ω

√
A2 − x2

Wykorzystuj¡c powy»szy wzór kolejny raz mo»emy wykaza¢, »e oscylator ma naj-
wi¦ksz¡ pr¦dko±¢ podczas przechodzenia przez poªo»enie równowagi x = 0 (wynosi
vmax = ωA), a najmniejsz¡, równ¡ vmin = 0 w maksymalnym wychyleniu x = ±A.
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6.2.2. Skªadanie drga«

W tym krótkim podrozdziale zajmiemy si¦ zasad¡ superpozycji w odniesieniu do drga«
harmonicznych. Je±li mamy dwa oscylatory, wykonuj¡ce niezale»ne drgania, to mo»emy do-
prowadzi¢ do superpozycji (nakªadania si¦, sumowania) tych drga«. Wynik tego zªo»enia
b¦dzie ró»ny dla ró»nych drga«, w zale»no±ci od ich faz (cz¦sto±ci i faz pocz¡tkowych) i
amplitud, a tak»e kierunku. W kilku podpunktach rozpatrzymy typowe przypadki. Ogólne
równanie drga« to: x(t) = A sin(ωt+ φ).

(1) Dwa identyczne drgania z przesuni¦ciem fazowym ∆φ Równania drga« s¡ na-
st¦puj¡ce:

x1(t) = A sin(ωt)
x2(t) = A sin(ωt+∆φ)

⇒ xwyp = x1 + x2 = A (sin(ωt) + sin(ωt+∆φ)) =

= 2A sin

(
ωt+

∆φ

2

)
cos

(
∆φ

2

)
= A′ sin

(
ωt+

∆φ

2

)
, A′ = 2A cos

(
∆φ

2

) (6.11.)

Cz¦sto±¢ drgania wypadkowego jest taka sama, jak drga« skªadowych, natomiast ampli-
tuda zale»y od przesuni¦cia fazowego. Je±li wynosi ono ∆φ = 180◦, to A′ = 0 i drga-
nia s¡ wygaszone. Je±li przesuni¦cie nie wyst¦puje (∆φ = 0◦), to drganie wypadkowe jest
xwyp(t) = 2A sin(ωt) (drgania s¡ maksymalnie wzmocnione). W po±redniej sytuacji, np. gdy
∆φ = 120◦, amplituda wynosi A′ = 2A · cos 60◦ = 2A · 0,5 = A, a wi¦c drganie wypadkowe
ma amplitud¦ wyj±ciow¡. W zale»no±ci od przesuni¦cia fazowego mówimy o superpozycji
konstruktywnej (wzmocnienie) lub destruktywnej (osªabienie lub wygaszenie).

(2) Dwa drgania w tym samym kierunku i o tych samych amplitudach, ale ró»-
nych cz¦sto±ciach. Mamy wi¦c:

x1(t) = A sin(ω1t)
x2(t) = A sin(ω2t)

⇒ xwyp = x1 + x2 = A(sin(ω1t) + sin(ω2t)) =

= 2A sin

(
ω1 + ω2

2
t

)
cos

(
ω1 − ω2

2
t

) (6.12.)

Zauwa»my, »e amplituda takiego drgania jest 2 razy wi¦ksza. Je»eli ω2 = ω2, to argument
kosinusa zeruje si¦, a kosinus przyjmuje warto±¢ 1. Wtedy drganie wypadkowe opisane jest
prostym równaniem: xwyp(t) = 2A sin(ω1t) - jest to wi¦c drganie niemal identyczne, jak
drganie skªadowe, ale ma 2 razy wi¦ksz¡ amplitud¦. Ciekawym przypadkiem jest przypa-
dek ω2 ≈ ω1 (cz¦sto±ci drga« s¡ zbli»one). Jest to przypadek wyst¦powania tzw. dud-
nie«. Amplituda drga« jest sinusoidalnych modulowana jest funkcj¡ kosinus (patrz: Ry-
sunek 6.3.). Przykªadowo, je±li ω2 = 0,9ω1, to wypadkowe drganie ma posta¢: xwyp(t) =
2A sin(0,95ω1t) cos(0,05ω1t). Wykres takiej funkcji xwyp(t) skªada si¦ z wielu �bardzo w¡skich
sinusów� (pochodz¡cych od czynnika sin(0,95ω1t) o du»ej cz¦sto±ci), opisanych z zewn¡trz
�obwiedni¡� o du»ej szeroko±ci (pochodz¡cej od czynnika cos(0,05ω1t), a wi¦c o maªej cz¦-
sto±ci). Je±li takie drganie rozchodzi si¦ w postaci fali d¹wi¦kowej, to obserwujemy wyra¹ne
modulacje amplitudy (np. w postaci zmieniaj¡cej si¦ gªo±no±ci docieraj¡cego do nas d¹wi¦-
ku). Cz¦stotliwo±ci¡ dudnie« nazywamy wyra»enie ωdud = ω2 − ω1 (dudnienie wyst¦puje 2
razy cz¦±ciej ni» cz¦sto±¢ obwiedni).
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Rysunek 6.3.: Superpozycja dwóch drga« o tych samych amplitudach (A = 1), lecz ró»nych
cz¦sto±ciach. Gdy cz¦sto±ci obu drga« s¡ zbli»one (np. ω2 = 0,9ω1, jak na rys. po lewej
stronie), wyst¦puj¡ dudnienia. Gdy ω2 =

4
3
ω1 (ry. po prawej), dudnie« nie obserwujemy. W

obu przypadkach przyj¦li±my ω1 = 1 rad/s.

(3) Dwa drgania w kierunkach prostopadªych, o tych samych cz¦sto±ciach, ale
ró»nych amplitudach, z przesuni¦ciem fazowym ∆φ. Tym razem mamy:

x(t) = A sin(ωt)
y(t) = B sin(ωt+∆φ)

⇒
( x
A

)2
+
( y
B

)2
= sin2(ωt) + sin2(ωt+∆φ)

∆φ = 90◦ :
( x
A

)2
+
( y
B

)2
= 1 (elipsa){

∆φ = 90◦

A = B
: x2 + y2 = A2 (okr¡g)

(6.13.)

W tym przypadku nie dostali±my równania oscylatora wypadkowego w postaci zale»no±ci
od czasu. Superpozycja drga« jest opisana zale»no±ci¡ od czasu w postaci parametrycznej
{x(t), y(t)}. Dostali±my za to równanie toru w postaci elipsy lub okr¦gu. Superpozycj¦ dwóch
drga« w kierunkach prostopadªych ªatwo mo»na zwizualizowa¢ na ekranie oscyloskopu (drga-
nia sygnaªu elektrycznego) lub na ±cianie, gdy nasze oscylatory tworz¡ drgaj¡ce prostopadle
lusterka, na które ±wiecimy laserem (by¢ mo»e Czytelnik widziaª podobne do±wiadczenie w
ramach wykªadu z �zyki, lub podczas pokazów popularyzatorskich).

(4) Dwa drgania w kierunkach prostopadªych, o tych samych amplitudach, z
przesuni¦ciem fazowym ∆φ, ale ró»nych cz¦sto±ciach, ω2

ω1
= n

m
, n,m ∈ N. Drganie

wypadkowe jest nast¦puj¡ce:

x(t) = A sin(ω1t)
y(t) = B sin(ω2t+∆φ)

∆φ=0◦→
( x
A

)2
+
( y
B

)2
= sin2(ω1t) + sin2(ω2t+∆φ) =

= (1− cos [(ω2 + ω1) t] cos [(ω2 − ω1) t]) =

=
(
1− cos

[( n
m

+ 1
)
ω1t
]
cos
[( n
m

− 1
)
ω1t
]) (6.14.)

Wynik jest mo»e do±¢ skomplikowany, ale okazuje si¦, »e je±li stosunek n/m jest dany prostym
uªamkiem niewielkich liczb naturalnych (np. 1/2, 3/2, 5/3, 1/8 itp.), to krzywe opisane
powy»szym równaniem maj¡ bardzo ciekawe ksztaªty. S¡ to tzw. krzywe Lissajous i maj¡
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posta¢ ósemek i innych symetrycznych, zamkni¦tych ªuków o wielu punktach przeci¦cia.
Przykªadowe krzywe pokazano na Rysunku 6.4..

Rysunek 6.4.: Krzywe Lissajous wygenerowane przy pomocy równania (6.14.) dla parame-
trów A = B = 1, ω1 = 1 (krzywe niebieskie: ∆φ = 0◦, krzywe czerwone: ∆φ = 90◦).
Zwró¢my uwag¦, »e stosunek n/m mo»emy ªatwo odczyta¢ z wykresów jako stosunek mak-
symalnej liczby wzajemnych przeci¦¢ krzywych wzdªu» osi x i y.
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6.2.3. Oscylator tªumiony

Oscylator, którego ruch do tej pory omawiali±my, wykonuje tzw. drgania swobodne, bo
zachodz¡ one tylko pod wpªywem siªy spr¦»ysto±ci (mówimy te» czasem: drgania wªasne),
a oscylator taki - swobodnym. Cz¦sto±¢ zde�niowan¡ wzorem (6.6.) nazywamy cz¦sto±ci¡
drga« wªasnych (cz¦sto oznaczamy j¡ przez ω0). Pomijali±my wszelkie inne siªy, np. siªy opo-
ru. Teraz jednak rozwa»ymy ruch takiego oscylatora, który zachodzi pod wpªywem tak»e
siªy oporu - pochodz¡cej np. od powietrza lub cieczy (mo»emy zanurzy¢ mas¦ i spr¦»yn¦
przykªadowo w wodzie). Taki ukªad nazywamy oscylatorem tªumionym i jak si¦ spodzie-
wamy, ruch takiego ukªadu b¦dzie zanikaª w czasie (masa na spr¦»ynie zanurzona w wodzie
do±¢ szybko si¦ zatrzyma). O sile oporu (np. powietrza) zale»nej od pr¦dko±ci ciaªa dysku-
towali±my w Rozdziale 3.4.3.. Mo»emy przyj¡¢, »e na nasz¡ mas¦, oprócz siªy spr¦»ysto±ci,
dziaªa siªa oporu o wektorze F⃗op = −bv⃗, gdzie v⃗ jest wektorem pr¦dko±ci (chwilowej) ciaªa, a
b - staªym wspóªczynnikiem oporu. Siªa oporu jest przeciwnie skierowana do kierunku ruchu
oscylatora. Napiszmy wi¦c równanie dynamiki oscylatora tªumionego, podobne do (6.4.):

ma = −kx− bv ⇒ d2x

dt2
= − k

m
x− b

m

dx

dt
(6.15.)

Rozwi¡zanie tego równania wymagaªoby pewnych umiej¦tno±ci z analizy matematycznej.
Nie jest naszym celem nauka metod rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych, dlatego poda-
my od razu samo rozwi¡zanie. Zale»no±¢ poªo»enia od czasu dla oscylatora tªumionego jest
nast¦puj¡c¡ funkcj¡:

x(t) = A0e
−βt sin(ωt) (6.16.)

Przez A0 oznaczyli±my (staª¡) amplitud¦ drga« nietªumionych (por. wzór (6.5.)), i tak jak
w tamtym przypadku pomin¦li±my faz¦ pocz¡tkow¡ ϕ. Czynnik β (o wymiarze 1/s) w po-
wy»szym wzorze to tzw. wspóªczynnik tªumienia oscylatora i od niego zale»y jak szybko
amplituda drga« maleje w czasie. Caªy czynnik A0e

−βt jest zale»n¡ od czasu amplitud¡
drga« tªumionych. Wspóªczynnik tªumienia jest zwi¡zany z wielko±ciami m i b wyst¦puj¡cy-
mi we wzorze (6.15.), natomiast ω oznacza tym razem cz¦sto±¢ drga« tªumionych, która jest
inna od cz¦sto±ci drga« wªasnych ω0. Podsumowuj¡c mo»emy zapisa¢:

Amplituda drga« tªumionych: A(t) = A0e
−βt

Cz¦sto±¢ drga« tªumionych: ω =
√
ω2
0 − β2

Wspóªczynnik tªumienia: β = b
2m

(6.17.)

Zauwa»my, »e cz¦sto±¢ drga« tªumionych jest zawsze mniejsza od cz¦sto±ci drga« wªasnych,
a wi¦c okres tych drga« b¦dzie zawsze wi¦kszy od okresu drga« wªasnych, przy tych samych
masie oscylatora m i staªej siªowej k. Oscylator tªumiony jest wi¦c jakby �wolniejszy�.

Ruch oscylatora tªumionego jest opisany funkcj¡ sinusoidaln¡ zale»no±ci od czasu (tak
jak ruch oscylatora swobodnego), ale nie jest ruchem harmonicznym. Amplituda drga« ma-
leje w czasie. Drgania gasn¡ - tym szybciej, im wi¦kszy jest wspóªczynnik β. Rozwi¡zanie
(6.16.) przedstawiono na Rysunku 6.5.a. Nale»y mocno podkre±li¢, »e rozwi¡zaniem równa-
nia (6.15.) jest rzeczywi±cie funkcja (6.16.) tylko, je±li ω0 > β, wtedy bowiem ω zde�niowane
wzorem (6.17.) istnieje. Mówimy, »e ruch zachodzi ze sªabym tªumieniem. Je±li ω0 = β,
to mamy do czynienia z tzw. tªumieniem krytycznym i oscylator w ogóle nie wykonuje
drga« - mówimy, »e wykonuje ruch aperiodyczny, albo »e w sposób aperiodyczny powraca
do poªo»enia równowagi z maksymalnego wychylenia. Zauwa»my, »e gdy ω0 = β, to ω = 0, a
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wi¦c okres drga« byªby niesko«czony (T = 2π/0 → ∞). Taki oscylator niesko«czenie dªugo
wraca do poªo»enia x = 0 (spójrz na Rysunek 6.5.b). Zale»no±¢ poªo»enia od czasu jest
dana funkcj¡: x(t) = A0e

−βt. Wreszcie, je±li tªumienie jest silne, czyli ω0 < β, nasz oscylator
w bardzo dziwny sposób szybko wraca do poªo»enia równowagi, wykonuj¡c tzw. peªzanie,
które schematycznie naszkicowano na Rysunku 6.5.c. Poªo»enie zmienia si¦ w czasie jak:

x(t) = 1
2
A0

[
e
−
(
β−
√

β2−ω2
0

)
t
+ e

−
(
β+
√

β2−ω2
0

)
t

]
.

Zaciekawiony Czytelnik mo»e sam sprawdzi¢, »e funkcja (6.16.) jest rzeczywi±cie roz-
wi¡zaniem równania (6.15.), a tak»e obliczy¢ zale»no±¢ od czasu pr¦dko±ci i przy±pieszenia,
podobnie jak robili±my to w Rozdziale 6.2.. Zwró¢my uwag¦, »e nie mo»emy w przypadku
oscylatora tªumionego u»ywa¢ wzoru (6.3.) na energi¦ potencjaln¡ spr¦»ysto±ci, ani wzoru
(6.10.) na energi¦ caªkowit¡. Nasz ukªad jest tym razem niezachowawczy (wyst¦puj¡ z nim
siªy oporu, które nie s¡ zachowawcze), a wi¦c nie mo»emy zde�niowa¢ energii potencjalnej, a
caªkowita energia nie jest zachowana. Ukªad traci energi¦ - dlatego te» ruch oscylatora ustaje
po pewnym czasie.

6.2.4. Oscylator wymuszony. Rezonans mechaniczny

Je±liby±my chcieli podtrzyma¢ ruch oscylatora w obecno±ci siªy oporu, musieliby±my za-
pewne �wymusi¢� jako± jego ruch - np. przykªadaj¡c zewn¦trzn¡ siª¦ F . Przykªadowo: mas¦
zanurzon¡ w wodzie musieliby±my co jaki± czas pobudza¢ do drga«, albo dziecko bawi¡ce si¦
na hu±tawce (taki ruch, traktowany jak ruch wahadªa, te» mo»e by¢ uznany za harmonicz-
ny) musieliby±my co chwil¦ dodatkowo popycha¢. Aby podtrzyma¢ ruch ±ci±le harmoniczny
(czyli nadal opisany funkcj¡ sinus zale»no±ci poªo»enia od czasu) nasza siªa zewn¦trzna te»
powinna by¢ sinusoidalnie zale»na od czasu. To jest najciekawszy z punktu widzenia �zyki
przypadek. Zaªó»my wi¦c: F (t) = F0 sin(Ωt), gdzie F0 jest amplitud¡ siªy (najwi¦ksz¡ war-
to±ci¡), a Ω - cz¦sto±ci¡ siªy wymuszaj¡cej (mówimy te»: cz¦sto±ci¡ wymusze«). Równanie
dynamiki oscylatora poddanego dziaªaniu siªy wymuszaj¡cej przy jednoczesnej obecno±ci siªy
oporu w o±rodku wygl¡da nast¦puj¡co:

ma = −kx− bv + F0 sin(Ωt) ⇒ d2x

dt2
+
k

m
x+

b

m

dx

dt
=
F0

m
sin(Ωt) (6.18.)

Rozwi¡zanie tego równania jest (na pozór) bardzo proste (podajemy zale»no±¢ od czasu
poªo»enia oscylatora wymuszonego):

x(t) = Aw sin(Ωt+ ϕ) (6.19.)

Okazuje si¦, »e drgania oscylatora harmonicznego s¡ nadal sinusoidalne, co wi¦cej z cz¦-
sto±ci¡ drga« tak¡, jaka jest cz¦sto±¢ wymusze« Ω. To nie powinno by¢ zadziwiaj¡ce - przecie»
hu±tane przez nas na hu±tawce dziecko porusza si¦ dokªadnie tak, jak my chcemy; cz¦sto±¢
jego drga« jest zgodna z cz¦sto±ci¡ naszych popchni¦¢ w krzeseªko. We wzorze (6.19.) poja-
wiªy si¦ natomiast dwa oznaczenia: Aw - amplituda drga« oraz ϕ - faza pocz¡tkowa drga«,
które zale»¡ od cz¦sto±ci wymusze«, cz¦sto±ci drga« wªasnych i wspóªczynnika tªumienia jak:

Aw =
F0

m

1√
(ω2

0 − Ω2)2 + 4β2Ω2
(6.20.)

tgϕ = − 2βΩ

ω2
0 − Ω2

(6.21.)
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(a) Tªumienie sªabe: β < ω0; oscylator wykonuje drgania o

malej¡cej w czasie amplitudzie; zaªo»ono poªo»enie pocz¡t-

kowe x(0) = 0. Przerywan¡ lini¡ zaznaczono obwiednie am-

plitudy (dane zale»no±ci¡ eksponencjaln¡ (6.17.)). Dla po-

równania zaznaczono te» przypadek dla oscylatora nietªu-

mionego (β = 0).

(b) Tªumienie krytyczne: β = ω0; nie ma

drga« - oscylator wykonuje aperiodyczny po-

wrót do poªo»enia równowagi; zaªo»ono po-

ªo»enie pocz¡tkowe x(0) = A0.

(c) Tªumienie silne: β > ω0; nie ma drga«

- oscylator wykonuje ruch peªzaj¡cy (jest

�przetªumiony�); zaªo»ono poªo»enie pocz¡t-

kowe x(0) = A0.

Rysunek 6.5.: Zale»no±¢ poªo»enia od czasu x(t) dla oscylatora tªumionego w trzech przypad-
kach tªumienia: (a) β < ω0 (sªabe tªumienie), (b) β = ω0 (tªumienie krytyczne), (c) β > ω0

(tªumienie silne).

Powy»sze wzory wygl¡daj¡ do±¢ �strasznie�. Zagadnieniem fazy pocz¡tkowej si¦ nie b¦dziemy
zajmowa¢, ale przyjrzymy si¦ amplitudzie. Zauwa»my, »e zale»y ona nie tylko od amplitudy
siªy zewn¦trznej (to nie jest zaskakuj¡ce), ale tak»e jej cz¦sto±ci oraz cz¦sto±ci wªasnej i tªu-
mienia, a wi¦c �sposobu� przyªo»enia siªy i parametrów samego ukªadu drgaj¡cego (drga«
wªasnych i tªumienia o±rodka). Zale»no±¢ Aw(Ω) pokazuje wykres na Rysunku 6.6.. Mamy
do czynienia z krzyw¡ dzwonow¡, która ma wyra¹ne maksimum przy pewnej cz¦sto±ci wy-
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musze«. T¦ cz¦sto±¢ nazywamy cz¦sto±ci¡ rezonansow¡ i de�niujemy wzorem (mo»na go
ªatwo znale¹¢ »¡daj¡c, aby dla tego argumentu funkcja miaªa maksimum lokalne):

Ωrez =
√
ω2
0 − 2β2 (6.22.)

Sytuacj¦, gdy amplituda drga« oscylatora wymuszonego osi¡ga warto±¢ maksymaln¡, na-
zywamy rezonansem mechanicznym. Jest to bardzo wa»ne zjawisko �zyczne, które ma
istotne znaczenie tak»e w innych dziedzinach wspóªczesnej nauki i techniki, a tak»e »ycia
»ycia codziennego. Z rezonansem mechanicznym maj¡ lub mog¡ mie¢ zwi¡zek takie zjawi-
ska, jak wzmocnienie d¹wi¦ku w instrumentach dzi¦ki zastosowaniu pudªa rezonansowego,
zawalenie si¦ mostu rozhu±tanego miarowym rytmem np. maszeruj¡cej kolumny wojska lub
uderze« podmuchów wiatru, czy mo»liwo±¢ wytoczenia ci¦»kiego samochodu pod niewielk¡
górk¦ (rozhu±tanie samochodu pozwala ªatwiej pokona¢ górk¦, czy niewielk¡ przeszkod¦). Z
rezonansem (cho¢ nie mechanicznym, a raczej elektromagnetycznym) mamy do czynienia we
wszelkiego rodzaju urz¡dzeniach typu antena-odbiornik, np. do emisji i odbioru sygnaªów
telewizyjnych w naszych domach. Przytoczmy jeszcze raz de�nicj¦ rezonansu mechanicznego:

Zjawisko rezonansu mechanicznego polega na osi¡gni¦ciu maksymalnej amplitudy drga«
przy dopasowaniu cz¦sto±ci wymusze« do cz¦sto±ci rezonansowej

Osi¡gni¦cie maksymalnej amplitudy drga« jest równoznaczne osi¡gni¦ciu maksymalnej mocy.
Mówimy, »e w rezonansie przekaz mocy jest najwi¦kszy.

Zwró¢my uwag¦, »e ksztaªt krzywej rezonansowej (poªo»enie i warto±¢ maksimum) zale»y
od wielko±ci tªumienia o±rodka. W szczególno±ci, gdy β → 0, to Ωrez → ω0, a maksimum
amplitudy: Aw(Ω = ω0) → ∞ (patrz: Rysunek 6.6.).

Rysunek 6.6.: Zale»no±¢ amplitudy drga« oscylatora wymuszonego od cz¦sto±ci wymusze« dla
ró»nych wspóªczynników tªumienia. Pionowe przerywane linie pokazuj¡ cz¦sto±¢ rezonansow¡
oraz maksimum krzywych rezonansowych. Ju» przy β = 1%ω0: Ωrez ≈ ω0 oraz Aw ≈ du»a.
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Przykªady

1. Po jakim czasie amplituda drga« oscylatora tªumionego spadnie do 10% warto±ci po-
cz¡tkowej, je±li wspóªczynnik oporu o±rodka wynosi 0,5 kg/s, a masa oscylatora to
1 kg?
Skorzystamy ze wzoru na zale»no±¢ amplitudy od czasu (6.17.). Potrzebujemy do tego
zna¢ wspóªczynnik tªumienia, który te» mamy tam zde�niowany (m = 1 kg, b = 0,5
kg/s). �¡damy przy tym, aby po czasie tx amplituda osi¡gn¦ªa warto±¢ A(tx) = 0,1A0.
Liczmy:

A(tx) = 0,1A0

A(tx) = A0e
−βtx

β = b
2m

⇒ 0,1A0 = A0e
−βtx ⇒ 0,1 = e−βtx ⇒

tx = − 1

β
ln(0,1) =

ln(10)

β
= 2 ln(10)

m

b
= 9,21 s

2. Porównaj okresy drga« oscylatora swobodnego i tªumionego. Jaki musi wspóªczynnik
tªumienia w stosunku do cz¦sto±ci drga« wªasnych, aby okres drga« oscylatora tªumio-
nego byª 2 razy wi¦kszy ni» nietªumionego?
Skorzystamy ze wzoru na cz¦sto±¢ drga« tªumionych (6.17.). St¡d wyprowadzimy wzór
na okres i znajdziemy poszukiwany stosunek okresów. Zale»no±¢ t¦ odwrócimy, by wy-
liczy¢ β/ω0.{

T0 =
2π
ω0

T = 2π
ω

= 2π√
ω0−β2

⇒ T0
T

=

√
ω0 − β2

ω0

=

√
1−

(
β

ω0

)2

⇒

β = ω0

√
1−

(
T0
T

)2

=

∣∣∣∣T0T =
1

2

∣∣∣∣ = √
3

2
ω0 ≈ 0,87ω0

Aby okres oscylatora tªumionego byª 2 razy wi¦kszy ni» nietªumionego, wspóªczynnik
tªumienia musi wynosi¢ ok. 0,87ω0. Jest to przypadek sªabego tªumienia (β < ω0), a
wi¦c ukªad rzeczywi±cie wykonuje oscylacje i wzory (6.17.) mog¡ by¢ stosowane.

3. Jakim tempem (ile kroków na minut¦) musi przechodzi¢ kªadk¡ wisz¡c¡ kolumna har-
cerzy, aby kªadka o cz¦stotliwo±ci drga« wªasnych 5 Hz wpadªa w rezonans, przy bardzo
maªym tªumieniu o±rodka?
Przypomnijmy sobie wzór na cz¦sto±¢ rezonansow¡ (6.22.). Przy pomijalnym tªumieniu
znika wyraz β ≈ 0. Zatem: Ωrez = ω0 = 2πf0. St¡d cz¦stotliwo±¢ kroków maszeruj¡cej
grupy harcerzy powinna by¢ f = Ωrez

2π
= f0 = 5 Hz. Na jeden cykl (jedno peªne �drga-

nie�) przypadaj¡ dwa kroki, a wi¦c harcerze powinni maszerowa¢ w tempie 2,5 kroków
na sekund¦, czyli 150 kroków na minut¦.

Zadania

1. Do jakiego uªamka warto±ci pocz¡tkowej spadnie amplituda drga« oscylatora tªumio-
nego po czasie równym 1/β?
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2. Oscylator o masie 2 kg i staªej siªowej 10 N/m wykonuje w o±rodku z oporem. Zauwa-
»ono, »e po czasie 12 sekund amplituda drga« spada do poªowy warto±ci pocz¡tkowej.
Ten sam oscylator wymuszamy teraz siª¡ o staªej cz¦sto±ci. Jaka jest cz¦stotliwo±¢
rezonansowa ukªadu?

3. Wyprowad¹ wzór (6.22.) na cz¦sto±¢ rezonansow¡ oraz warto±¢ amplitudy w rezonansie
(tzn. przy Ω = Ωrez). Poka», »e przy β → 0: Aw → ∞.

6.3. Wahadªo matematyczne

Jest to bardzo prosty model teoretyczny skªadaj¡cy si¦ z masy punktowej zawieszonej w
polu siªy ci¦»ko±ci na cienkiej, niewa»kiej i nierozci¡gliwej nici (�kulka na nitce�, Rysunek
6.7.a). Jedyn¡ siª¡ zewn¦trzn¡ dziaªaj¡c¡ na mas¦m jest jej ci¦»ar. Ale tylko skªadowa ci¦»aru
Q1 jest niezrównowa»ona - skªadow¡ Q2 równowa»y siªa napi¦cia nici N , która z kolei jest
równowa»ona przez reakcj¦ ze strony punktu zawieszenia wahadªa (np. su�tu). Mo»emy wi¦c
zapisa¢:

Fw = Q1 ⇒ ma = mg sinα (6.23.)

Chcemy pokaza¢, »e ruch wahadªa jest ruchem harmonicznym. Musimy wi¦c wykaza¢, »e
siªa, pod wpªywem której zachodzi ruch wahadªa (czyli siªa wypadkowa) ma cechy siªy har-
monicznej. Zauwa»my, »e wektor Q⃗1 jest przeciwnie skierowany do wychylenia, mierzonego
k¡tem skierowanym α. Musimy jeszcze stwierdzi¢, »e jest do niego proporcjonalna. Ale wzór
(6.23.) sugeruje, »e Fw ∼ sinα. Dokonujemy wi¦c przybli»enia: sinα ≈ α, które jest praw-
dziwe dla maªych k¡tów (mierzonych w radianach). Jest to tzw. przybli»enie maªych drga«.
Oczywi±cie z de�nicji miary ªukowej k¡ta: α = x/l. Podsumujmy zatem:

a = −g sinα ⇒

∣∣∣∣∣∣
sinα ≈ α
α = x

l

a = d2x
dt2

∣∣∣∣∣∣ ⇒ d2x

dt2
= −g

l
x (6.24.)

�Voilà!� dostali±my równanie typu oscylatora, którego rozwi¡zania ju» znamy. Zale»no±¢ wy-
chylenia wahadªa z poªo»enia równowagi w funkcji czasu jest nast¦puj¡ca: x(t) = A sin(ωt)
albo α(t) = α0 sin(ωt), gdzie oczywi±cie α0 = A/l jest amplitud¡ (k¡tow¡) wychylenia liczo-
n¡ w radianach (A jest amplitud¡ wychylenia liczon¡ w metrach). Mo»emy te» natychmiast
�odgadn¡¢� wzór na okres drga« wahadªa matematycznego:

T = 2π

√
l

g
(6.25.)

bowiem ω2 = g
l
(pami¦tamy wzór (6.7.) na okres oscylatora). Nale»y powiedzie¢, »e rozwi¡za-

nie i okres podane powy»ej obowi¡zuj¡ jedynie, gdy mamy do czynienia z maªymi drganiami,
gdy speªnione z dobr¡ dokªadno±ci¡ jest przybli»enie sinα ≈ α. Zakªada si¦, »e dobrym przy-
bli»eniem jest, gdy wahadªo wykonuje drgania nie wi¦ksze ni» o kilka stopni (rz¦du 5-7◦).
Zauwa»my te», »e okres wahadªa nie zale»y od amplitudy (α0, A). T¦ cech¦ wahadªa nazywa
si¦ izochronizmem wahadªa i tak»e ona nie wyst¦puje, gdy drgania nie s¡ maªe. Dla du»ych
drga« okres zaczyna zale»e¢ od amplitudy.
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Przykªady

1. Jaki jest stosunek okresów drga« tego samego wahadªa matematycznego na Ziemi i
Ksi¦»ycu?
Zapiszmy de�nicje okresów na obu ciaªach niebieskich:

TZ = 2π

√
l

gZ
TK = 2π

√
l

gK

Zatem stosunek:

TZ
TK

=

√
gK
gZ

=

√
1

6
≈ 0,4

Stosunek okresów dany jest pierwiastkiem odwrotnego stosunku przy±piesze«. To, »e
na Ksi¦»ycu przy±pieszenie jest 6-razy mniejsze ni» na Ziemi, ªatwo obliczymy znaj¡c
mas¦ i promie« Ksi¦»yca oraz wykorzystuj¡c wzór (5.2.).

2. Wahadªo matematyczne o dªugo±ci l umieszczamy w windzie, która rusza w gór¦ z
przy±pieszeniem a0. Jaki jest wzór na okres drga« tego wahadªa?
Wiemy ju» z Rozdziaªu 3.5., »e w ukªadzie poruszaj¡cym si¦ na ciaªo dziaªa dodatkowa
siªa (siªa bezwªadno±ci), która jest zwrócona przeciwnie do przy±pieszenia. W naszym
przypadku a0 jest do góry (winda rusza w gór¦), wi¦c siªa bezwªadno±ci Fb = ma0 jest
skierowana w dóª - tak jak ci¦»ar. Dodaje si¦ wi¦c do ci¦»aru. Wypadkowo mamy wi¦c
zewn¦trzn¡ siª¦ dziaªaj¡c¡ na wahadªo o warto±ci m(g+ a0). Jej skªadowa prostopadªa
do nici powoduje ruch harmoniczny. Powtarzaj¡c etapy wyprowadzania wzoru na okres
drga« wahadªa, dochodzimy do wniosku, »e:

T = 2π

√
l

g + a0

6.4. Wahadªo �zyczne

Wahadªo �zyczne jest to bryªa sztywna zaczepiona w pewnym punkcie, która mo»e wzgl¦-
dem tego punktu wykonywa¢ drgania. Ruch wahadªa zachodzi pod wpªywem siªy grawitacji,
podobnie jak w przypadku wahadªa matematycznego. Dokªadniej chodzi tutaj o to, »e siªa
grawitacji daje moment siªy wzgl¦dem punktu zawieszenia (punktu obrotu), dzi¦ki czemu
bryªa ma przy±pieszenie k¡towe i si¦ obraca. W odró»nieniu od przypadku wahadªa ma-
tematycznego, gdzie ruch kulki odchylonej od pionu traktowali±my jako ruch post¦powy,
w przypadku wahadªa �zycznego przyjmujemy, »e bryªa sztywna wykonuje ruch obrotowy
wzgl¦dem punktu zawieszenia. W tym miejscu natychmiast mo»emy wnioskowa¢, »e punkt
zawieszenia wahadªa nie mo»e by¢ w ±rodku masy. Siª¦ ci¦»ko±ci przykªadamy w ±rodku
masy, zatem jej moment wzgl¦dem ±rodka masy byªby zerowy - bryªa nie obracaªaby si¦.
Zgodnie z oznaczeniami na Rysunku 6.7.b moment siªy grawitacji wynosi:

M⃗Q = d⃗× Q⃗ ⇒ MQ = mgd sinα (6.26.)
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(a) Wahadªo matematyczne z zaznaczonymi

siªami. Skªadowa Q⃗1 peªni rol¦ siªy harmo-

nicznej.

(b) Wahadªo �zyczne. Siªa grawitacji daje

niezerowy moment siªy M⃗Q powoduj¡cy ob-

rót bryªy przeciwnie do wychylenia.

Rysunek 6.7.: Schematy wahadeª.

gdzie d jest tutaj ramieniem siªy Q, czyli odlegªo±ci¡ od osi obrotu (punktu zawieszenia) do
±rodka masy. Moment siªy grawitacji jest momentem wypadkowym - »adna inna siªa nie daje
wzgl¦dem punktu O momentu siªy. Wykorzystamy II zasad¦ dynamiki dla ruchu obrotowego
bryªy sztywnej (wzór (3.18.)) i wyprowadzimy równanie ruchu wahadªa �zycznego:

IOε⃗ = M⃗Q ⇒ IOε = mgd sinα ⇒

∣∣∣∣∣∣
sinα ≈ α

ε = d2α
dt2

“M⃗Q ∼ −α”

∣∣∣∣∣∣ ⇒ d2α

dt2
= −mgd

IO
α (6.27.)

Zaªo»yli±my tutaj znowu przypadek maªych drga« (sinα ≈ α), wówczas mamy proporcjonal-
no±¢ do wychylenia mierzonego k¡tem α. Znak minus wynika st¡d, »e wypadkowy moment
siªy (moment siªy grawitacji) jest skierowany przeciwnie do kierunku obrotu (wychylenia).

Równanie (6.27.) jest równaniem typu oscylatora, zatem wnioskujemy, »e bryªa sztywna
zaczepiona w punkcie odlegªym o d od ±rodka masy i odchylona od pionu (który jest poªo»e-
niem równowagi) o maªy k¡t wykonuje ruch harmoniczny. Rozwi¡zanie równania (6.27.) jest
ju» dla nas ªatwizn¡: α(t) = α0 sin(ωt), gdzie α0 jest amplitud¡ wychylenia (maksymalnym
k¡tem - pami¦tamy, »e musi by¢ �maªy�), a ω = mgd

IO
jest cz¦sto±ci¡ drga«. Wa»ne! Moment

bezwªadno±ci IO jest liczony wzgl¦dem osi obrotu O. Zazwyczaj dla prostych bryª znamy
momenty bezwªadno±ci wzgl¦dem ich ±rodków masy IS (np. dla walca/kr¡»ka IS = 1

2
mR2).

Aby otrzyma¢ IO musimy skorzysta¢ z tw. Steinera (3.16.).

Znaj¡c cz¦sto±¢, bardzo ªatwo dostaniemy teraz wzór na okres drga« wahadªa �zycznego:

T = 2π

√
IO
mgd

(6.28.)
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Przykªady

1. Poka», »e wzór na okres wahadªa �zycznego upraszcza si¦ do wzoru na okres wahadªa
matematycznego, je±li ruch kulki potraktujemy jak ruch obrotowy punktu materialnego
po okr¦gu.
Zakªadamy tutaj, »e kulka (masa m z modelu wahadªa matematycznego) wykonuje
ruch obrotowy wokóª osi zawieszenia wahadªa, tak jak wahadªo �zyczne. Dla punktu
materialnego moment bezwªadno±ci: IO = ml2, gdzie l jest odlegªo±ci¡ kulki od osi
obrotu (jest to równocze±nie dªugo±¢ wahadªa matematycznego). Korzystaj¡c ze wzoru
(6.28.) otrzymujemy:

Tfiz = 2π

√
ml2

mgl
= 2π

√
l

g
= Tmat

co jest zgodne ze wzorem (6.25.) dla wahadªa matematycznego.

2. Oblicz okres drga« kr¡»ka o promieniu 20 cm, który zawieszono w punkcie odlegªym o
1
4
promienia od kraw¦dzi.

Zanim wstawimy dane do wzoru, musimy policzy¢ moment bezwªadno±ci IO wzgl¦dem
osi obrotu. Skorzystamy z tw. Steinera:

IO = IS +md2 =
1

2
mR2 +m ·

(
R− 1

4
R

)2

=
1

2
mR2 +m ·

(
3

4
R

)2

=
17

16
mR2

Nie przejmujmy si¦, »e nie znamy masy m kr¡»ka - upro±ci si¦. Podobnie, nie znali±my
d, ale wiedzieli±my, »e jest ono uªamkiem promienia, który znamy.

T = 2π

√
17
16
mR2

mg · 3
4
R

= 2π

√
17

12

R

g
≈ 1,06 s

Zadania

1. Ciaªo o masie 5 g wykonuje drgania, które w ukªadzie SI mo»na opisa¢ równaniem:
x(t) = 0,1 sin

(
π
2
t
)
. Znale¹¢ amplitud¦ pr¦dko±ci i przy±pieszenia oraz liczbowe warto±ci

energii kinetycznej i potencjalnej po upªywie 20 s od chwili pocz¡tkowej t0 = 0. Jaka
jest caªkowita energia tego oscylatora?

2. Masa zamocowana na spr¦»ynie drga z amplitud¡ 10 cm. Caªkowita energia spr¦»yny
wynosi 1 J. Jaka jest warto±¢ siªy spr¦»ysto±ci dziaªaj¡cej na mas¦, gdy spr¦»yna jest
±ci±ni¦ta o 5 cm?

3. Zakªadaj¡c, »e ruch tªoka w cylindrze silnika samochodowego jest ruchem harmonicz-
nym, znale¹¢ maksymalne warto±ci szybko±ci i przy±pieszenia tªoka, je»eli samochód
porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ v = 72 km/h na wª¡czonym biegu, ±rednica kóª d = 16”, a
odlegªo±¢ mi¦dzy skrajnymi poªo»eniami tªoka wynosi 95,5 mm.

4. Gaweª postanowiª zrobi¢ kolejnego psikusa Pawªowi, który mieszka pi¦tro nad nim.
Chce wrzuci¢ do mieszkania Pawªa przez okno »ab¦. �eby byªo sprytniej postanowiª
u»y¢ w tym celu katapulty w postaci spr¦»yny o staªej siªowej 100 N/m i dªugo±ci
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swobodnej 20 cm. O ile Gaweª musi ±cisn¡¢ spr¦»yn¦, aby »ab¦ o masie 30 g �dostar-
czy¢� na parapet Pawªa, który znajduje si¦ 3 m powy»ej okna Gawªa? Uwaga. Zadanie
ªatwo jest rozwi¡za¢ korzystaj¡c z zasady zachowania energii. Trzeba pami¦ta¢, »eby
uwzgl¦dni¢ ±ci±ni¦cie spr¦»yny podczas de�niowania poziomu zerowej energii potencjal-
nej grawitacji.

5. Jakim wzorem wyrazi¢ okres drga« wahadªa matematycznego o dªugo±ci l, które za-
wieszono w windzie przy±pieszaj¡cej w dóª z przy±pieszeniem a0? Ile wynosi okres, je±li
a0 = 0,5g oraz l = 20 cm?

6. Jaki musi by¢ wspóªczynnik tªumienia β wahadªa matematycznego o dªugo±ci l umiesz-
czonego w windzie poruszaj¡cej si¦ z przy±pieszeniem a0 w gór¦, je»eli okres drga«
wahadªa tªumionego jest 2 razy wi¦kszy ni» swobodnego?

7. Wyprowad¹ wzór na okres drga« wahadªa matematycznego w wagonie przy±pieszaj¡-
cym w poziomie z przy±pieszeniem a0. Uwaga. Idea jest taka sama, jak w zadaniu z
wind¡. Trzeba znale¹¢ siª¦ wypadkow¡ dziaªaj¡c¡ na wahadªo.

8. Zegar ±cienny, maj¡cy ksztaªt kr¡»ka o ±rednicy 35 cm, zawieszamy na gwo¹dziu wbitym
w ±cian¦ i wprawiamy w drgania. Zakªadaj¡c, »e ±rodek masy zegara jest w jego ±rodku
geometrycznym, oblicz odlegªo±¢ d punktu zawieszenia zegara od ±rodka masy, je±li
okres drga« zegara wynosi 1 s? Uwaga. Trzeba rozwi¡za¢ r. kwadratowe, a jedno z
rozwi¡za« odrzuci¢ (wyjdzie d > R).

9. Cienki pr¦t metalowy, o masie M = 0,5 kg i dªugo±ci L = 40 cm, u»yty jest jako
wahadªo �zyczne. W odlegªo±ci x od ±rodka pr¦ta wywiercony jest niewielki otwór,
przez który przechodzi o±, na której zawieszamy pr¦t. Oblicz okres maªych waha« tak
zbudowanego wahadªa �zycznego jako funkcj¦ odlegªo±ci x. Oblicz odlegªo±¢ x1, dla
której okres wahadªa przyjmuje minimaln¡ warto±¢.
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Rozdziaª 7.

Fale mechaniczne

7.1. Podstawowe poj¦cia

Fal¡ nazywamy zaburzenie o±rodka rozchodz¡ce si¦ w przestrzeni. W przypadku fali me-
chanicznej o±rodek musi o±rodkiem mechanicznym, mówimy: spr¦»ystym. Fala mechaniczna
do rozchodzenia si¦ wymaga o±rodka, którego cz¡steczki s¡ pobudzane do drga«, a drgania te
s¡ przekazywane s¡siadom. Tak w uproszeniu wygl¡da mechanizm propagacji (rozchodzenia
si¦) fali mechanicznej. Bez o±rodka nie ma fali mechanicznej. To jest oczywiste stwierdzenie:
np. fala d¹wi¦kowa nie rozchodzi si¦ w pró»ni (�w kosmosie nic nie sªucha¢"). Schematycznie
mo»emy propagacj¦ fali uj¡¢ tak: jest to drganie (cz¡stki o±rodka w czasie), które dodatko-
wo przemieszcza si¦ w przestrzeni (tak jakby oscylator harmoniczny dodatkowo si¦ poruszaª
ruchem post¦powym). O±rodek spr¦»ysty to taki, dla którego speªnione jest prawo Hooke'a
(wzór (6.2.)). Przykªadowe fale mechaniczne to: fala d¹wi¦kowa (w powietrzu, cieczach lub
ciaªach staªych), fala w napi¦tej strunie, fale na wodzie, fale sejsmiczne itd.

Rodzaje fal mechanicznych. Mo»emy sklasy�kowa¢ fale mechaniczne na ró»ne spo-
soby. Fale podªu»ne propaguj¡ si¦ w tym samym kierunku, w którym drgaj¡ cz¡steczki
o±rodka. Fala d¹wi¦kowa jest podªu»na. Jej propagowanie polega na wyst¦powaniu systema-
tycznych zag¦szcze« i rozrzedze« cz¡steczek powietrze, które si¦ przesuwaj¡ w przestrzeni.
Fale poprzeczne propaguj¡ si¦ w kierunku prostopadªym do kierunku drga« o±rodka. Tak¡
fal¡ jest np. fala w napi¦tej strunie (graj¡c na gitarze, szarpiemy strun¦ w gór¦ lub w dóª,
a fala w strunie propaguje si¦ w stron¦ gryfu lub pudªa). Ze wzgl¦du na powtarzalno±¢ w
czasie fale dzielimy na okresowe i nieokresowe, a ze wzgl¦du na powtarzalno±¢ w prze-
strzeni mówimy o falach o staªym ksztaªcie (ksztaªt fali nie zmienia si¦ w czasie w trakcie
propagacji, st¡d wniosek, ze takie fale musz¡ propagowa¢ si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡). Mówi¡c o
falach mechanicznych najcz¦±ciej mamy na my±li fale harmoniczne (sinusoidalne), czyli
takie, których równanie jest funkcj¡ harmoniczn¡ (patrz ni»ej).

Dªugo±¢ fali jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy kolejnymi minimami lub maksimami fali (lub do-
wolnymi innymi punktami o staªej fazie - czyli w tym samym miejscu �na fali�). Punkty o
staªej fazie tworz¡ powierzchni¦ falow¡, nazywan¡ te» czoªem fali. Czoªo fal pªaskich
tworz¡ linie proste, fal kolistych - okr¦gi, fal kulistych - sfery itp. Z dªugo±ci¡ fali zwi¡zana
jest liczba falowa:

k =
2π

λ
(7.1.)
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(w przypadku fali 3D liczba falowa staje si¦ wektorem falowym k⃗). Wektor falowy okre±la
kierunek propagacji fali. Je±li ma on tylko skªadow¡ np. kx, to fala rozchodzi si¦ w kierunku
osi x. Cz¦sto±¢ ω, cz¦stotliwo±¢ f (b¦dziemy j¡ te» cz¦sto oznacza¢ przez ν) i okres T drga«
znamy ju» z rozdziaªu o drganiach harmonicznych.

Pr¦dko±¢ fali zde�niowana jest jako:

v =
λ

T
= λ · ν =

ω

k
(7.2.)

Nazywamy t¦ wielko±¢ pr¦dko±ci¡ fazow¡, bo okre±la ona pr¦dko±¢ poruszania si¦ dowol-
nego �punktu fali" o danej fazie (v = vf ). De�niujemy te» pr¦dko±¢ grupow¡ fali, która
jest szybko±ci¡ propagacji �grupy� fal (pakietu falowego), skªadaj¡cej si¦ z kilku fal (pakiet
falowy powstaje np. w wyniku nakªadania si¦ fal). Caªa grupa mo»e porusza¢ si¦ z inn¡
pr¦dko±ci¡ ni» poszczególne fale skªadowe. Pr¦dko±¢ grupowa:

vgr =
dω

dk
= vf + k

dvf
dk

(7.3.)

Pr¦dko±¢ grupowa mo»e by¢ wi¦ksza lub mniejsza od pr¦dko±ci fazowej. Czynnik dvf
dk

na-
zywamy relacj¡ dyspersji. S¡ takie o±rodki, w których pr¦dko±¢ (fazowa) fali zale»y od
dªugo±ci wektora falowego (czyli tak»e od dªugo±ci lub cz¦stotliwo±ci fali), wtedy powy»sza
pochodna jest ró»na od zera. O±rodki takie nazywamy dyspersyjnymi. Zjawisko dyspersji,
czyli zale»no±¢ pr¦dko±ci fali od dªugo±ci lub cz¦stotliwo±ci fali, ma szczególne znaczenie w
optyce (któr¡ si¦ teraz nie zajmujemy, bo dotyczy fal ±wietlnych, a wi¦c elektromagnetycz-
nych, czyli niemechanicznych), bowiem prowadzi do takich efektów jak rozszczepienie ±wiatªa
(np. w pryzmacie lub spektroskopach).

Równanie fali harmonicznej jest nast¦puj¡ce:

y(x,t) = A sin (kx− ωt)

y(x,t) = A sin (kx− ωt+ φ)

y(x,t) = A sin
[
2π
(x
λ
− v

T

)]
ψ(r⃗,t) = A exp(k⃗ ◦ r⃗ − ωt)

(7.4.)

gdzie A nazywamy amplitud¡ fali (maksymalnym wychyleniem drgaj¡cej cz¡stki o±rodka
z poªo»enia równowagi), caªy argument sinusa (kx− ωt) lub (kx− ωt+ φ) nazywamy faz¡
fali, a φ jest faz¡ pocz¡tkow¡ (przesuni¦ciem fazowym). Ostatni przykªad to równanie fali
3D. Fala harmoniczna mo»e by¢ zde�niowania poprzez funkcj¦ sinus, kosinus lub ich kombi-
nacj¦ liniow¡, podobnie jak w przypadku drga« harmonicznych. Fala o równaniach ze wzoru
(trzy pierwsze równania) odpowiada propagacji w prawo (dodatni¡ stron¦ osi x), bo skªad-
nik kx jest dodatni, oraz drganiom zaczynaj¡cym si¦ w dóª osi y (�−sinus"), bo wyst¦puje
wyra»enie −ωt. Mo»emy zapisa¢ te» równanie fali biegn¡cej w lewo opisanej �+sinusem":
y(x,t) = A sin(−kx + ωt) i biegn¡cej jeszcze inaczej z dowoln¡ inn¡ kombinacj¦ znaków w
fazie. Ró»nic¦ poªo»e« danego punktu fali w ró»nych chwilach czasowych, s = ∆x = xk − xp
nazywamy drog¡ falow¡.

Równanie falowe (nazywane równaniem d'Alemberta) jest matematycznym równaniem
jakie musi speªnia¢ ka»da fala. Jest to trudne równanie ró»niczkowe (o pochodnych cz¡stko-
wych - dla funkcji wielu zmiennych). Jego posta¢ w 1D to:

d2ψ

dt2
− v2

d2ψ

dx2
= 0

(
bardziej poprawnie:

∂2ψ

∂t2
− v2

∂2ψ

∂x2
= 0

)
(7.5.)
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Rozwi¡zaniem równania jest funkcja ψ(x,t) w przypadku 1D i Ψ(r⃗,t) w przypadku 3D. Mo»na
pokaza¢, »e funkcja falowa y(x,t) zde�niowana w (7.4.) speªnia powy»sze równanie (zrobimy
to w Przykªadach).

Przykªady

1. Równanie fali ma w jednostkach ukªadu SI posta¢ y(x,t) = 0,15 sin(3x− 0,5πt+0,1π).
Okre±l: amplitud¦, faz¦ pocz¡tkow¡, dªugo±¢, cz¦stotliwo±¢, okres, pr¦dko±¢ fali. Z ja-
k¡ maksymaln¡ pr¦dko±¢ osi¡ga drgaj¡ca (poprzecznie) cz¡steczka o±rodka pobudzana
przez propaguj¡c¡ fal¦?
Przez porównanie równania naszej fali z równaniem ogólnym (7.4.) natychmiast otrzy-
mujemy: A = 15 cm, k = 3 1/m, ω = 0,5π 1/s, φ = 0,1π rad. Zatem: λ = 2π

k
= 2,09 m,

f = ω
2π

= 0,25 Hz, T = 2π
ω

= π s, v = ω
k
= 0,52 m/s. Maksymaln¡ pr¦dko±¢ w kierunku

poprzecznym obliczymy tak jak pr¦dko±¢ w ruchu drgaj¡cym (cz¡steczka o±rodka drga
w kierunku osi y z amplitud¡ A i cz¦sto±ci¡ ω). Pami¦tamy, »e vmax = Aω = 0,24 m/s
(na podstawie (6.8.)).

2. Poka», »e równanie y(x,t) = A cos(ωt − kx) speªnia równanie falowe d'Alemberta. Co
mo»esz powiedzie¢ o fali o takim równaniu?
Zacznijmy od drugiego pytania. Zgadujemy, »e fala biegnie w lew¡ stron¦ osi x (bo k < 0
i jest �+kosinusoid¡". Ponadto wzgl¦dem ogólnego równania danego sinusem mamy
przesuni¦cie fazowe równe π/2 (�»eby z sinusa zrobi¢ kosinus, trzeba go przesun¡¢ o 90◦

w lewo"). Sprawd¹my teraz, »e równanie speªnia równanie falowe. Najpierw policzmy
odpowiednie drugie pochodne:
d
dt
y(x,t) = d

dt
(A cos(ωt− kx)) = −Aω sin(ωt− kx)

d2

dt2
y(x,t) = d

dt
(−Aω sin(ωt− kx) = −Aω2 cos(ωt− kx)

d
dx
y(x,t) = d

dx
(A cos(ωt− kx)) = Ak sin(ωt− kx)

d2

dx2y(x,t) =
d
dx
(Ak sin(ωt− kx) = −Ak2 cos(ωt− kx)

Je±li teraz wstawimy pochodne do równania (7.5.):
−Aω2 cos(ωt− kx) = v2 · (−Ak2 cos(ωt− kx)) ⇒ ω2 = v2 · k2 ⇒ v = ω

k
,

co jest prawd¡ na podstawie de�nicji (7.2.).

7.2. Fala w napi¦tej strunie

Wyobra¹my sobie, »e napinamy sznur zaczepiony drugim ko«cem do ±ciany (równie dobrze
mo»e to by¢ stalowa lina lub nylonowa struna). W pewnym momencie wzbudzamy fal¦
w takim sznurze, lekko wychylaj¡c nasz koniec w gór¦ i w dóª. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ b¦dzie
propagowa¢ si¦ fala biegn¡ca w takim sznurze? Na logik¦ mo»emy powiedzie¢, »e pr¦dko±¢
ta powinna zale»e¢ od masy (grubo±ci, g¦sto±ci) sznura i siªy, z jak¡ napinamy sznur. Oba
te strzaªy s¡ sªuszne. Rzeczywi±cie pr¦dko±¢ fali w napi¦tym sznurze lub strunie zale»y od
siªy naci¡gu F i g¦sto±ci masy µ sznura/struny. Poniewa» sznur jest w dobrym przybli»eniu
obiektem jednowymiarowym (wymiary poprzeczne s¡ pomijalne wobec du»ej dªugo±ci), to
mamy tu na my±li g¦sto±¢ liniow¡ masy (mas¦ liczon¡ na jednostk¦ dªugo±ci). Wzór jest
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nast¦puj¡cy:

pr¦dko±¢ fali w strunie: v =

√
F

µ
(7.6.)

Instrumentali±ci tacy jak gitarzy±ci, skrzypkowie itd. dobrze wiedz¡, »e aby wy»sze d¹wi¦ki
w muzyce generuj¡ struny cie«sze lub mocniej napi¦te. W obu tych przypadkach warto±¢
pr¦dko±ci fali w strunie zwi¦ksza si¦, zgodnie ze wzorem. Przy danej dªugo±ci fali (struna
ma okre±lon¡ dªugo±¢, generujemy fale o konkretnych dªugo±ciach fali) wi¦kszej pr¦dko±ci
odpowiada wi¦ksza cz¦stotliwo±¢ d¹wi¦ku, od której bezpo±rednio zale»y wysoko±¢ d¹wi¦ku.
O cechach i parametrach d¹wi¦ku powiemy w Podrozdziale 7.3..

7.3. Fala d¹wi¦kowa, pr¦dko±¢ d¹wi¦ku

D¹wi¦k jest fal¡ mechaniczn¡ rozchodz¡ca si¦ w powietrzu. Schematycznie zobrazowa-
li±my ju» mechanizm powstawania fali d¹wi¦kowej w powietrzu (jako propaguj¡ce si¦ za-
g¦szczenie i rozrzedzenie cz¡steczek powietrza). Podobny mechanizm mo»na zaobserwowa¢
w cieczach i ciaªach staªych. Je±li wzbudzamy fal¦ w metalowym pr¦cie, uderzaj¡c w jego
koniec mªotkiem, to wprawione w drgania atomy tworz¡ce metal przekazuj¡ sobie nawzajem
drgania i propaguje si¦ fala. przy tej okazji powiedzmy o dwóch podstawowych rodzajach fal
w pr¦cie. Mo»emy przecie» uderzy¢ mªotkiem w koniec pr¦ta w kierunku wzdªu» pr¦ta, lub
prostopadle do pr¦ta. W ten sposób wzbudzimy fal¦ podªu»n¡ lub poprzeczn¡. Interesuj¡cym
wydaje si¦ pytanie o pr¦dko±¢ ró»nych rodzajów fali d¹wi¦kowej (podªu»nej lub poprzecznej)
w ró»nych o±rodkach. Poni»ej zbieramy te informacje w postaci Tabeli 7.1..

W Rozdziale 6.1. poznali±my poj¦cie moduªu spr¦»ysto±ci podªu»nej (moduªu Younga). Z
innymi ni» podªu»ne odksztaªceniami wi¡»emy odpowiednie inne moduªy spr¦»ysto±ci. Przy
skr¦caniu objawia si¦ spr¦»ysto±¢ poprzeczna i zwi¡zany z ni¡ moduª sztywno±ci (zwany te»
moduªem spr¦»ysto±ci poprzecznej lub moduªem Kirchho�a). W gazach mamy do czynienia
ze ±ci±liwo±ci¡, której odpowiada moduª ±ci±liwo±ci (zwany te» wspóªczynnikiem spr¦»ysto±ci
obj¦to±ciowej). Wszystkie moduªy spr¦»ysto±ci informuj¡, jak ªatwo dane odksztaªcenie za-
chodzi w materiale. Im wi¦ksze ich warto±ci, tym mniej odksztaªcaj¡ si¦ ciaªa. Teraz wiemy
tak»e, »e wi¦kszym warto±ciom moduªów spr¦»ysto±ci odpowiada wi¦ksza pr¦dko±¢ d¹wi¦-
ku w materiaªach. Tak wi¦c w stali d¹wi¦k b¦dzie rozchodziª si¦ szybciej ni» w wodzie, bo
Estali

ρstali
≈ 11

Kwody

ρwody
, za± w obu przypadkach szybko±¢ d¹wi¦ku b¦dzie znacznie wi¦ksza ni» w

powietrzu, bowiem Kpowietrza

ρpowietrza
≈ 1

18

Kwody

ρwody
. Ró»nice b¦d¡ nast¦puj¡ce: vw stali ≈ 3,3 vwwodzie oraz

vw powietrzu ≈ 0,24 vwwodzie (Czytelnik mo»e sam znale¹¢ potrzebne dane i sprawdzi¢ nasze
oszacowanie).

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w powietrzu silnie zale»y od ci±nienia, a wi¦c i temperatury (zgodnie
ze wzorem w Tabeli 7.1.). W temperaturze pokojowej wynosi ona ok. 345 m/s, a w tempe-
raturze 0◦ ju» tylko 330 m/s. W temperaturach silnie ujemnych mo»e spa±¢ a» do ok. 300
m/s, za± w bardzo wysokich wzrosn¡¢ do ponad 350 m/s.

Przyjmuje si¦, »e zakres sªyszalny d¹wi¦ku dla ludzkiego ucha wynosi mniej wi¦cej 16(20)
Hz - 20 kHz, przy czym ucho jest najczulsze na d¹wi¦ki o cz¦stotliwo±ci 1000-3000 Hz. (Po-
dobnie ludzkie oko jest najbardziej wyczulone na barw¦ zielon¡, spo±ród caªego spektrum
dªugo±ci fali ±wietlnej). D¹wi¦ki o cz¦stotliwo±ciach < 16(20) Hz nazywamy infrad¹wi¦ka-
mi - wydaj¡ je najcz¦±ciej bardzo du»e i masywne obiekty, np. drgaj¡ce budynki, poruszaj¡ce
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Tabela 7.1.: Pr¦dko±¢ fali d¹wi¦kowej w wybranych o±rodkach.

O±rodek Rodzaj fali Pr¦dko±¢ fali Obja±nienia

pr¦t (metal) podªu»na v =

√
E

ρ
(1)

E - moduª spr¦»ysto±ci [Pa]
(moduª Younga)

ρ - g¦sto±¢ materiaªu
[
kg
m3

]
pr¦t (metal) poprzeczna v =

√
G

ρ
(2)

G - moduª sztywno±ci [Pa]
ρ - g¦sto±¢ materiaªu

[
kg
m3

]

gaz lub ciecz podªu»na v =

√
K

ρ
(3)

K - moduª ±ci±liwo±ci [Pa]
ρ - g¦sto±¢ materiaªu

[
kg
m3

]

podªu»na v =

√
κp

ρ
=

√
κRT

Mmol

(4)

κ - wykªadnik adiabaty
gaz p - ci±nienie gazu [Pa]

ρ - g¦sto±¢ materiaªu
[
kg
m3

]
(przybli»enie przybli»enie: K ≈ κ · p
adiabatyczne) T - temperatura [K]

Mmol - masa molowa gazu
[
kg
mol

]
R = 8,31 J

mol·K - staªa gazowa

v =

√
M

ρ
(5)

ogólny wzór na pr¦dko±¢ fali M - odpowiedni moduª
spr¦»ystej (wzór Newtona) spr¦»ysto±ci [Pa] (E,G,K)

ρ - g¦sto±¢ materiaªu
[
kg
m3

]
si¦ pªyty tektoniczne (takie fale mechaniczne nazywamy sejsmicznymi) itp. D¹wi¦ki o cz¦sto-
tliwo±ciach > 20 kHz to ultrad¹wi¦ki - s¡ one wydawane przez niektóre zwierz¦ta (owady,
nietoperze, ssaki morskie, np. wieloryby i del�ny). W zakresie powy»ej 20 kHz sªysz¡ np.
psy, co wykorzystuje si¦ np. przy produkcji gwizdków na psy.

Przykªady

1. Aluminiowy pr¦t przykªadamy jednym ko«cem do betonowej ±ciany. W drugi koniec
uderzamy mªoteczkiem wzbudzaj¡c fal¦ podªu»n¡. Jaka jest dªugo±¢ fali rejestrowanej
w ±cianie, je±li zmierzono, »e dªugo±¢ fali w pr¦cie wynosiªa 1 cm?
To zadanie oka»e si¦ bardzo proste, je±li u±wiadomimy sobie, jak (i które) parametry fali
d¹wi¦kowej zmieniaj¡ si¦ przy przej±ciu do innego o±rodka. Oczywi±cie musi zmienia¢
si¦ pr¦dko±¢ fali (aluminium i beton maj¡ inne moduªy spr¦»ysto±ci i g¦sto±ci). W
takim razie musi si¦ zmienia¢ dªugo±¢ lub cz¦stotliwo±¢. Wielko±ci¡, która si¦ nie mo»e
zmieni¢ przy przej±ciu do innego o±rodka, jest cz¦stotliwo±¢, bo jest ona cech¡ ¹ródªa
fali (uderzyli±my mªoteczkiem tak, »e powstaªa fala o okre±lonej cz¦stotliwo±ci, albo
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przyªo»yli±my do pr¦ta gªo±nik emituj¡cy d¹wi¦k o okre±lonej cz¦stotliwo±ci). Zmienia
si¦ wi¦c dªugo±¢ fali.
Znajdujemy parametry aluminium: EAl = 69 Pa, ρAl = 2720 kg/m3; oraz betonu:
Ebeton = 27 Pa, ρbeton = 1800 kg/m3. Z równo±ci cz¦stotliwo±ci wynika:

νAl = νbeton ⇒ vAl

λAl
=
vbeton

λbeton
⇒ λbeton = λAl · v

beton

vAl

Teraz podstawmy wzór na pr¦dko±¢ podªu»nej fali d¹wi¦kowej (1) w Tabeli 7.1.:

λbeton = λAl

√
Ebeton

EAl
· ρAl

ρbeton
= 0,77λAl = 7,7mm

Przy przej±ciu fali przez granic¦ dwóch o±rodków musi by¢ speªniony dodatkowo tzw.
warunek ci¡gªo±ci - tzn. fala nie mo»e dozna¢ �skoku�, musi by¢ ci¡gªa (np. wychylenie w
gór¦ nie mo»e skokowo zmieni¢ si¦ w �doªek�). Powiemy, »e warunek ci¡gªo±ci wymaga
zachowania tej samej fazy fali po obu stronach granicy o±rodków. inaczej b¦dzie w
przypadku odbicia fali od granicy o±rodków. Wówczas dochodzi do zmiany fazy na
przeciwn¡ (por. dalsza dyskusja nt. fali stoj¡cej).

2. Oblicz pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w chlorze (Cl2), argonie (Ar), powietrzu (p), metanie (CH4)
i helu (He), w temperaturze 0◦C.
Do obliczenia pr¦dko±ci d¹wi¦ku w gazie u»yjemy wzoru (4) z Tabeli 7.1.. Masy molowe
cz¡steczek gazów odczytamy z tablic chemicznych (albo ukªadu okresowego pierwiast-
ków): MCl2

mol = 71 g/mol, MAr
mol = 40 g/mol, Mp

mol = 28,8 g/mol, MCH4
mol = 16 g/mol,

MHe
mol = 4 g/mol. O wykªadniku adiabaty dowiemy si¦ wi¦cej w pó¹niejszym rozdziale

po±wi¦conym termodynamice. Hel oraz argon to gazy szlachetne, a wi¦c o cz¡steczkach
1-atomowych,zatem κHe = κAr = 5/3; powietrze to mieszanina gazów 2-atomowych,
wi¦c κp = 7/5; podobnie, cz¡steczka chloru jest 2-atomowa, wi¦c κCl2 = 7/5; natomiast
metan to gaz o cz¡steczce 5-atomowej (wieloatomowej), st¡d κCH4 = 4/3 (uªamki te
wydadz¡ si¦ nam bardzo proste do ustalenia w Podrozdziale 9.3.4.). Temperatura 0◦C
oznacza T = 273 K (o jednostce temperatury �kelwin� Czytelnik dowie si¦ wi¦cej w
Rozdziale 9.1.). Zatem:

vCl2 = 211,5
m
s
, vAr= 307,5

m
s
, vp= 332

m
s
, vCH4 = 434,8

m
s
, vHe= 972

m
s

Okazuje si¦, »e w gazach ci¦»szych od powietrza (chlor i argon) powietrze ma mniejsz¡
pr¦dko±¢, za± w gazach l»ejszych (metan i hel) - wi¦ksz¡. W helu, który jest bardzo
lekki, ta pr¦dko±¢ jest bardzo du»a. Z pewno±ci¡ Czytelnik kojarzy zabawny efekt
podwy»szenia gªosu rozmówcy po wpuszczeniu helu do gardªa (np. w �lmach kome-
diowych). Fala o okre±lonej dªugo±ci ma w o±rodku rzadszym (helu) wi¦ksz¡ pr¦dko±¢,
a wi¦c i wy»sz¡ cz¦stotliwo±¢. Jak wiemy z Rozdziaªu 7.3.2., od cz¦stotliwo±ci zale»y
wysoko±¢ d¹wi¦ku. St¡d efekt podwy»szonego gªosu. Zauwa»my, »e przy tym pr¦dko±¢
d¹wi¦ku stosunkowo sªabo zale»y od typu cz¡steczki (1-, 2- lub 3- wi¦cej atomowej).
W danej temperaturze pr¦dko±¢ zale»y gªównie od rodzaju gazu (masy molowej).
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7.3.1. Efekt Dopplera

Znamy na pewno z »ycia codziennego efekt podwy»szonego d¹wi¦ku od nadje»d»aj¡-
cej karetki oraz obni»onego od oddalaj¡cej si¦ karetki. Je»eli ¹ródªo d¹wi¦ku i obserwator
poruszaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie, to rejestrowany przez obserwatora d¹wi¦k ma wy»sz¡ (gdy
¹ródªo si¦ zbli»a) lub ni»sz¡ (gdy ¹ródªo si¦ oddala) cz¦stotliwo±¢. To zjawisko nazywamy
efektem Dopplera. Porusza¢ mo»e si¦ tylko ¹ródªo, lub tylko obserwator, albo oba obiekty
jednocze±nie. Rejestrowana przez obserwatora cz¦stotliwo±¢ ν ′ wynosi:

porusza si¦ tylko ¹ródªo: ν ′ = ν · vd¹
vd¹ ∓ v¹r

porusza si¦ tylko obserwator: ν ′ = ν · vd¹ ± vobs
vd¹

porusza si¦ i ¹ródªo i obserwator: ν ′ = ν · vd¹ ± vobs
vd¹ ∓ v¹r

(7.7.)

gdzie: ν to cz¦stotliwo±¢ d¹wi¦ku emitowanego przez ¹ródªo (cz¦stotliwo±¢ wªasna ¹ródªa, ta-
ka jaka jest rzeczywi±cie emitowana), vd¹ to pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w danym o±rodku (w powietrzu
jest to ok. 330-345 m/s), vobs jest pr¦dko±ci¡ obserwatora, za± v¹r to pr¦dko±¢ ¹ródªa (emite-
ra) d¹wi¦ku. Znaki ± pr¦dko±ci obserwatora, lub ∓ pr¦dko±ci ¹ródªa s¡ okre±lone wzgl¦dem
pr¦dko±ci d¹wi¦ku. Znaki górne (+ w liczniku i − w mianowniku) dotycz¡ sytuacji, gdy
pr¦dko±ci skierowane s¡ �ku sobie" (obserwator/¹ródªo �zbli»aj¡ si¦" do fali d¹wi¦kowej), a
znaki dolne (− w liczniku i + w mianowniku) dotycz¡ sytuacji odwrotnej - gdy pr¦dko±ci
skierowane s¡ �od siebie" (obserwator/¹ródªo �oddalaj¡ si¦" od fali d¹wi¦kowej). Warto tez
zapami¦ta¢: �obserwator jest w liczniku, ¹ródªo jest w mianowniku�. Wzór (7.7.) obowi¡zuje
w sytuacji, gdy d¹wi¦k, obserwator i ¹ródªo poruszaj¡ si¦ wzdªu» tej samej prostej.

Przykªady

1. Jak¡ dªugo±¢ fali d¹wi¦kowej zarejestruje nieruchomy obserwator w wie»y kontroli lo-
tów, je±li ¹ródªo d¹wi¦ku, którym jest samolot odrzutowy, (i) »bli»a si¦, (ii) oddala
si¦ do obserwatora z pr¦dko±ci¡ 720 km/h, emituj¡c d¹wi¦k o cz¦stotliwo±ci 100 Hz?
Przyjmij, »e pr¦dko±¢ d¹wi¦ku wynosi 340 m/s.
Wzór (7.7.) podaje przepis na zmian¦ cz¦stotliwo±ci fali w zale»no±ci od pr¦dko±ci
obserwatora i ¹ródªa wzgl¦dem fali d¹wi¦kowej. Zmian¦ dªugo±ci fali obliczymy jako
λ′ = vd¹

ν′
, bo d¹wi¦k porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku. W naszym przypadku porusza

si¦ tylko ¹ródªo (przypadek 1 we wzorze (7.7.)), zatem:

λ′ =
vd¹
ν ′

=
vd¹

ν · vd¹
vd¹∓v¹r

=
vd¹ ∓ v¹r

ν
=

{
(i) : 1,4m
(ii) : 5,4m

Wynik jest spodziewany. Podczas zbli»ania si¦ (i) cz¦stotliwo±¢ rejestrowana przez
obserwatora ro±nie, a wi¦c dªugo±¢ fali jest mniejsza. Odwrotnie w sytuacji (ii), gdy
¹ródªo oddala si¦.

2. Sygnaª d¹wi¦kowy karetki pogotowia emituje fal¦ o cz¦stotliwo±ci 1000 Hz. Kierowca
w innym samochodzie jedzie wzdªu» tej samej prostej i w tym samym kierunku, co
karetka, ale wolniej (�karetka go goni�). Rejestruje wówczas cz¦stotliwo±¢ 1015 Hz. Gdy
karetka go wyprzedza, obserwator w samochodzie zaczyna rejestrowa¢ cz¦stotliwo±¢ 900
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Hz. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ pr¦dko±ci¡ si¦ karetka i samochód obserwatora?
Korzystamy ze wzoru (7.7.) w wariancie z poruszaj¡cym si¦ ¹ródªem i obserwatorem
d¹wi¦ku jednocze±nie. Niech ν = 1000 Hz, ν ′1 = 1015 Hz, ν ′2 = 900 Hz. Przyjmiemy te»
vd¹ = 340 m/s. Mamy wi¦c:
ν ′1 = ν · vd¹ − vobs

vd¹ − v¹r

ν ′2 = ν · vd¹ − vobs
vd¹ + v¹r

⇒ ν ′1
ν ′2

=
vd¹ + v¹r
vd¹ − v¹r

⇒ v¹r = vd¹ ·
ν ′1 − ν ′2
ν ′1 + ν ′2

= 20,4
m

s

vobs = vd¹−
ν ′1
ν ′2

(vd¹−v¹r) = 15,6
m

s

Wyniki wydaj¡ si¦ rozs¡dne. Karetka jedzie z pr¦dko±ci¡ ok. 73 km/h, podczas gdy
samochód miaª pr¦dko±¢ ok. 56 km/h.

7.3.2. Parametry d¹wi¦ku

Oprócz takich wielko±ci �zycznych opisuj¡cych fal¦ d¹wi¦kow¡, jak cz¦stotliwo±¢, dªugo±¢,
pr¦dko±¢ fali, de�niujemy szereg innych parametrów d¹wi¦ku, które cz¦sto maj¡ charakter
bardziej subiektywny ni» czysto �zyczny. Przykªadowo jedne d¹wi¦ki nam si¦ �podobaj¡�
bardziej ni» inne, kto± woli gªos soprana, a inny woli basy. Jednych dra»ni¡ d¹wi¦ki gªo±ne,
inni wol¡ sªucha¢ muzyki wªa±nie gªo±nej itd. Zde�niowanie nowych parametrów d¹wi¦ku,
takich jak wysoko±¢, barwa, gªo±no±¢ wymaga¢ wi¦c b¦d¡ raczej sªów, ni» równa«.

Zanim bardziej szczegóªowo omówimy te parametry, powiedzmy najpierw, »e wi¦kszo±¢
¹ródeª d¹wi¦ków z muzyce (instrumentów) wytwarza tzw. fal¦ stoj¡c¡, która nie propaguje
si¦ nieustannie w o±rodku. O falach tego typu powiemy wi¦cej w Podrozdziale 7.5.2.. Tak¡
fal¦ wytwarza np. rozedrgana struna skrzypiec, czy sªup powietrza w piszczaªkach organów.
W ka»dym przypadku jest to najcz¦±ciej fala sinusoidalna (harmoniczna) i taka wydaje si¦
najªadniej brzmie¢ dla ludzkiego ucha. Fala stoj¡ca mo»e skªada¢ si¦ z wielu skªadowych fal
- tzw. wy»szych skªadowych harmonicznych, które charakteryzuj¡ si¦ wy»sz¡ cz¦stotli-
wo±ci¡. Wynika to z pewnych ogranicze« geometrycznych, jakie musi speªnia¢ fala stoj¡ca
(powiemy o tym w Podrozdziale 7.5.2.). Przykªadowo n-ta skªadowa harmoniczna ma n razy
wi¦ksz¡ cz¦stotliwo±¢ ni» najni»sza mo»liwa cz¦stotliwo±¢. W przypadku drgaj¡cej struny o
dªugo±ci l najwi¦ksza mo»liwa dªugo±¢ fali to λ = 2l, a wi¦c najmniejsza cz¦stotliwo±¢ to
f0 = v

2l
. T¦ najmniejsz¡ cz¦stotliwo±¢ nazywamy tonem podstawowym (czasem te» to-

nem czystym, skªadow¡ podstawow¡). Cz¦stotliwo±ci wy»szych skªadowych harmonicznych
wynosz¡ fn = nf0. Cz¦stotliwo±¢ tonu podstawowego decyduje o wysoko±ci d¹wi¦ku. Przy-
kªadowo d¹wi¦k a1 (czyt. �a razkre±lne�), do którego najcz¦±ciej wystrojone s¡ kamertony,
ma wysoko±¢ 440 Hz. Do takiej cz¦stotliwo±ci najcz¦±ciej �stroj¡ si¦� chóry lub orkiestry
symfoniczne przed koncertem (by¢ mo»e Czytelnik kojarzy pojedynczy d¹wi¦k podany przez
oboist¦ w sali �lharmonii - to wªa±nie d¹wi¦k a1). Je±liby si¦ okazaªo, »e który± z instrumen-
tów orkiestry nie wystroiª swojego instrumentu do d¹wi¦ku a1 o cz¦stotliwo±ci 440 Hz, a np.
do 445 Hz (lub analogicznie innych d¹wi¦ków), to sªuchacz odebraªby to jako �faªsz�. D¹wi¦k
440 Hz nazywa si¦ cz¦sto d¹wi¦kiem wzorcowym.

Od ilo±ci skªadowych harmonicznych i ich wzgl¦dnych amplitudach (wzgl¦dem tonu pod-
stawowego i siebie nawzajem) zale»y barwa d¹wi¦ku. Barwa jest raczej subiektywnym od-
czuciem ni» precyzyjnym �zycznym poj¦ciem, cho¢ oczywi±cie mogliby±my wprowadzi¢ pre-
cyzyjn¡ miar¦ ilo±ci skªadowych harmonicznych i ich amplitud. D¹wi¦ki wydawane przez
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skrzypce w r¦kach pocz¡tkuj¡cego skrzypka (zapewne jeszcze dziecka-ucznia szkoªy muzycz-
nej I stopnia) nie s¡ cz¦sto przyjemne dla ucha, cho¢ mog¡ by¢ niemal idealnie �czyste�.
Mamy takie odczucie, bo barwa takiego d¹wi¦ku jest brzydka. St¡d mo»na by wysnu¢ wnio-
sek, »e sam ton podstawowy niekoniecznie jest przez nas odbierany jako ªadny, bo nie ma
»adnej barwy. Uzyskanie pi¦knego brzmienia instrumentu (pi¦knej barwy) bywa sztuk¡ i wy-
maga du»o wysiªku nie zawsze tylko od skrzypka, ale i producenta instrumentu (skrzypce
Stradivariusa albo Amatich uchodz¡ za cenne wªa±nie przez to, »e daj¡ wyj¡tkow¡ barw¦
d¹wi¦ku).

Gªo±no±¢ d¹wi¦ku jest cech¡ wra»enia sªuchowego i wyra»a raczej subiektywne odczucie,
który d¹wi¦k jest lepiej sªyszalny (gªo±ny), a który sªabiej sªyszalny (cichszy). Cho¢ gªo±no±¢
b¦dzie zale»e¢ np. od nat¦»enia d¹wi¦ku, to nie jest tak precyzyjn¡ wielko±ci¡ �zyczn¡ jak
ta druga. Gªo±no±¢ mierzy si¦ w sonach. Podaje si¦ te» miar¦ logarytmiczn¡ poziomu gªo-
±no±ci w fonach (analogicznie do poziomu nat¦»enia w skali decybelowej). Nie b¦dziemy
bardziej szczegóªowo zajmowa¢ si¦ tymi wielko±ciami.

Przykªady

1. Jak¡ siª¡ musi by¢ napi¦ta struna D w gitarze klasycznej, aby uzyska¢ idealny strój?
Struna jest nylonowa i ma rozmiar 0,030. Rozmiar gitary to 4/4.
Zadanie to celowo jest zde�niowane tak ogólnie. Ma nas sprowokowa¢ do znalezienia
wszystkich potrzebnych danych w internecie. I tak: struna D w gitarze ma dawa¢ d¹wi¦k
o cz¦stotliwo±ci mniej wi¦cej f0 = 147 Hz; rozmiar struny 0,030 oznacza, »e ±rednica
jej przekroju to d = 0,030 cala = 0,762 mm; rozmiar gitary 4/4 oznacza, »e jej dªugo±¢
caªkowita to 99 cm, a dªugo±¢ czynna strun (od gryfu do mostka) wynosi l = 65 cm.
Jak pami¦tamy, maksymalna dªugo±¢ fali stoj¡cej w strunie wynosie λmax = 2l. Ton
podstawowy dla d¹wi¦ku D wynosi wi¦c f0 = v

λmax
= v

2l
. Pozostaje kwestia nylonu. W

internecie znajdujemy g¦sto±¢ (obj¦to±ciow¡) nylonu, równ¡ ρ = 1140 kg/m3. Znaj¡c
g¦sto±¢ ρ i pole przekroju poprzecznego struny, mo»emy obliczy¢ jej g¦sto±¢ liniow¡
masy: µ = ρ · S = ρ · πd2

4
= 5,2 · 10−4 kg/m. Na koniec musimy uwzgl¦dni¢ zwi¡zek

pr¦dko±ci fali (poprzecznej) w strunie z siª¡ naci¡gu. Podaje go wzór (7.6.). Ostatecznie
wi¦c mamy:

f0 =
v

2l
=

√
F
µ

2l
⇒ F = 4l2f 2

0 · µ = 19 N

To jest mo»e do±¢ zaskakuj¡co maªa siªa (mniej wi¦cej ci¦»ar masy 2 kg). Rzeczywi-
±cie struny w gitarze klasycznej maj¡ stosunkowo sªabe naci¡gi, w porównaniu np. do
gitary akustycznej. Tam zakªada si¦ struny metalowe, bo konstrukcja gryfu gitary jest
mocniejsza. Gdyby do naszej gitary z zadania zaªo»y¢ struny stalowe (ρstal = 7860
kg/m3), to siªa naci¡gu byªaby:

Fstal = 4l2f 2
0 · ρstal ·

πd2

4
= πd2l2f 2

0 · ρstal = 130 N

- zdecydowanie wi¦ksza. Wydawa¢ by si¦ mogªo, »e aby uzyska¢ po»¡dane d¹wi¦ki
e1HGDAE w gitarze, mo»na by u»y¢ 6 identycznych strun, ale naci¡gni¦tych innymi
siªami. Rzeczywi±cie, w teorii tak. Jednak z praktycznego punktu widzenia, konstrukcja
gitary wymaga, aby naci¡gi wszystkich strun byªy mniej wi¦cej takie same. Dlatego,
zamiast, u»ywamy strun o ró»nych grubo±ciach (czyli g¦sto±ciach liniowych).
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7.4. Energia, moc i nat¦»enie fali

7.4.1. Moc fali biegn¡cej w strunie

Z Rozdziaªu 4. pami¦tamy, »e moc zde�niowana jako stosunek pracy i czasu, mo»e by¢
interpretowana jako szybko±¢ zmiany (przekazu) energii. Moc przenoszona przez ka»d¡ fal¦
biegn¡c¡ jest oscyluj¡c¡ funkcj¡ czasu (tak jak wychylenie cz¡steczek drgaj¡cego o±rodka
harmonicznie oscyluje w przestrzeni). Mo»na pokaza¢, »e sinusoidalna fala biegn¡ca w strunie
napi¦tej siª¡ F przenosi energi¦ z szybko±ci¡

P = A2kωF cos2(kx− ωt) (7.8.)

gdzie A to amplituda fali, k - liczba falowa, ω - cz¦sto±¢. Bardzo cz¦sto interesuje nas ±rednia
moc fali mechanicznej (moc przenoszona ±rednio w czasie 1 okresu). Jest to wielko±¢ równa:

P =
1

2
A2kωF = 2π2A2ν2

F

v
= 2π2A2ν2µv (7.9.)

Wykorzystali±my tutaj to»samo±ci: kω = 2π
λ
· 2πν = 4π2 ν

λ
= 4π2 ν2

v
, a w ostatnim przej±ciu

wzór (7.6.) na pr¦dko±¢ fali w drgaj¡cej strunie; µ - g¦sto±¢ liniowa struny. Wzór (7.9.) mo»na
te» zapisa¢ w postaci:

P =
1

2
µA2ω2v (7.10.)

7.4.2. Energia i moc ±rednia fali w dowolnym o±rodku spr¦»ystym

Mo»na pokaza¢, »e w o±rodku spr¦»ystym ±rednia moc przekazywana przez powierzchni¦
S o±rodka przez fal¦ biegn¡c¡ wynosi:

P =
1

2
ρA2ω2vS = 2π2ρA2ν2vS (7.11.)

gdzie ρ to g¦sto±¢ o±rodka. Wyra»enie to mo»na zapisa¢ przy u»yciu poj¦cia ±redniej g¦sto±ci
energii (wielko±¢ ±rednia energii przenoszonej przez fal¦ liczona na jednostk¦ obj¦to±ci: ρE =
E
V
) w postaci:

P = ρE · v · S ρE =
1

2
ρA2ω2 (7.12.)

�rednia energia przenoszona przez fal¦ jest ±redni¡ energi¡ ¹ródªa fali (oscylatora harmonicz-
nego). Jak wiemy energia caªkowita oscylatora wynosi E = 1

2
mω2A2. Poniewa» energia ta

jest staªa, to jej ±rednia (po czasie) te» wynosi E = 1
2
mω2A2. Zatem ±rednia g¦sto±¢ energii

rzeczywi±cie wynosi:

ρE =
E

V
=

1
2
mω2A2

V
=
∣∣∣m
V

= ρ
∣∣∣ = 1

2
ρA2ω2 (7.13.)

Zwró¢my uwag¦, »e w ka»dym wypadku ±rednia moc przenoszona przez fal¦ biegn¡c¡
jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy fali i kwadratu cz¦sto±ci (cz¦stotliwo±ci). To
jest wªasno±¢ wszystkich fal (nie tylko mechanicznych, ale te» elektromagnetycznych, np.
promieniowania rentgenowskiego). Zapami¦tajmy:

Dla ka»dej fali, zawsze: P ∼ A2 oraz P ∼ ν2 (7.14.)
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7.4.3. Nat¦»enie fali

Nat¦»eniem fali I nazywamy stosunek ±redniej mocy P przenoszonej przez fal¦ i pola
powierzchni S do której dociera czoªo fali. Zgodnie z de�nicjami ±redniej mocy z poprzedniego
podrozdziaªu, mo»emy zde�niowa¢ nat¦»enie fali jako:

I =
P

S
= ρE · v =

1

2
ρA2ω2v = 2π2ρA2ν2v (7.15.)

Nat¦»enie fali wyrazimy wi¦c w jednostkach W/m2. Kolejna bardzo wa»na cecha wszystkich
fal dotyczy nat¦»enia:

Dla ka»dej fali, zawsze: I ∼ A2 oraz I ∼ ν2 (7.16.)

podobnie jak w przypadku ±redniej mocy. Nat¦»enie fali w najwi¦kszym stopniu zale»y od
amplitudy i cz¦stotliwo±ci (te dwa parametry zale»¡ wyª¡cznie od ¹ródªa - emitera fali).

Je»eli mamy do czynienia z punktowym ¹ródªem fali (z dobrym przybli»eniem jest to
np. d¹wi¦k emitowany przez metalowy dzwonek, albo nawet muzyka emitowana z gªo±nika),
to powierzchni¡ t¡ jest powierzchnia sfery. O takiej fali mówimy, »e jest anizotropowa -
propaguje si¦ jednocze±nie we wszystkich kierunkach i w ka»dym tak samo. Nazywamy j¡
fal¡ kulist¡. Nat¦»enie fali kulistej jest równe:

Fala kulista (w przestrzeni): I =
P

4πr2
I ∼ 1

r2
(7.17.)

gdzie r jest odlegªo±ci¡ od ¹ródªa, a 4πr2 jest polem powierzchni sferycznej powierzchni, do
której dociera fala o tej samej fazie. Nat¦»enie fali maleje z kwadratem odlegªo±ci od ¹ródªa
fali. Tak wi¦c gdy oddalamy si¦ od gªo±nika emituj¡cego fal¦ d¹wi¦kow¡ na 2-krotnie wi¦ksz¡
odlegªo±¢, rejestrujemy 4-krotnie mniejsze nat¦»enie d¹wi¦ku (przy tej samej mocy ¹ródªa).

Oczywi±cie w przypadku fal rozchodz¡cych si¦ izotropowo na pªaszczy¹nie (np. fala na
wodzie powstaªa wskutek wrzucenia pionowo z góry kamienia), czoªo fali tworzy okr¦gi o pro-
mieniu r. Fal¦ tak¡ nazwiemy fal¡ kolist¡. Nat¦»enie takiej fali zale»y tylko od odwrotno±ci
odlegªo±ci (ma wtedy jednostk¦ W/m):

Fala kolista (na pªaszczy¹nie): I =
P

2πr
I ∼ 1

r
(7.18.)

7.4.4. Poziom nat¦»enia d¹wi¦ku

Dobrze znamy decybelow¡ skal¦ poziomu nat¦»enia d¹wi¦ku. Z »ycia wiemy, »e 20 dB
(szept) jest dla nas ledwo sªyszalne, 40 dB (rozmowa, gwar w pokoju) jest dla nas w miar¦
komfortowy, 60-80 dB (odkurzacz lub gªo±na muzyka) przeszkadza i mo»e troch¦ dra»ni¢, 100
dB (haªas samochodów) to ju» naprawd¦ du»y poziom nat¦»enia d¹wi¦ku, a przy 120-140 dB
bol¡ uszy (jest to tzw. próg bólu). Skala w decybelach okazuje si¦ bardzo pomocna w de�-
niowaniu poziomu nat¦»enia d¹wi¦ku. Okazuje si¦, »e ró»ne d¹wi¦ki (cho¢by te wymienione)
maj¡ bardzo ró»ne nat¦»enia (warto±ci rozci¡gaj¡ si¦ na kilkana±cie rz¦dów wielko±ci). Samo
nat¦»enie d¹wi¦ku I byªoby wi¦c maªo wygodne w »yciu codziennym, a nawet w technice.
Dlatego wprowadza si¦ poj¦cie poziomu nat¦»enia d¹wi¦ku, który jest logarytmiczn¡
miar¡ nat¦»enia d¹wi¦ku w skali decybelowej:

L [dB] = 10 log10

(
I

I0

)
[dB] = 10 log10

(
A2

A2
0

)
[dB] (7.19.)
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gdzie I0 = 10−12 W/m2 jest pewnym (umownym) nat¦»eniem d¹wi¦ku odniesienia, nazywa-
nym te» czasem progiem sªyszalno±ci; A0 to odpowiadaj¡ca mu amplituda.

Przykªady

1. Gªo±nik zestawu kina domowego ma moc 50 W. Jaki poziom nat¦»enia d¹wi¦ku zare-
jestrujesz siedz¡c na kanapie w odlegªo±ci 3 m od gªo±nika, je±li w danym momencie
pracuje on z maksymaln¡ moc¡? Do jakiego poziomu nale»aªoby ±ciszy¢ gªo±nik (do
jakiej warto±ci obni»y¢ jego moc), aby móc ogl¡da¢ �lm komfortowo, przy poziomie
nat¦»enia d¹wi¦ku 70 dB?
Wykorzystamy najpierw wzór na nat¦»enie d¹wi¦ku fali kulistej (zakªadamy, »e gªo±nik
emituje d¹wi¦ki w miar¦ izotropowo) w funkcji odlegªo±ci (7.17.), a nast¦pnie de�nicj¦
poziomu nat¦»enia d¹wi¦ku (7.19.).

I =
P

4πr2
= 0,44

W

m2
⇒ L = 10 log10

(
I

I0

)
= 116 dB

To zdecydowanie za du»y poziom nat¦»enia d¹wi¦ku, aby móc ogl¡da¢ �lm bez uczucia
bólu uszu. Aby osi¡gn¡¢ bezpieczny poziom L′ = 70 dB, nale»y z gªo±nika generowa¢
moc:

L′ = 10 log10

(
I ′

I0

)
⇒ I ′ = I0 · 10

L′
10 = 10−5 W

m2
⇒ P ′ = I ′ · 4πr2 ≈ 1mW

Do komfortowego ogl¡dania �lmu wystarczy �skr¦cenie� regulatora gªo±no±ci tak, by
moc generowana przez gªo±nik byªa rz¦du miliwatów.

2. Fala biegn¡ca w strunie ma równanie (w ukªadzie SI): y(x,t) = 0,003 sin(kx− 2700 t).
Jaka jest g¦sto±¢ energii tej fali i ±rednia moc przekazywana przez strun¦? Struna jest
wykonana ze stali (G = 80 GPa, ρ = 7860 Hz) i ma przekrój koªowy o ±rednicy 2 mm.
Fala opisana powy»szym równaniem jest fal¡ poprzeczn¡, zatem na podstawie wzoru
(2) z Tabeli 7.1. obliczamy pr¦dko±¢ fali: v = 3190 m/s. Z równania fali odczytujemy
amplitud¦: A = 0,003 m = 3 mm, oraz cz¦sto±¢: ω = 2700 rad/s. �rednica struny to
d = 2 mm. Korzystamy teraz ze wzoru 7.12. na ±redni¡ energi¦ i ±redni¡ moc:

ρE =
1

2
ρA2ω2 ≈ 260

kJ

m3
, P = ρEvS = ρE ·

√
G

ρ
· πd

2

4
= 2,6 kW

7.5. Interferencja fal

Wszystkie fale nakªadaj¡ si¦ na siebie. Mówimy wówczas o superpozycji fal, w wyniku
której mo»e dochodzi¢ do zmian ksztaªtu, amplitudy i cz¦sto±ci fali wypadkowej. Podobnie
jak miaªo to miejsce w przypadku skªadania drga« (Rozdziaª 6.2.2.), posta¢ fali wypadkowej
b¦dzie zale»aª od amplitud i faz (cz¦sto±ci, dróg falowych i faz pocz¡tkowych) fal skªadowych.
Tylko w szczególnym przypadku nazwiemy superpozycj¦ fali interferencj¡:

Interferencj¡ nazywamy superpozycj¦ fal spójnych. Fale nazywamy spójnymi, gdy ich
dªugo±ci fali s¡ równe, a ró»nica faz nie zale»y od czasu.
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Tylko fale spójne (takie, których ró»nica faz ∆φ = φ2 − φ1 jest staªa w czasie, a dªugo±ci
fali s¡ równe) ulegaj¡ interferencji. Mówimy dodatkowo o interferencji konstruktywnej -
takiej, w której amplituda wypadkowa ulega wzmocnieniu (jest sum¡ amplitud fal skªado-
wych), oraz destruktywnej - w przypadku której fala ulega osªabieniu (amplitudy odejmuj¡
si¦). Interferencja destruktywna mo»e doprowadzi¢ do wygaszenia fal (interferencja caªkowi-
cie destruktywna). Dzieje si¦ tak, gdy nakªadaj¡ si¦ dwie fale o tych samych amplitudach,
ale przesuni¦te w fazie o π (mówimy: drgaj¡ w przeciwfazie). Przesuni¦cie fazowe π ozna-
cza przesuni¦cie dªugo±ci fali o poªówk¦ dªugo±ci fali. W uproszczeniu mo»na powiedzie¢, »e
interferencja jest konstruktywna, gdy fale spotkaj¡ si¦ �górkami� lub �dolinami�, a destruk-
tywna, gdy �górka� spotyka si¦ z �dolin¡�.

Warunek Younga interferencji konstruktywnej jest taki, »e ró»nica dróg falowych obu
fal musi by¢ caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ dªugo±ci fali (równowa»nie mówimy te»: parzyst¡
wielokrotno±ci¡ poªówek dªugo±ci fali). Je±li ró»nica dróg falowych jest nieparzyst¡ wielo-
krotno±ci¡ poªówek dªugo±ci fali, to jest to warunek destruktywnej interferencji. Warunki
Younga interferencji mo»emy uj¡¢ wzorami:

Interferencja konstruktywna: ∆s = nλ = 2m
λ

2

Interferencja destruktywna: ∆s = (2m+ 1)
λ

2

(m,n ∈ Z) (7.20.)

7.5.1. Fala pªaska, dyfrakcja, zasada Huyghensa

Fal¡ pªask¡ nazywamy fal¦ (na pªaszczy¹nie lub w przestrzeni), która propaguje si¦ tylko
w jednym kierunku. Je±li spojrzymy na tak¡ fal¦ �z boku� (jakby w przekroju poprzecznym),
to zobaczymy proste linie, ª¡cz¡ce �górki� lub �doliny� s¡siednich fal. Mówimy, »e czoªo fali
pªaskiej stanowi¡ równoodlegªe linie proste (na schematach cz¦sto zaznaczamy czoªa fali od-
powiadaj¡ce minimom i maksimom).

W poprzednich podrozdziaªach mówili±my, »e fala d¹wi¦kowa rozchodzi si¦ raczej izo-
tropowo (jednakowo) we wszystkich kierunkach. Nie jest wi¦c fal¡ pªask¡, a kulist¡. Jest to
prawd¡ w przypadku ¹ródªa punktowego (lub prawie punktowego, np. gªo±nik mo»na trak-
towa¢ w sposób przybli»ony jako ¹ródªo punktowe). Je»eli ¹ródªo d¹wi¦ku jest bardzo du»e,
to w niewielkiej odlegªo±ci od niego fala d¹wi¦kowa mo»e by¢ traktowana w przybli»eniu jak
pªaska. Raczej ci¦»ko sobie wyobrazi¢ ¹ródªo d¹wi¦ku, generuj¡ce fal¦ pªask¡. Zdecydowanie
ªatwiej wyobrazi¢ sobie fale pªaskie na wodzie. �wietnym przykªadem s¡ morskie fale (cho¢
tak naprawd¦ ich ksztaªt jest bardziej skomplikowany). Podobnie, gdy wytrzepujemy koc po
sko«czonym pikniku na ª¡ce, najpewniej poruszamy nim tak, »e generujemy fal¦ pªask¡.

Je»eli fala pªaska pada na przeszkod¦, np. w postaci niewielkiego obiektu, lub kraw¦dzi
obiektu du»ego, albo na szczelin¦, to ulega ugi¦ciu, zwanego tak»e dyfrakcj¡. Co to znaczy,
»e przeszkoda jest niewielka? Chodzi o taki rozmiar przeszkody, który jest porównywalny z
dªugo±ci¡ fali padaj¡cej. �atwo sobie wyobrazi¢, »e fala morska o dªugo±ci rz¦du kilku me-
trów, zapewne nie �poczuje� przeszkody w postaci pojedynczego pala wbitego w dno morza.
Przejdzie przez tak¡ przeszkod¦ bez zmian, nie ugnie si¦. (Dopiero szereg wielu pali - two-
rz¡cych falochron - rozbija fal¦.) Warunkiem dyfrakcji jest wi¦c to, aby rozmiar przeszkody
byª porównywalny z dªugo±ci¡ fali. Jak dalej zachowuje si¦ ugi¦ta fala? O tym mówi zasada
Huygensa:

Ka»dy punkt o±rodka, do którego dotarªo czoªo fali, mo»na traktowa¢ jako ¹ródªo nowej fali
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kulistej (w 3D) lub kolistej (w 2D)

Tak wi¦c, gdy fala pªaska pada na przeszkod¦ w postaci szczeliny, za szczelin¡ rozchodzi
si¦ nowa fala kulista (lub kolista). Ta nowa fala musi mie¢ t¦ sam¡ cz¦stotliwo±¢ i kierunek
rozchodzenia si¦, co fala padaj¡ca (w szczególno±ci, nie mo»e rozchodzi¢ si¦ �do tyªu�). Zasada
Huyghensa dotyczy nie tylko sytuacji powstawania fali na przeszkodzie wskutek dyfrakcji.
Ka»d¡ fal¦ biegn¡c¡ mo»na interpretowa¢ w oparciu o zasad¦ Huygensa - fala pªaska jest
wówczas traktowana jako zªo»enie kulistych fal cz¡stkowych, które ze sob¡ interferuj¡, a
wypadkow¡ powierzchni¦ falow¡ tworzy styczna do wszystkich powierzchni fal cz¡stkowych.

7.5.2. Fala stoj¡ca

W gitarze lub skrzypcach, o których wspominali±my powy»ej, struna jest zamocowana
w dwóch ko«cach. Je±li wzbudzimy fal¦ w takiej strunie, to powstanie tzw. fala stoj¡ca.
Fala taka nie propaguje si¦ w o±rodku (a wi¦c i nie przenosi energii). W pewnych miejsca w
przestrzeni powstaj¡ w¦zªy fali, czyli miejsca, w których amplituda wychylenia jest zawsze
równa 0. Naturalnym w¦zªem fali w drgaj¡cej strunie lub linie zaczepionej w obu ko«cach
jest ka»dy z tych ko«ców. Fala stoj¡ca mo»e nie mie¢ wi¦cej w¦zªów (powstaje wówczas fala o
najwi¦kszej mo»liwej dªugo±ci fali, równej λ = 2l, gdzie l to dªugo±¢ struny lub liny). Oprócz
w¦zªów powstaj¡ te» strzaªki, czyli miejsca o maksymalnej amplitudzie. Przykªadowo w
rozedrganym pr¦cie zamocowanym w ±rodku strzaªki wyst¦puj¡ na ko«cach pr¦ta, podobnie
byªoby w obustronnie otwartej piszczaªce. Znowu, mog¡ to by¢ jedyne strzaªki fali, a wtedy
mamy do czynienia z fal¡ o najwi¦kszej mo»liwej dªugo±ci. Oczywi±cie fala stoj¡ca mo»e
skªada¢ si¦ z wielu w¦zªów i strzaªek, przy czym wyst¦puj¡ one zawsze naprzemiennie.

Z punktu widzenia �zyki powstawania fali stoj¡cej, mówimy, »e fala taka jest naprawd¦
superpozycj¡ (zªo»eniem) dwóch identycznych fal, biegn¡cych w przeciwnych kierunkach i
przesuni¦tych w fazie o π. Wyobra¹my sobie fal¦ biegn¡c¡ w rurce, zako«czonej z jednej strony
zamkni¦t¡ ±ciank¡. Przy odbiciu od ±cianki fala musi zmieni¢ faz¦ na przeciwn¡ (wynika to
z warunku ci¡gªo±ci, o którym mówili±my w jednym z Przykªadów). Z tego natychmiast
wynika, »e na ±ciance musi tworzy¢ si¦ w¦zeª (fala �zanika� na ±ciance i �rodzi si¦� na nowo,
biegn¡c z przeciwn¡ stron¦ i ze zmienion¡ o π faz¡ drga«). Wyprowad¹my równanie fali
stoj¡cej:

y1(x,t) = A sin(ωt+ kx) (fala w prawo)
y2(x,t) = A sin(ωt− kx+ π) (fala w lewo)

⇒ ywyp = y1 + y2 = 2A cos(kx) sin(ωt)

(7.21.)
Równanie fali stoj¡cej mo»na zapisa¢ jeszcze krócej: ywyp(x,t) = A′ sin(ωt), gdzie A′ =
2A cos kx, co mo»na rozumie¢ tak, »e fala stoj¡ca jest jakby pojedynczym drganiem o zmie-
niaj¡cej si¦ w przestrzeni amplitudzie. Mo»na te» oprze¢ interpretacj¦ na równowa»nym
wzorze: ywyp = A′′ cos(kx), gdzie A′′ = 2A sin(ωt) - fala stoj¡ca to kosinusoidalny ksztaªt,
którego amplituda drga w czasie harmonicznie. Na Rysunku 7.1. pokazano przykªadowe
wy»sze harmoniczne fali stoj¡cej w strunie i piszczaªkach.

7.5.3. Rezonans akustyczny

Je»eli cz¦stotliwo±ci dwóch fal, które si¦ spotkaj¡, s¡ dopasowane, dochodzi do wzmocnie-
nia ich wypadkowego drgania. Taki efekt nazwiemy rezonansem akustycznym. Dochodzi
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drgaj¡ca struna:

λn=
2l
n

fn=nf0

piszczaªka jednostronnie

otwarta:

λn=
4l

2n+1 , fn=(2n+ 1)f0

piszczaªka obustronnie

otwarta:

λn=
2l
n , fn=nf0

Rysunek 7.1.: Schemat powstawania kolejnych fal stoj¡cych w drgaj¡cej strunie oraz pisz-
czaªkach: jedno- i obustronnie otwartych.

wówczas do maksymalnego przekazu energii w ukªadzie (nat¦»enie generowanego d¹wi¦ku
jest najwi¦ksze). Warunkiem zaj±cia rezonansowego wzmocnienia fali jest wi¦c równo±¢ cz¦-
stotliwo±ci dwóch fal.

Je»eli mamy do czynienia z fal¡ w strunie lub w sªupie powietrza w piszczaªce, to mu-
sz¡ powstawa¢ fale stoj¡ce. Rezonans realizuje si¦ wówczas poprzez powstawanie wy»szych
harmonicznych - tylko takich, których cz¦sto±ci fali s¡ caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ cz¦stotli-
wo±ci podstawowej: fn = nf0 (lub analogicznie: dªugo±ci fali s¡ kolejnymi uªamkami dªugo±ci
fali tonu podstawowego: λn = 1

n
λ0 = λ0,

1
2
λ0,

1
3
λ0,

1
4
λ0,...). Tu» po wzbudzeniu struny do

drga« (np. poprzez szarpni¦cie lub uderzenie) generuj¡ si¦ fale o wszystkich mo»liwych cz¦-
stotliwo±ciach, jednak bardzo szybko dochodzi do �dostrojenia rezonansowego� struny i obok
tonu podstawowego pozostaj¡ tylko skªadowe harmoniczne. O amplitudach (udziale harmo-
nicznych w caªym tonie) decyduj¡ cz¦sto czynniki zewn¦trzne, takie jak np. ksztaªt pudªa
rezonansowego instrumentu.

Przykªady

1. Dwuwymiarowa pªaska fala o dªugo±ci λ pada na przeszkod¦ w postaci pojedynczej
szczeliny o szeroko±ci d. Znajd¹ warunek interferencji destruktywnej w zale»no±ci od
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k¡ta obserwacji fali za szczelin¡ (czyli wzór na k¡towe poªo»enie minimów dyfrakcyj-
nych).
Przeanalizujmy przez chwil¦ proces dyfrakcji i interferencji fali pªaskiej na szczelinie.
Z zasady Huygensa wynika, »e z punktów skrajnych szczeliny b¦dzie propagowa¢ si¦
fala kolista. Z obszaru pomi¦dzy wyjdzie dalej fala pªaska. Za szczelin¡ dojdzie wi¦c
do interferencji fal dyfrakcyjnych. Warunek na minimum dyfrakcyjne mówi, »e ró»nica
dróg falowych interferuj¡cych fal musi by¢ równa nieparzystej wielokrotno±ci poªówek
dªugo±ci fali - wzór (7.20.). Pozostaje wi¦c obliczenie ró»nicy dróg falowych. Przepro-
wad¹my rozwa»ania geometryczne (Rysunek ??). Zastosujemy te» pewne przybli»enie:
prowadzimy obserwacje z du»ej odlegªo±ci od szczeliny, co oznacza, »e promienie fali
biegn¡ niemal równolegle do siebie. Zatem k¡ty mierzone do promienia s1 od jednego
ko«ca szczeliny oraz do promienia s2 biegn¡cego od ±rodka szczeliny s¡ w przybli»eniu
równe i wynosz¡ θ). Ten sam k¡t odnajdujemy w trójk¡cie OAC na rysunku. Oblicze-
nia wykonujemy dla pierwszego minimum dyfrakcyjnego (m = 0 we wzorze (7.20.)).
W takim razie:

∆s = s2 − s1 =
λ

2

sin θ =
∆s

|OA|
=

∆s
d
2

⇒ d

2
sin θ =

λ

2
⇒ d sin θ = λ

Otrzymali±my wzór na warunek interferencji destruktywnej fali na pojedynczej szczeli-
nie. Jest to jednocze±nie wzór na poªo»enie minimów dyfrakcyjnych. Zauwa»my, »e gdy
szeroko±¢ szczeliny jest du»o wi¦ksza od dªugo±ci fali padaj¡cej, d ≫ λ, to wielko±¢
sin θ → 0, a wi¦c zjawisko dyfrakcji nie zachodzi. Z drugiej strony, gdy d ≪ λ, to
fala nie ma szansy przej±¢ przez szczelin¦ (odbije si¦ od niej) i dyfrakcji te» nie ma.
Potwierdza si¦ w ten sposób warunek dyfrakcji: rozmiar przeszkody musi by¢ rz¦du
dªugo±ci fali.
Aby wyznaczy¢ poªo»enia kolejnych minimów (tzw. minimów dyfrakcyjnych wy»szych
rz¦dów), musimy zapisa¢:

d sin θ = nλ, n− rz¡d widma

2. Ile razy nale»y zwi¦kszy¢ naci¡g struny, aby dostroi¢ d¹wi¦k do tonu czystego kamer-
tonu o cz¦stotliwo±ci 440 Hz, je±li struna daje cz¦stotliwo±¢ jedynie 430 Hz?
Chcemy, aby struna po dostrojeniu byªa w rezonansie z kamertonem, a wi¦c miaªa cz¦-
stotliwo±¢ f2 = fk = 440 Hz, zamiast pierwotnej f1 = 430 Hz. Pr¦dko±¢ fali d¹wi¦ku w
strunie zale»y od siªy naci¡gu, natomiast dªugo±ci fali pozostaj¡ takie same, tak wi¦c
mamy:

v1 =

√
F1

µ
= f1λ

v2 =

√
F2

µ
= f2λ

⇒ F2

F1

=
f 2
2

f 2
1

≈ 1,05

Je±li siªa ta jest niewielka (np. ∼20 N, jak w przypadku strun w gitarze klasycznej - por.
Przykªad 1 w Podrozdziale 7.3.2.), to naci¡g nale»aªoby zwi¦kszy¢ jedynie o ∼1 N. Tak
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precyzyjna regulacja naci¡gu struny mo»e si¦ okaza¢ trudna. Z tego wzgl¦du muzycy
cz¦sto korzystaj¡ z precyzyjnych stroików do strojenia instrumentów.

3. Pr¦t miedziany o dªugo±ci l = 50 cm jest zamocowany w ±rodku. Moduª Younga dla
miedzi E = 128 GPa, a g¦sto±¢ ρ = 8920 kg/m3. Znale¹¢ liczb¦ podªu»nych drga«
wªasnych pr¦ta w przedziale cz¦stotliwo±ci od 20 do 50 kHz. Ile wynosz¡ odpowiadaj¡ce
im cz¦stotliwo±ci?
Wiemy, »e w drgaj¡cym pr¦cie, zamocowanym jest w ±rodku, wytworzy si¦ fala stoj¡ca.
W ±rodku pr¦ta b¦dzie na pewno w¦zeª, za± na ko«cach pr¦ta - strzaªki. W takim razie
na dªugo±¢ pr¦ta b¦dzie przypada¢ nieparzysta wielokrotno±¢ poªówek dªugo±ci fali
(patrz Rysunek 7.1.). Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w pr¦cie obliczymy za pomoc¡ wzoru (1) z

Tabeli 7.1., v =
√

E
ρ
= 3788 m/s. Dozwolone cz¦stotliwo±ci rezonansowe:

l = (2n+ 1)
λ

2
= ⇒ λn =

2l

2n+ 1
⇒ fn = (2n+ 1)

v

2l
≈ 3,8 kHz · (2n+ 1)

Mo»emy st¡d obliczy¢, »e w przedziale 20-50 kHz mieszcz¡ si¦ nast¦puj¡ce cz¦stotli-
wo±ci: f3 = 26,6 kHz, f4 = 34,2 kHz, f5 = 41,8 kHz, f6 = 49,4 kHz. Zatem 4 drgania.

4.* Znajd¹ amplitud¦ fali powstaªej w wyniku superpozycji dwóch fal o tych samych cz¦-
sto±ciach, ale ró»nych drogach falowych i ró»nych amplitudach. Jaki jest warunek in-
terferencji destruktywnej?
(W rozwi¡zaniu tego zadania u»yjemy wiedzy nt. pewnych zagadnie« z rachunku liczb
zespolonych. By¢ mo»e Czytelnik powinien od±wie»y¢ sobie nieco t¦ wiedz¦ przed ana-
liz¡ rozwi¡zania).
Mamy dwie fale:
y1(x,t) = A1 sin(kx1 − ωt)
y2(x,t) = A2 sin(kx2 − ωt).
W wyniku superpozycji fal powstanie fala wypadkowa o równaniu ywyp = y1+ y2. Pro-
blem w rozwi¡zaniu stanowi fakt, »e fale maj¡ ró»ne amplitudy, przez co nie mo»emy
ªatwo ich doda¢. Z pomoc¡ przychodzi tzw. metoda wskazów. Równanie ka»dej fali
mo»emy potraktowa¢ jak wskaz - wektor o danej dªugo±ci (amplituda fali) i k¡cie na-
chylenia wzgl¦dem pewnej osi (faza fali). Faza fali zmienia si¦ w czasie poprzez czynnik
ωt, dlatego wskaz czasem nazywa si¦ �wiruj¡cym wektorem�. Ma to swoje uzasadnienie
w tym, »e najogólniejsze równanie fali mo»emy zapisa¢ w postaci zespolonej (przypo-
mnijmy sobie wzór 7.4.). Liczb¦ zespolon¡ y = Aeiφ (A - moduª liczby zespolonej, φ
- faza liczby zespolonej) mo»na interpretowa¢ na pªaszczy¹nie zespolonej jako wektor
(wskaz) ŷ = Aeiφ o dwóch wspóªrz¦dnych - cz¦±ci rzeczywistej Re{ŷ} = A cosφ oraz
urojonej Im{ŷ} = A sinφ. Nasze równanie fali w postaci sinusa stanowi imaginalis
wektora ŷ. Zapiszmy równania fali za pomoc¡ wskazów:
ŷ1(x,t) = A1e

i(kx1−ωt)

ŷ2(x,t) = A2e
i(kx2−ωt).

W metodzie wskazów dodawanie dwóch fali (wektorów) jest proste. Dodajemy dwie
liczby zespolone:

ŷwyp = ŷ1 + ŷ2 = A1e
i(kx1−ωt) + A2e

i(kx2−ωt) =
(
A1e

i kx1 + A2e
i kx2
)
· ei ωt =

= [(A1 cos(kx1) + A2 cos(kx2)) + i (A1 sin(kx1) + A2 sin(kx2))] · ei ωt
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Policzmy teraz moduª tej liczby zespolonej. Autor zadania pyta nas o wzór na amplitu-
d¦ fali wypadkowej. Licz¡c moduª |ŷwyp| otrzymamy odpowied¹. Przypomnijmy sobie
wcze±niej, jak oblicza¢ moduª liczby zespolonej z = a + ib: |z| =

√
a2 + b2. Ponadto

|ei ωt| = 1. Zatem:

|ŷwyp| =
√

(Re{ŷwyp})2 + (Im{ŷwyp})2 =

=

√
(A1 cos(kx1) + A2 cos(kx2))

2 + (A1 sin(kx1) + A2 sin(kx2))
2 =

=
√
A2

1 + A2
2 + 2A1A2 cos(kx1) cos(kx2) + 2A1A2 sin(kx1) sin(kx2) =

=
√
A2

1 + A2
2 + 2A1A2 cos (k(x2−x1)) =

√
A2

1 + A2
2 + 2A1A2 cos (k∆x) = Awyp

Otrzymali±my wzór na amplitud¦ fali wypadkowej. Czªon 2A1A2 cos (k∆x) nazywamy
czªonem interferencyjnym. Wzór upraszcza si¦, je»eli amplitudy fal skªadowych s¡
jednakowe, A1 = A2 = A:

Awyp = A
√
2 + 2 cos(k∆x)

Kiedy interferencja jest destruktywna? Zgodnie z de�nicj¡ wtedy, gdy amplituda wy-
padkowa osi¡ga najmniejsz¡ warto±¢. Ma to miejsce w sytuacji, gdy czªon interferen-
cyjny jest najmniejszy mo»liwy, czyli kosinus osi¡ga warto±¢ −1. St¡d warunek:

cos (k∆x) = −1 ⇒ k∆x = π + 2πn, n ∈ Z ⇒
∣∣∣∣k =

2π

λ

∣∣∣∣ ⇒ ∆x =

(
n+

1

2

)
λ

5. Do wyznaczenia pr¦dko±ci d¹wi¦ku mo»e posªu»y¢ ukªad pomiarowy zbudowany z
wykorzystaniem tzw. rury Quinckego. Z generatora fal d¹wi¦kowych do rury wpada
d¹wi¦k, który rozdziela si¦ na dwie cz¦±ci, propaguje ró»nymi drogami, na ko«cu inter-
feruje i jest rejestrowany przez mikrofon. Na ekranie oscyloskopu obserwujemy sygnaª
od fali wypadkowej. Je»eli przy cz¦stotliwo±ci ¹ródªa d¹wi¦ku f = 2000 Hz obserwuje
si¦ dwa s¡siednie minima interferencyjne w odlegªo±ci l = 17 cm, to ile wynosi pr¦dko±¢
d¹wi¦ku?
Wykorzystamy warunek interferencji z poprzedniego Przykªadu:
∆xII −∆xI =

(
(n+ 1) + 1

2

)
λ−

(
n+ 1

2

)
λ = λ.

Z tre±ci zadania mamy: ∆xII −∆xI = l. Zatem

λ = l ⇒ v = l · f = 340 m/s

Zadania

1. Nietoperze do oceny odlegªo±ci i detekcji innych obiektów u»ywaj¡ echolokacji (emituj¡
d¹wi¦ki mikrofalowe i rejestruj¡ ich odbicia od obiektów). Powiedzmy, »e emitowany
przez nietoperza d¹wi¦k ma dªugo±¢ fali 2 mm. Nietoperz leci w kierunku pionowej
±ciany jaskini z szybko±ci¡ 25 m/s. Ile sekund ma on na wykonanie manewru, aby nie
uderzy¢ w ±cian¦, je±li odbity od ±ciany d¹wi¦k rejestruje po 15 ms? Jak¡ cz¦stotliwo±¢
wªasnego d¹wi¦ku zarejestruje sam nietoperz?

2. Jaki jest stosunek grubo±ci skrajnych strun gitarowych (czyli e1, daj¡cej d¹wi¦k o
cz¦stotliwo±ci 330 Hz oraz E - d¹wi¦k 82 Hz), je±li s¡ naci¡gni¦te t¡ sam¡ siª¡?
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3. Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w temperaturze 20◦C wynosi 340 m/s. Ile wynosi pr¦dko±¢ d¹wi¦ku
w temperaturze 0◦?

4. Pr¦t metalowy zamocowany w jednym z ko«ców pobudzamy do drga«. Najni»sza cz¦-
stotliwo±¢ d¹wi¦ku mo»liwa do wytworzenia w takim instrumencie wynosi 1,6 kHz w
przypadku drga« podªu»nych i 1 kHz w przypadku drga« poprzecznych. Ile wynosi
wspóªczynnik Poissona dla metalu, z którego wykonano pr¦t? Wskazówka. Wspóªczyn-
nik Poissona µ, moduª sztywno±ci G i moduª Younga E s¡ powi¡zane to»samo±ci¡:
E = 2G · (1 + µ).

5. Amplituda pewnej fali d¹wi¦kowej jest 1000 razy wi¦ksza ni» minimalna amplituda
d¹wi¦ku, który mo»na jeszcze usªysze¢. Jaki jest poziom nat¦»enia (w decybelach)
tej fali d¹wi¦kowej? Jaki musiaªby by¢ stosunek mocy ¹ródªa, aby w odlegªo±ci 10 m
utrzyma¢ takie samo nat¦»enie d¹wi¦ku, co w odlegªo±ci 10 cm od ¹ródªa emisji?

6. W odlegªo±ci 100 m od punktowego ¹ródªa d¹wi¦ku poziom nat¦»enia fali wynosi 30
dB. Jaki poziom stwierdzimy w odlegªo±ci 1 m od tego ¹ródªa? Zakªadamy, »e o±rodek
jest jednorodny, a ¹ródªo izotropowe.

7. Jakie jest caªkowite nat¦»enie fali d¹wi¦kowej wytwarzanej przez strun¦ drgaj¡c¡ z
cz¦stotliwo±ci¡ tonu podstawowego 369 Hz i o amplitudzie 3 mm, je±li widmo d¹wi¦ku
zawiera jeszcze 10 wy»szych harmonicznych - ka»da o amplitudzie 5 razy mniejszej od
poprzedniej. Przyjmij pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w powietrzu równ¡ 340 m/s i g¦sto±¢ powietrza
1,2 kg/m3.

142



Rozdziaª 8.

Hydrostatyka i hydrodynamika

8.1. Podstawowe poj¦cia

Hydrostatyka jest nauk¡ o cieczy w spoczynku. Nie interesuje nas przepªyw cieczy (ciecz
w ruchu), ale parametry cieczy spoczywaj¡cej (np. ci±nienie na jakiej± gª¦boko±ci zbiornika),
a tak»e ruch ciaªa w takiej cieczy. Zakªadamy, »e masa cieczy w zbiorniku znajduje si¦
tylko pod wpªywem pola grawitacyjnego i ew. pod pewnym ci±nieniem zewn¦trznym (np.
ci±nieniem atmosferycznym). B¦dziemy zakªada¢, »e nasza ciecz jest nie±ci±liwa, tzn. pod
wpªywem siª i ci±nie« zewn¦trznych jej obj¦to±¢ nie zmniejsza si¦. Pocz¡tkowo te» b¦dziemy
zakªada¢, »e ciecz jest nielepka, tzn. nie wytwarza dodatkowego tarcia mi¦dzy sob¡ sam¡, a
tak»e na powierzchni styku z ciaªem zanurzonym w niej.

Podstawowe parametry opisuj¡ce ciecz w danych warunkach to jej masa m, obj¦to±¢ V i
g¦sto±¢ ρ (wszystkie trzy s¡ zwi¡zane szkoln¡ relacj¡ ρ = m

V
), a tak»e ci±nienie. Ci±nienie

jest skalarn¡ wielko±ci¡ �zyczn¡ zde�niowan¡ jako stosunek siªy F dziaªaj¡cej prostopadle
na powierzchni¦ S:

p =
F

S
(8.1.)

Z de�nicji tej wynika jednostka ci±nienia: paskal (Pa = N/m2). Jednym z podstawowych
praw hydrostatyki jest prawo Pascala, podane w XVII w. przez francuskiego matematyka,
�zyka i �lozofa - Blaise'a Pascala.

Prawo Pascala
Je»eli na ciecz zamkni¦t¡ w zbiorniku dziaªa zewn¦trzne ci±nienie, to ci±nienie panuj¡ce

wewn¡trz zbiornika jest wsz¦dzie takie samo i równe ci±nieniu zewn¦trznemu.

Najbardziej powszechnym (i na pewno znanym te» Czytelnikowi) zastosowaniem prawa
Pascala jest prasa hydrauliczna. To jedna z tzw. maszyn prostych, których przykªady
ju» poznali±my (równa pochyªa, bloczek). Schemat prasy znajdziesz na Rysunku 8.1.a. Na
szeroki tªok z lewej strony o powierzchni S1 dziaªamy prostopadle do tªoka siª¡ F1 skierowan¡
w dóª. Na tªok o powierzchni S2 z drugiej strony prasy dziaªa siªa F2 ku górze. Dlaczego?
Jaka jest ta siªa? To wynika z prawa Pascala. Dziaªaj¡c siª¡ F1 na tªok lewy, wytwarzamy
wewn¡trz prasy ci±nienie, które zgodnie z prawem Pascala jest równe w caªej obj¦to±ci cieczy
roboczej. Zatem z równowagi ci±nie« po lewej i prawej stronie prasy mamy:

p1 = p2 ⇒ F1

S1

=
F2

S2

lub
F1

F2

=
S1

S2

(8.2.)
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W powy»szym wzorze wykorzystali±my te» de�nicj¦ ci±nienia. Je»eli tªok po prawej stronie
ma wielokrotnie mniejsz¡ powierzchni¦ (S2 ≪ S1), to uzyskana siªa jest wielokrotnie wi¦ksza
od siªy nacisku (F2 ≫ F1).

Powy»sze sformuªowanie prawa Pascala zakªada, »e pomijamy wpªyw siªy grawitacji. W
rzeczywisto±ci, gdy zbiornik umie±cimy z polu grawitacyjnym, to górne warstwy cieczy dzia-
ªaj¡ na dolne warstwy poprzez swoj¡ mas¦ - górne warstwy naciskaj¡ na dolne, przez co
wytwarzaj¡ dodatkowe ci±nienie. To dodatkowe ci±nienie, zwane ci±nieniem hydrostatycz-
nym, wynika wprost z ci¦»aru górnych warstw cieczy. Ich ci¦»ar na pewnej gª¦boko±ci h
poni»ej poziomu powierzchni cieczy w naczyniu wynosi Q = mg = ρV g = ρShg. Stosu-
j¡c de�nicj¦ ci±nienia (8.1.) i dziel¡c siª¦ Q przez powierzchni¦ S, otrzymujemy wzór na
ci±nienie hydrostatyczne:

ph = ρgh (8.3.)

gdzie h jest gª¦boko±ci¡ interesuj¡cej nas warstwy cieczy liczon¡ od powierzchni. De�nicja h
jest wa»na, nie nale»y myli¢ jej z wysoko±ci¡ nad ziemi¡ (np. ciaªa w rzucie uko±nym).

Je±li nasz zbiornik jest otwarty od góry i ma dost¦p do powietrza pod ci±nieniem atmos-
ferycznym p0, to oczywi±cie na warstw¦ cieczy o gª¦boko±ci h dziaªa caªkowite ci±nienie:

p = p0 + ρgh (8.4.)

(a) Schemat prasy hydraulicznej. (b) Ci±nienie hydrostatyczne.

Rysunek 8.1.: Prawo Pascala i ci±nienie hydrostatyczne.

Przykªady

1. Je»eli w¦»yk doprowadzaj¡cy pªyn hamulcowy do klocka hamulcowego w samochodzie
ma ±rednic¦ tylko 5 mm, a klocek hamulcowy ma ±rednic¦ 5 cm (zaªó», »e klocek ma
ksztaªt koªa), to ile razy wi¦ksza jest siªa dziaªaj¡ca na tarcz¦ hamulcow¡ od przyªo-
»onej przez kierowc¦ do hamulca?
Ukªad hamulcowy (cz¦sto mówi si¦: hydrauliczny) dziaªa na zasadzie prasy hydraulicz-
nej. Pomi«my tu nowoczesne rozwi¡zania z wykorzystaniem elektronicznego wspoma-
gania itp. Pedaª hamulca jest sprz¦»ony z tªoczkiem w zbiorniczku z pªynem hamulco-
wym, który cienkim w¦»ykiem poª¡czony jest z koªem. Zaªo»ymy dodatkowo, »e znamy
siª¦, z jak¡ kierowca dziaªa na pªyn wewn¡trz w¦»yka. Oznaczmy indeksem dolnym �1�
w¦»yk, a indeksem �2� klocek hamulcowy. Ze wzoru (8.2.) mamy:

F2 = F1
S2

S1

= F1
πd22/4

πd21/4
= F1

d22
d21

= F1

(
5

0,5

)2

= 100F1
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Okazuje si¦, »e siªa, jaka dociska klocek do tarczy hamulcowej, ma warto±¢ a» ok. 100
razy wi¦ksz¡ ni» siªa, z jak¡ kierowca naciska na pedaª hamulca. Dzi¦ki temu jeste±my
w stanie zatrzyma¢ rozp¦dzony do pr¦dko±ci 100 km/h samochód wa»¡cy 1,5 tony.
Spróbujmy si¦ zastanowi¢, czy rzeczywi±cie mo»na przy pomocy takiego ukªadu hamul-
cowego zatrzyma¢ samochód. Zapytajmy, jakie opó¹nienie k¡towe kóª i liniowe ±rodka
masy samochodu wytwarzamy?
Zaªo»enia: F1 = 400 N (w przybli»eniu poªowa ci¦»aru czªowieka - kierowca prawie
�staje na pedaª hamulca�); klocek wytwarza siª¦ na tarcz¦ punktowo w odlegªo±ci od
osi obrotu koªa równej promieniowi tarczy (przyjmiemy promie« tarczy hamulcowej
r = 140 mm); moment bezwªadno±ci tarczy-walca I = 1

2
mr2; wspóªczynnik tarcia

mi¦dzy klockiem a tarcz¡ f = 0,4; za m przyjmujemy mas¦, któr¡ chcemy zatrzyma¢
(masa samochodu 1 500 kg). Siªa F2 jest siª¡ nacisku klocka do tarczy. Zatem siªa tarcia
mi¦dzy klockiem a tarcz¡ wynosi T = fF2. Hamuj¡cy moment siªy tarcia wynosi wi¦c
MT = rT = rfF2. Opó¹nienie k¡towe:

Iε =MT ⇒ ε =
rfF2

1
2
mr2

=
2fF1

(
d2
d1

)2
mr

= 152 rad/s2 ⇒ a = εr = 21m/s2

To jest bardzo du»e przy±pieszenie, które pozwalaªoby zatrzyma¢ rozp¦dzony do 100
km/h (28 m/s) w ok. 1,5 s. Wynik jest zbyt optymistyczny, bo nasze podej±cie jest zbyt
idealistyczne. Jednak pokazuje, »e dzi¦ki uzyskanemu przeªo»eniu w ukªadzie hamul-
cowym jeste±my w stanie rzeczywi±cie zahamowa¢ rozp¦dzony samochód przykªadaj¡c
stosunkowo niewielk¡ siª¦ do pedaªu hamulca.

2. Oblicz jakie ci±nienie panuje na dnie jeziora o gª¦boko±ci 10 m. A jakie jest ci±nienie
na dnie Rowu Maria«skiego (gª¦boko±¢ ok. 11 km)?
Skorzystamy z de�nicji ci±nienia hydrostatycznego, przy czym dodamy jeszcze ci±nienie
atmosferyczne p0 = 1013 hPa. G¦sto±¢ wody ρ = 1000 kg/m3 (zakªadamy, »e nie
zmienia si¦ z ci±nieniem). Na dnie jeziora: ph = p0+ρgh = 105 Pa, czyli 1000 hPa, zatem
caªkowite ci±nienie to 2013 hPa. Na dnie Rowu Maria«skiego: ph = ρgH = 1,1 ·108 Pa,
czyli 110 MPa, dodawanie ci±nienia atmosferycznego nie ma ju» sensu - wynosi ono
tylko 0,1013 MPa. Ci±nienie na dnie Rowu Maria«skiego jest ogromne. Jest na tyle
du»e, »e czªowiek nie jest w stanie ªatwo eksplorowa¢ tych gª¦bin - wytrzymaªo±¢ na
±ciskanie stali, z której wykonane s¡ ªodzie podwodne czy batyskafy, wynosi rz¦du
kilkuset-tysi¡ca MPa.

8.2. Prawo Archimedesa

Ciaªa zanurzone w cieczy mog¡ w niej pªywa¢ lub topi¢ si¦. To zale»y od wzgl¦dnych
g¦sto±ci cieczy i ciaªa. Np. kulka styropianowa (ρs = 40 kg/m3) z ªatwo±ci¡ pªywa w wodzie
(ρw = 1000 kg/m3), ale kulka oªowiana (ρPb = 11340 kg/m3) idzie szybko na dno. Ciaªa o
g¦sto±ci wi¦kszej ni» ciecz - ton¡. Ciaªa o g¦sto±ci mniejszej ni» ciecz - pªywaj¡. Na ka»de
ciaªo zanurzone w cieczy dziaªa siªa wyporu, co jest tre±ci¡ prawa Archimedesa:

Prawo Archimedesa
Na ciaªo zanurzone w cieczy dziaªa pionowa, skierowana ku górze siªa wyporu. Warto±¢

siªy jest równa ci¦»arowi wypartej cieczy:
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Fwyp = mcieczyg = ρcieczygVzan.ciaªa (8.5.)

gdzie: mcieczy - masa cieczy wypartej przez ciaªo zanurzone,
ρcieczy - g¦sto±¢ cieczy,
Vzan.ciaªa - obj¦to±¢ zanurzonej cz¦±ci ciaªa (jest równa obj¦to±ci wypartej cieczy).

Nale»y pami¦ta¢, »e we wzorze na siª¦ wyporu mamy g¦sto±¢ cieczy, a obj¦to±¢ ciaªa (jego
zanurzonej cz¦±ci). Nawet na leciutk¡ kulk¦ styropianow¡, której tylko niewielki fragment
jest zanurzony, dziaªa siªa wyporu, bo kulka ta swoim ci¦»arem naciska na ciecz i wypiera
jej cz¦±¢ ku górze.

Co to znaczy, »e ciaªo pªywa w wodzie (na jej powierzchni lub pod ni¡)? Oznacza to, »e
ani nie tonie, ani si¦ nie unosi ku górze. Pªywaj¡ce ciaªo pozostaje w spoczynku. Na ka»de
zanurzone ciaªo dziaªa oczywi±cie ci¦»ar (skierowany w dóª) oraz siªa wyporu (skierowana do
góry). Zgodnie z I zasad¡ dynamiki siªy dziaªaj¡ce na pªywaj¡ce ciaªo musz¡ si¦ równowa»y¢.
Mamy wi¦c równowag¦:

Q = Fwyp ⇒ mciaªag = ρcieczygVzan.ciaªa (8.6.)

gdzie mciaªa jest caªkowit¡ mas¡ pªywaj¡cego ciaªa (nie tylko mas¡ cz¦±ci zanurzonej). Oczy-
wi±cie siªa ci¦»ko±ci dziaªa na caª¡ mas¦ ciaªa. Na podstawie powy»szego równania mo»emy
obliczy¢ np. jaka cz¦±¢ pªywaj¡cego ciaªa jest zanurzona (o ile cm jest zanurzone?) albo jak¡
ciaªo ma g¦sto±¢, je±li np. zanurzone jest w poªowie itd.

Przykªady

1. Oblicz ile procent caªej obj¦to±ci kulki styropianowej jest zanurzone w wodzie? Przyjmij
rozmiar kulki r = 5 mm. G¦sto±¢ styropianu to ρs = 20 kg/m3.
Z równania wynikaj¡cego z równowagi siª dziaªaj¡cych na pªywaj¡ce ciaªo (8.6.) mamy:

mkulkig = ρwgVzan.kulki ⇒ Vcaªk.kulki · ρs = ρw · Vzan.kulki ⇒ Vzan.kulki

Vcaªk.kulki

=
ρs
ρw

czyli tylko 0,02 = 2% caªej obj¦to±ci kulki styropianowej jest zanurzone w wodzie. Je±li
podstawimy za obj¦to±¢ Vcaªk.kulki = 4

3
πr3 = 523,6 mm3, to obj¦to±¢ zanurzona ma

wynosi tylko Vzan.kulki = 10,5 mm3.

2. Jak¡ ±rednic¦ wewn¦trzn¡ ma powªoka sferyczna o zewn¦trznej ±rednicy D = 60 cm
wykonana z »elaza (ρFe = 7874 kg/m3), która pªywa niemal caªkowicie zanurzona w
wodzie?
Znowu musimy skorzysta¢ z równania na warunek pªywania (8.6.), ale wcze±niej ob-
liczmy mas¦ powªoki sferycznej. Oznaczmy wewn¦trzn¡ (nieznan¡) ±rednic¦ przez d.

m = ρFe ·
(
V 3
D − V 3

d

)
= ρFe ·

4

3
π

((
D

2

)3

−
(
d

2

)3
)

Natomiast obj¦to±¢ cz¦±ci zanurzonej jest równa caªkowitej obj¦to±ci powªoki (powªoka
�pªywa niemal caªkowicie zanurzona�), st¡d Vzan.ciaªa = VD. Zatem:

ρFe ·
4

3
π

((
D

2

)3

−
(
d

2

)3
)

= ρw · 4
3
π

(
D

2

)3

⇒ d = D 3

√
ρFe − ρw
ρFe

= 0,96D = 57 cm
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Wewn¦trzna ±rednica to a» 57 cm, czyli grubo±¢ ±cianki powªoki to tylko 1,5 cm. Przy
bardzo du»ej g¦sto±ci »elaza, a» tak cienka musi by¢ powªoka, aby mogªa pªywa¢ w
wodzie. Mo»na by zapyta¢: czemu nie uwzgl¦dnili±my, »e wewn¡trz powªoki jest przecie»
powietrze, które ma jak¡± mas¦? Oczywi±cie, mogliby±my to zrobi¢ - masa powietrza
dodatkowo zwi¦ksza nacisk na wod¦. G¦sto±¢ powietrza to jednak tylko ok. 1/775
g¦sto±ci wody, zatem poprawka byªaby bardzo niewielka (zdecydowanie do pomini¦cia).

3. Sze±cienna kostka lodu o kraw¦dzi a pªywa cz¦±ciowo zanurzona w wodzie. G¦sto±¢ lodu
to 91,7% g¦sto±ci wody. (a) Jaka jest gª¦boko±¢ zanurzenia kostki? (b) O ile dodatkowo
zanurzy si¦ kostka, je±li na wierzch poªo»ymy kamie« o masie m? (c) Jaka musi by¢
masa kamienia m, aby kostka lodu o kraw¦dzi a = 10 cm caªkowicie zanurzyªa si¦ w
wodzie?
(a) Kostka lodu pªywa po wodzie, wi¦c zapiszemy:

mlg = ρwgVzan.lodu ⇒ ρla
3 = ρw · a2h ⇒ h =

ρl
ρw
a = 0,917a

Prawie caªa kostka jest zanurzona. Dokªadniej, wysoko±¢ zanurzenia sze±ciennej kostki
jest proporcjonalna do stosunku g¦sto±ci ciaªa i cieczy (to jest stwierdzenie ogólne,
dotyczy nie tylko lodu i wody, ale te» np. drewna i oleju).
(b) Dodatkowe zanurzenie wynika z dodatkowej masy po lewej strony równania:

(ml +m)g = ρwgV
′
zan.lodu ⇒ ρla

3 +m = ρwa
2(h+ x) ⇒ x =

m

ρwa2
+
ρl
ρw
a− h =

m

ρwa2

(c) Chcemy teraz, aby kostka caªkowicie zanurzyªa si¦ w wodzie. Wystarczy wi¦c, »e
poªo»ymy: x = a− h do równania powy»ej i wyliczymy m:

m

ρwa2
= a− ρl

ρw
a ⇒ m =

(
1− ρl

ρw

)
· ρwa3 = 83 g

Bardzo niewielki kamyczek wystarczy, aby caª¡ kostk¦ lodu zanurzy¢ w wodzie. Oczy-
wi±cie inaczej byªoby, gdyby±my rozwa»yli kostk¦ drewnian¡ (g¦sto±¢ drewna sosnowe-
go to tylko 50% g¦sto±ci wody) pªywaj¡c¡ w wodzie. Taka kostka zanurzyªaby si¦ na
gª¦boko±¢ 0,5a, a masa kamienia musiaªaby by¢ 500 g.

8.3. Elementy hydrodynamiki

W tej cz¦±ci zajmiemy si¦ ciecz¡ w ruchu, a tak»e ruchem ciaª w cieczy. Nadal zakªa-
damy, »e ciecz jest nie±ci±liwa (tzn. jej g¦sto±¢ si¦ nie zmienia pod wpªywem ci±nienia i siª
zewn¦trznych). Wyró»niamy zasadniczo dwa rodzaje przepªywu cieczy (przez rur¦, w rzece,
w du»ym zbiorniku typu ocean itd.). Jest to przepªyw laminarny i przepªyw turbulentny.
Przepªyw laminarny (nazywany tak»e stacjonarnym) cechuje si¦ ªagodno±ci¡ i staªo±ci¡
ruchu cieczy i zachodzi przy maªych pr¦dko±ciach przepªywu. Ruch cieczy zachodzi w równo-
legªych warstwach bez zakªóce« mi¦dzy nimi. W przepªywie turbulentnym (nazywanym
te» wirowym) cz¡steczki poruszaj¡ si¦ po torach krzywoliniowych, zderzaj¡ si¦ i mieszaj¡.
W cieczy tworz¡ si¦ wiry i zaburzenia. Przepªyw taki zachodzi przy du»ych pr¦dko±ciach
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przepªywu. Przej±cie mi¦dzy przepªywem laminarnym a turbulentnym nie jest ostre, ale po-
daje si¦ kryterium, przy którym zachodzi. Wprowadza si¦ w tym celu bezwymiarow¡ liczb¦
Reynoldsa:

Re =
ρvl

η
(8.7.)

gdzie: ρ - g¦sto±¢ cieczy, v - pr¦dko±¢ przepªywu (u±redniona); l - charakterystyczny wymiar
dªugo±ci, poprzeczny do pr¦dko±ci (w przypadku przepªywu cieczy przez rur¦ jest to ±rednica
rury, a w ruchu kulki w cieczy - ±rednica kulki); η - lepko±¢ (parametr cieczy o wymiarze Pa·s).
Przyjmuje si¦, »e przepªyw cieczy przez rur¦ staje si¦ turbulentny przy warto±ci Re ≈ 2000, a
ruch kulki w cieczy zaczyna tworzy¢ wiry ju» przy Re = kilka. Oczywi±cie Re w najwi¦kszym
stopniu zale»y od pr¦dko±ci przepªywu w danej cieczy.

8.3.1. Prawo ci¡gªo±ci strugi

Jednym z prostszych praw opisuj¡cych ruch cieczy jest prawo ci¡gªo±ci strugi. Mówi
ono, »e obj¦to±¢ cieczy wpªywaj¡cej i odpªywaj¡cej w ci¡gu jednej sekundy z dowolnego
przekroju rury jest staªa. Inne sformuªowanie mówi, »e masa cieczy przepªywaj¡cej przez
rur¦ o zmiennym przekroju jest zachowana. Z obu sformuªowa« wynika równanie ci¡gªo±ci
strugi:

S1v1 = S2v2 lub Sv = const. albo
S1

S2

=
v2
v1

(8.8.)

gdzie: S1, S2 - pola powierzchni przekroju rury w dwóch miejscach,
v1, v2 - pr¦dko±ci cieczy w miejscu o przekroju S1 oraz S2, odpowiednio.

Z prawa ci¡gªo±ci wynika np. fakt, »e strumie« wody wypªywaj¡cej z kranu zw¦»a si¦ ku
doªowi. Im ni»ej, tym szybciej pªynie woda w strumieniu, bo jest przyci¡gana przez Ziemi¦
siª¡ grawitacji. Skoro zwi¦ksza si¦ pr¦dko±¢ przepªywu strumienia, to musi si¦ zmniejsza¢ pole
przekroju strumienia. Prawo to jest wa»ne tak»e przy projektowaniu ró»nego typu instalacji
hydraulicznych - je±li rury s¡ zbyt w¡skie, to przy zadanej wielko±ci strumienia, który chcemy
osi¡gn¡¢ w instalacji, mo»e si¦ okaza¢, »e pr¦dko±ci przepªywu byªyby zbyt du»e, co z kolei
mo»e powodowa¢ turbulencje w przepªywie.

8.3.2. Prawo Bernoulliego

Kolejnym bardzo wa»nym prawem opisuj¡cym przepªyw cieczy jest prawo Bernoulliego.
Wynika ono z zasady zachowania energii mechanicznej dla cieczy (a ±ci±lej: g¦sto±ci energii na
jednostk¦ masy cieczy). Tre±¢ prawa mówi, »e caªkowite ci±nienie cieczy w trakcie przepªywu
jest staªe. Zakªadamy przy tym, »e ciecz jest nie±ci±liwa, nielepka i przepªyw jest laminarny.
Tre±¢ prawa zapisuje si¦ w postaci równania:

p+ ρgh+
ρv2

2
= const. (8.9.)

gdzie: p - caªkowite ci±nienie cieczy w danym miejscu;
ρ - g¦sto±¢ cieczy;
h - wysoko±¢ cieczy nad poziomem, wzgl¦dem którego liczymy energi¦ potencjaln¡;
v - pr¦dko±¢ przepªywu w danym miejscu.
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Czynnik ρv2

2
nazywa si¦ cz¦sto ci±nieniem dynamicznym - jest to energia kinetyczna liczona na

jednostk¦ obj¦to±ci (sprawd¹ jednostki!). Ci±nienie p jest caªkowitym ci±nieniem zewn¦trz-
nym, w szczególno±ci nie rozwa»amy tu ci±nienia hydrostatycznego ρgh, bo ciecz nie jest
statyczna - mamy przepªyw. Prawo Bernoulliego jest prawem zachowania - tak jak prawo
zachowania p¦du czy energii. Stosujemy go wi¦c analogicznie: porównujemy dwa dowolne
punkty przepªywu, dla których okre±lamy p,h,v i porównujemy ze sob¡ wyra»enia (8.9.)
dla tych dwóch punktów. Niektóre wnioski pªyn¡ce z równania (8.9.) mo»na zebra¢ w kilka
punktów:

� Gdy ciecz zmienia wysoko±¢ nad poziomem odniesienia w przepªywie pod staªym ci-
±nieniem zewn¦trznym, to spada jej pr¦dko±¢ przepªywu (h↗ , v ↘).

� Z prawa ci¡gªo±ci strugi wynika, »e w rurze o mniejszym przekroju ciecz pªynie szybciej
(S ↘ , v ↗). Zatem, ciecz pªyn¡c w rurze o zmieniaj¡cym si¦ przekroju ma mniejsze
ci±nienie na odcinku, gdzie przekrój jest mniejszy (S ↘ , p↘).

� Ciecz opªywaj¡ca ciaªo o nieregularnym ksztaªcie ma mniejsze ci±nienie od strony, gdzie
droga przepªywu jest dªu»sza. Dzi¦ki temu pojawia si¦ siªa no±na dziaªaj¡ca na skrzydªo
samolotu.

W ostatnim punkcie zasugerowali±my, »e prawo Bernoulliego mo»na zastosowa¢ te» do ga-
zów, nie tylko do cieczy (powietrze opªywaj¡ce skrzydªo samolotu). Rzeczywi±cie tak jest.
Co wi¦cej, wªa±ciwie wszystkie prawa hydrostatyki i hydrodynamiki mo»na stosowa¢ tak dla
cieczy, jak i gazów. Ogólnie wprowadza si¦ w �zyce poj¦cie �pªyn�, które obejmuje ciecze,
gazy, a nawet plazm¦, emulsje, piany itd. Dziaª �zyki zajmuj¡cy si¦ pªynami nazywa si¦
mechanik¡ pªynów.

(a) Prawo ci¡gªo±ci strugi.

S1v1 = S2v2

(b) Prawo Bernoulliego.

p1 + ρgh1 +
ρv21
2 = p2 + ρgh2 +

ρv22
2

Rysunek 8.2.: Prawa hydrodynamiki.

8.3.3. Siªa oporu

Co to znaczy, »e ciecz jest idealna? Przede wszystkim chodzi o to, »e nie wyst¦puje w
niej zjawisko lepko±ci (mówimy: ciecz jest nielepka). Lepko±¢ jest miar¡ wewn¦trznego tarcia
mi¦dzy warstwami cieczy, a tak»e mi¦dzy ciecz¡ a ciaªem w niej zanurzonym. Ciecz idealna
nie wykazuje lepko±ci, co oznacza, »e ruch dowolnego ciaªa w niej, a tak»e ruch samej cieczy
nie doznaje tarcia. Obrazowo mo»emy powiedzie¢, »e gdyby woda byªa ciecz¡ nielepk¡, nie
mogliby±my pomiesza¢ ªy»eczk¡ cukru wsypanego do herbaty. Lepko±¢ cieczy jest cech¡ ka»-
dej cieczy, a tak»e gazów. W warunkach idealnych (np. na potrzeby zada« z �zyki) cz¦sto
lepko±¢ pomijamy. Lepko±¢ jest tym zjawiskiem, które powoduje, »e ciecz i gaz stawia opór w
postaci siªy oporu. Miar¡ lepko±ci jest wspóªczynnik lepko±ci wyra»any w jednostkach Pa·s.

Na ciaªo poruszaj¡ce si¦ w o±rodku (gazie, cieczy) dziaªa siªa oporu, któr¡ dotychczas
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najcz¦±ciej pomijali±my. Teraz si¦ zajmiemy tym zagadnieniem. Opór hydro- lub aerody-
namiczny jest siª¡ skierowan¡ przeciwnie do wektora pr¦dko±ci ciaªa v⃗ poruszaj¡cego si¦ w
cieczy lub gazie. Warto±¢ siªy oporu mo»na zde�niowa¢ wzorem:

Fop =
1

2
CxSρv

2 (8.10.)

gdzie: ρ - g¦sto±¢ cieczy lub gazu;
Cx - bezwymiarowy wspóªczynnik (zale»ny od ksztaªtu ciaªa, liczby Reynoldsa itp.);
S - powierzchnia przekroju poprzecznego ciaªa;
v - pr¦dko±¢ ciaªa.

Wspóªczynnik Cx jest w dobrym przybli»eniu staªy dla szerokiego zakresu pr¦dko±ci. Jego
warto±¢ w powietrzu jest dla typowych ksztaªtów uªamkiem ≲ 1 (np. sze±cian - 1,05; sfera -
0,47; karoserie samochodów ∼ 0,3; opªywowy ksztaªt typu �ªezka� - 0,04). Wyznacza si¦ go
do±wiadczalnie. Wzór (8.10.) jest bardzo ogólny i obowi¡zuje tak»e przy du»ych pr¦dko±ciach.
Siªa oporu zale»y od kwadratu pr¦dko±ci ciaªa. T¦ jej wªasno±¢ obserwujesz np. podczas
szybkiej jazdy samochodem na autostradzie, gdy spalanie jest najwi¦ksze. Ma to przyczyn¦
wªa±nie w bardzo du»ej warto±ci siªy oporu. Mówi si¦ czasem, »e przy jeszcze wi¦kszych
pr¦dko±ciach, siªa oporu zaczyna by¢ proporcjonalna do sze±cianu pr¦dko±ci.

Dla niewielkich pr¦dko±ci ciaªa w o±rodku siªa oporu jest zale»na od pierwszej pot¦gi
pr¦dko±ci. Siªa oporu, jakiej doznaje kulka w ruchu w o±rodku lepkim, jest zde�niowana
przy pomocy wzoru Stokesa:

F⃗op = −6πηrv⃗ Fop = 6πηrv (8.11.)

gdzie: r - promie« kulki,
v - pr¦dko±¢ kulki,
η - wspóªczynnik lepko±ci cieczy.

Siªa oporu Stokesa jest wprost proporcjonalna do pr¦dko±ci kulki i przeciwnie do niej zwró-
cona. Opór przeciwdziaªa ruchowi. Przyjmujemy, »e wzór (8.11.) obowi¡zuje dla niewielkich
liczb Reynoldsa (≲ 5). Czynnik 6πr wynika z geometrii kulki.

Przykªady

1. Pr¦dko±¢ wody wypªywaj¡cej z kranu nad wann¡ wynosi 1 m/s. �rednica rurki w kranie
wynosi 2 cm. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ strumie« wody uderza w dno wanny, 75 cm poni»ej?
Jak¡ ±rednic¦ ma strumie« wody tu» przed uderzeniem o dno?
Aby odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie skorzystamy po prostu z kinematyki. Ka»d¡
kropl¦ wody wypªywaj¡c¡ z kranu mo»emy potraktowa¢ jak ciaªo w rzucie pionowym
w dóª, zatem jej ruch jest jednostajnie przy±pieszony z przy±pieszeniem g i pr¦dko±ci¡
pocz¡tkow¡ v0 = 1 m/s. Jak¡ pr¦dko±¢ ma kropla po pokonaniu drogi s = 0,75 m w
tym ruchu?{

vk = v0 + gtr
s = v0tr +

1
2
gt2r

⇒ v2k = v20 + 2gs ⇒ vk =
√
v20 + 2gs = 4m/s

Zatem na odcinku od wylotu kranu do dna wanny woda zwi¦kszyªa szybko±¢ przepªy-
wu 4-krotnie. Teraz zastosujemy równanie ci¡gªo±ci strugi (8.8.) do obliczenia ±rednicy
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strumienia wody na dole. Oczywi±cie, skoro pr¦dko±¢ strugi wzrosªa, to pole powierzch-
ni przekroju strugi musiaªo zmale¢. Pole przekroju koªowego ªatwo powi¡»emy ze ±red-
nic¡ S = πd2/4.

S0v0 = Skvk ⇒ Sk =
S0v0
vk

⇒ dk = d0

√
v0
vk

=
1

2
d0 = 1 cm

2. Zbiornik napeªniono wod¡ do wysoko±ci H, a w jednej z jego ±cianek wywiercono
otwór na gª¦boko±ci y pod powierzchni¡ wody. Oblicz odlegªo±¢ x w poziomie, w jakiej
spada na ziemi¦ strumie« wody. Dla jakiej gª¦boko±ci y zasi¦g strumienia x b¦dzie
maksymalny?
To jest typowe zadanie na zastosowanie prawa Bernoulliego. Wybierzmy jako jeden
w punktów przepªywu punkt na powierzchni, dla niego v = 0, p = p0 oraz h = H.
Drugi punkt to b¦dzie punkt, w którym ciecz wypªywa ze zbiornika, dla niego v =?,
p = p0 oraz h = H − y. Wa»ne, aby pami¦ta¢ czym jest �h� we wzorze na ci±nienie
hydrostatyczne (gª¦boko±¢ pod powierzchni¡ wody, u nas = y), a czym jest �h� w
prawie Bernoulliego (wysoko±¢ nad poziomem zerowym energii potencjalnej, który u
nas przyjmiemy na dnie zbiornika, wi¦c h = H − y). Mo»emy wi¦c zapisa¢ prawo
Bernoulliego:

p0 + ρgH = p0 + ρg(H − y) +
ρv2

2
⇒ v =

√
2gH

Ciecz wypªywa z otworu w bocznej ±ciance zbiornika poziomo. Zasi¦g w rzucie pozio-
mym obliczyli±my w Rozdziale 2.3.4.. Wysoko±¢ pocz¡tkowa w rzucie to H − y, zatem
poszukiwany zasi¦g to

x = v

√
H − y

g
= 2
√
y(H − y)

Zasi¦g b¦dzie maksymalny, gdy

x′(y) = 0 ⇒ [y(H − y)]′ = 0 ⇒ H − 2y = 0 ⇒ y =
1

2
H

3. Kulka o masiem = 0,2 g i promieniu r = 2 mm porusza si¦ w cieczy o g¦sto±ci ρ = 1250
kg/m3 i wspóªczynniku lepko±ci η = 500 mPa·s. (a) Narysuj wszystkie siªy dziaªaj¡ce
na kulk¦. (b) Znajd¹ siª¦ wypadkow¡ i równanie dynamiki kulki. (c) Oblicz pr¦dko±¢
graniczn¡ (staª¡ pr¦dko±¢, z któr¡ po pewnym czasie tonie kulka).
(a) Na kulk¦ dziaªaj¡ trzy siªy: Siªa ci¦»ko±ci Q = mg, siªa wyporu Fwyp = ρgV oraz siªa
oporu Stokesa Fop = 6πηrv, zale»na od pr¦dko±ci kulki. Siªa ci¦»ko±ci jest skierowana
w dóª, natomiast siªa wyporu zawsze do góry, a siªa oporu przeciwnie do wektora
pr¦dko±ci. Skoro kulka tonie (tak zakªadamy, niech g¦sto±¢ materiaªu, z którego jest
wykonana, b¦dzie wi¦ksza od g¦sto±ci wody), to siªa Stokesa skierowana jest te» do
góry. Wszystkie siªy zaznaczono na Rysunku 8.3..

(b) Obj¦to±¢ kulki (potrzebna we wzorze na siª¦ wyporu) wynosi V = 4
3
πr3. Siªa

wypadkowa jest wektorow¡ sum¡ wszystkich siª:

F⃗w = Q⃗+ F⃗wyp + F⃗op ⇒ Fw = Q− Fwyp − Fop ⇒ ma = mg − ρgV − 6πηrv

151



8.3. Elementy hydrodynamiki ROZDZIA� 8. Hydrostatyka i hydrodynamika

Rysunek 8.3.: Siªy dziaªaj¡ce na kulk¦ poruszaj¡c¡ si¦ w cieczy lepkiej.

Zaªo»yli±my tutaj kierunek siªy wypadkowej w dóª, zgodnie z kierunkiem siªy ci¦»ko±ci.
Siªa ci¦»ko±ci i siªa wyporu ma zawsze warto±¢ staª¡ w trakcie ruchu kulki. Je»eli
g¦sto±¢ kulki jest wi¦ksza ni» g¦sto±¢ cieczy, to kulka tonie i to tonie coraz szybciej.
Ci¦»ar jest wi¦kszy od siªy wyporu, wi¦c pojawia si¦ zwrócona w dóª siªa wypadkowa i,
w konsekwencji, przy±pieszenie. Skoro kulka ma przy±pieszenie, to jej pr¦dko±¢ ro±nie,
a wi¦c i siªa oporu Stokesa ro±nie z czasem. Zatem zaªo»enie kierunku w dóª siªy
wypadkowej jest uzasadnione.
(c) Siªa Stokesa ro±nie w trakcie ruchu kulki. W pewnym momencie jej warto±¢ jest
na tyle du»a, »e równowa»y ona wypadkow¡ dwóch pozostaªych siª i przy±pieszenie
kulki spada do zera. To jest klucz, aby na podstawie równania powy»ej obliczy¢ tzw.
pr¦dko±¢ graniczn¡, czyli tak¡ pr¦dko±¢, która ustala si¦ po pewnym czasie, gdy siªa
Stokesa jest ju» odpowiednio du»a.

a = 0 ⇒ mg − ρgV − 6πηrvgr = 0 ⇒ vgr =
(m− ρV )g

6πηr

Je±li podstawimy dane, to otrzymamy warto±¢ pr¦dko±ci granicznej vgr = 0,08 m/s,
czyli 8 cm/s. Jest to wynik raczej zgodny z naszymi oczekiwaniami. Trzeba jeszcze
skomentowa¢, »e parametry cieczy podane w tre±ci zadania odpowiadaj¡ glicerynie z
ok. 5% zawarto±ci¡ wody w temp. 20◦, a kulka jest metalowa.

Zadania

1. Jakie ci±nienie caªkowite panuje na dnie jeziora? Gª¦boko±¢ jeziora to 100 m. Jaka siªa
dziaªa na ±cianki sze±ciennej kostki o kraw¦dzi 10 cm?

2. Przy pomocy prasy hydraulicznej chcemy zgnie±¢ puszk¦ po coca-coli. Potrzeba do tego
siªy 2 kN. Jako siªy nacisku z drugiego ko«ca chcemy u»y¢ odwa»nika 1-kilogramowego.
Jaki musi by¢ stosunek przekrojów tªoków po obu stronach prasy?

3. Klocek o ksztaªcie walca pªywa w wodzie zanurzony do 2/3 wysoko±ci (walec pªywa
idealnie pionowo w wodzie). Jaka jest g¦sto±¢ materiaªu, z którego wykonano walec?
Jaki to mo»e by¢ materiaª (drewno, metal - aluminium czy stal, oªów)?

4. Kulk¦ o ±rednicy 5 cm wykonan¡ z drewna sosnowego (ρ = 500 kg/m3) zanurzono na
dnie akwarium o gª¦boko±ci 50 cm wypeªnionego wod¡ i puszczono. Z jak¡ pr¦dko±ci¡
i na jak¡ wysoko±¢ kulka �wyskoczy� z wody? Pomi« lepko±¢ wody.
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5. Ci±nienie wody w instalacji wodoci¡gowej wynosi 0,5 MPa. �rednica rur to 1 cal. Z jak¡
pr¦dko±ci¡ wypªywa woda przez nieszczelno±¢ w instalacji w postaci otworu o ±rednicy
2 mm?

6. Rurka Pitota oraz rurka Prandtla to proste urz¡dzenia sªu»¡ce do pomiaru pr¦dko±ci
przepªywu (np. wody w rzece lub powietrza opªywaj¡cego samolot w locie). Dziaªa-
nie rurek tªumaczy prawo Bernoulliego. Jakie ci±nienie caªkowite wytwarzane jest w
otwartym ko«cu rurki Pitota zamontowanej w samolocie, je±li ci±nienie atmosferyczne
na wysoko±ci 10 000 m wynosi 260 hPa, g¦sto±¢ powietrza wynosi 0,4 kg/m3, a samolot
leci z pr¦dko±ci¡ 960 km/h? Wcze±niej z prawa Bernoulliego wyprowad¹ wzór na pr¦d-
ko±¢ rejestrowan¡ przez rurk¦ Pitota jako funkcj¦ ró»nicy ci±nie« i g¦sto±ci powietrza.

7. Skrzydªo samolotowe ma taki pro�l, »e powietrze opªywa jego doln¡ powierzchni¦ z
szybko±ci¡ 30 m/s, a górn¡ powierzchni¦ 5-razy szybciej. Oblicz ró»nic¦ ci±nie« pa-
nuj¡cych po obu stronach skrzydªa. Oszacuj siª¦ no±n¡ (ró»nic¦ siª wynikaj¡cych z
ci±nienia wywieranego na skrzydªo z obu stron), je±li powierzchnia dolna skrzydªa to
20 m2, a powierzchnia górna to 22 m2.

8. Oblicz lepko±¢ wody, je±li wiemy, »e aluminiowa kulka (ρ = 2720 kg/m3) o ±rednicy 2
mm po osi¡gni¦ciu pr¦dko±ci granicznej opada przez 0,4 sekundy na odcinku 1,5 m.
Porównaj otrzymany wynik z warto±ci¡ tablicow¡. Odp. ∼ 1 mPa·s.

9. Szklana rurka o ksztaªcie litery U i ±rednicy przekroju 1 cm jest wypeªniona olejem
(ρ = 920 kg/m3). Z jednej strony kto± delikatnym podmuchem obni»yª poziom cieczy
o 2 cm. Wyka», »e ruch oleju w U-rurce jest harmoniczny. Z jakim okresem drga olej?
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Rozdziaª 9.

Termodynamika

9.1. Temperatura i ciepªo. Podstawowe poj¦cia

Termodynamika zajmuje si¦ przemianami energii (wewn¦trznej, termicznej) w ró»nych
procesach �zycznych i chemicznych, dotycz¡cych tak gazów, jak i cieczy, czy ciaª staªych.
Przykªadowo, w procesie krystalizacji (np. zamarzania wody) zasadniczo ro±nie stopie« upo-
rz¡dkowania atomów (tworz¡ sie¢ krystaliczn¡), bo maleje przyczynek entropii do caªkowitej
energii, a dominuj¡ca energia wewn¦trzna minimalizuje si¦ wªa±nie w fazie krystalicznej o
najwy»szym porz¡dku. Podstawowymi prawami termodynamiki s¡ zasady termodynamiki
(najwa»niejsze dwie z nich poznamy w tym rozdziale). Na pocz¡tku rozdziaªu poznamy pod-
stawowe poj¦cia, jakimi operuje termodynamika. Na ko«cu rozdziaªu krótko wspomnimy
tak»e elementy teorii kinetycznej gazów.

Temperatura (T ) jest podstawowym parametrem stanu ukªadu �zycznego. Mo»na j¡ zde-
�niowa¢ ró»nie, zale»nie od kontekstu. W termodynamice powiemy, »e temperatura jest
miar¡ wªa±ciwo±ci termicznej (stanu cieplnego) ciaªa lub ukªadu. Dwa ciaªa lub ukªady (np.
cz¡steczek gazu) o równych temperaturach nie przekazuj¡ sobie nawzajem ciepªa. W teorii
kinetycznej powiemy, »e temperatura jest miar¡ energii kinetycznej ukªadu cz¡steczek gazu.
Temperatur¦ wyra»amy w:

- stopniach Celsjusza t [◦C]: 0 w tej skali oznacza temperatur¦ zamarzania wody, a 100
- temperatur¦ wrzenia wody.

- stopniach Fahrenheita tF [◦F]: skala u»ywana gªównie w USA, my nie b¦dziemy jej
u»ywa¢. 0 w tej skali oznacza temperatur¦ zamarzania solanki (mieszaniny wody i
soli). Przelicznik na stopnie Celsjusza: tF [◦F] = 9

5
t [◦C] + 32.

- kelwinach T [K]: jest to miara tzw. temperatury bezwzgl¦dnej, której 0 oznacza naj-
ni»sz¡ mo»liw¡ temperatur¦ materii we Wszech±wiecie. Kelwiny ªatwo przeliczy¢ na
stopnie Celsjusza: t [◦C] = T [K] + 273,15 (cz¦sto w zaokr¡gleniu przyjmujemy 273).
Przelicznik obu skal temperatur jest funkcj¡ liniow¡, dlatego przyrost temperatury o
1◦C jest równowa»ny przyrostowi o 1 K. Mówimy �kelwin�, a nie �stopie« Kelwina�!
Uwaga. W termodynamice wyra»amy temperatur¦ w kelwinach (w szczególno±ci w
równaniu stanu gazu). Gdy mamy do czynienia ze zmian¡ temperatury (przyrostem
lub spadkiem), to wymiennie mo»emy korzysta¢ z obu jednostek (stopni Celsjusza i
kelwinów), ale sama temperatura jest zawsze wyra»ona w kelwinach (∆T =∆t, ale
T ̸= t).
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Ci±nienie (p) jest nast¦pnym podstawowym parametrem stanu ukªadu. Jego de�nicj¦ ju»
poznali±my w Rozdziale 8.

Obj¦to±¢ (V ) jest trzecim podstawowym parametrem stanu. Oczywi±cie jest to miara prze-
strzeni, jak¡ ciaªo lub ukªad zajmuje w okre±lonych warunkach. O ile dla ciaª staªych, a
nawet cieczy jest to do±¢ oczywista wielko±¢, bo jest raczej staªa (zmienia si¦ co najwy»ej w
niewielkim zakresie), to w przypadku gazów ma du»e znaczenie, bo silnie zmienia si¦ w za-
le»no±ci od warunków ci±nienia i temperatury. Jednostk¡ obj¦to±ci jest [m3] lub odpowiednia
(pod)wielokrotno±¢.

Energia wewn¦trzna (U) jest caªkowit¡ energi¡ zgromadzon¡ wewn¡trz ciaªa lub ukªadu
cz¡steczek. Jest to wi¦c suma energii kinetycznych i potencjalnych ciaªa lub caªego ukªadu
(makroskopowo, np. lec¡cej kulki ±niegu), ale te» wszystkich indywidualnych cz¡steczek i od-
dziaªywa« mi¦dzy nimi (mikroskopowo: energie kinetyczne cz¡steczek wody, wi¡za« chemicz-
nych molekuª itd.). Mówimy, »e energia wewn¦trzna jest termodynamiczn¡ funkcj¡ stanu,
tzn. zale»y jedynie od parametrów stanu (p,V,T ) na pocz¡tku i na ko«cu jakiego± procesu, a
nie zale»y od stanów po±rednich. (Zauwa»my pewn¡ analogi¦ do siª zachowawczych.) W przy-
padku gazu doskonaªego (de�nicja ni»ej) energia wewn¦trzna zale»y jedynie od temperatury
gazu:

∆U = nCV∆T lub dU = nCV dT (9.1.)

gdzie n jest liczb¡ moli gazu, a CV ciepªem molowym przy staªej obj¦to±ci (de�nicja ni»ej).

Ciepªo (Q) jest miar¡ tego, ile energii (wewn¦trznej) jest przekazywane w procesie cieplnym,
ma wi¦c jednostk¦ energii. Mówimy, »e ciepªo jest jednym ze sposobów przekazywania energii
wewn¦trznej. Przekazowi ciepªa nie zawsze towarzyszy wzrost lub spadek temperatury, jakby
si¦ mogªo wydawa¢ (przemiana izotermiczna!). Ciepªo nie jest funkcj¡ stanu.

Ciepªo przemiany (L) to ciepªo potrzebne do tego, aby zaszªa przemiana fazowa (taka
jak topnienie, parowanie itd.) okre±lonej masy substancji. Przemiana fazowa zachodzi w
okre±lonej temperaturze, typowej dla danej substancji, w danych warunkach ci±nienia (np.
woda wrze w ni»szej temperaturze w Himalajach, ni» na pla»y w Darªowie, bo ci±nienie tam
jest o wiele ni»sze), zatem ciepªo Q dostarczone lub oddane w trakcie przemiany nie zale»y
od temperatury. Z ka»d¡ przemian¡ uto»samiamy z kolei charakterystyczne ciepªo przemiany
L
[
J
kg

]
, np. ciepªo zamarzania wody (równe ciepªu topnienia lodu) jest równe 333,7 kJ/kg.

Ciepªo Q wymienione w trakcie przemiany fazowej masy m wyra»a si¦ wzorem:

Q = mL (9.2.)

Praca termodynamiczna (W ) jest kolejnym sposobem przekazu energii wewn¦trznej. My
b¦dziemy zawsze rozumie¢ prac¦ termodynamiczn¡ jako prac¦ obj¦to±ciow¡, czyli zwi¡zan¡
ze zmian¡ obj¦to±ci przy danym ci±nieniu. Przykªadowo, rozszerzaj¡cy si¦ gaz wykonuje
prac¦ dodatni¡ (gaz �sam si¦ rozpr¦»a�), dlatego wzór na prac¦ wykonan¡ przez gaz jest
nast¦puj¡cy:

praca gazu Wg = p∆V lub dWg = pdV (9.3.)

Przy rozpr¦»aniu obj¦to±¢ ro±nie, wi¦c ∆V > 0, czyli Wg > 0. Praca wykonana nad gazem
(przez siª¦ zewn¦trzn¡) jest przeciwna do pracy gazu: W = −Wg:

praca nad gazem W = −p∆V lub dW = −pdV (9.4.)
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Zauwa», »e w powy»szych wzorach ci±nienie nie musi by¢ staªe, »eby policzy¢ prac¦ w jakiej±
przemianie b¦dziemy musieli czasem caªkowa¢. Zgodnie z de�nicj¡, prac¦ mo»emy zawsze
policzy¢ jako pole pod krzyw¡ p(V ) na diagramie (p,V ).

Gaz doskonaªy jest modelem �zycznym, który zakªada, »e cz¡steczki gazu nie oddziaªuj¡ ze
sob¡ inaczej, jak tylko poprzez zderzenia spr¦»yste. Nie wyst¦puj¦ mi¦dzy cz¡steczkami np.
przyci¡ganie/odpychanie kulombowskie, czy cz¡steczkowe (np. van der Waalsa), nast¦puje
jedynie przekaz energii kinetycznej i p¦du, jak w zderzeniach spr¦»ystych sztywnych kulek.
Cz¡steczki gazu mog¡ przy tym jednak by¢ wieloatomowe. W zadaniach w tym skrypcie
zawsze b¦dziemy stosowa¢ przybli»enie gazu doskonaªego.

Stopnie swobody gazu okre±laj¡ jak¡ swobod¦ ruchów ma dana cz¡steczka. Mo»emy mie¢
do czynienia z ruchem posuwistym (translacje) w 3 kierunkach przestrzeni, drganiami (rota-
cje) wzgl¦dem prostopadªych osi, a tak»e drganiami wewn¦trznymi cz¡stek (oscylacje, np. w
dwuatomowej cz¡steczce azotu, atomy mog¡ drga¢ w zgodnej lub przeciwnej fazie - do siebie
i od siebie, albo zgodnie). Te ostatnie stopnie swobody b¦dziemy pomija¢, bo ich wpªyw w
temperaturze pokojowej na energi¦ gazu jest najmniejszy (pomijalny). Liczba stopni swobo-
dy (f) zale»y od rodzaju cz¡steczek, i tak mamy (w trzech wymiarach):

- cz¡steczka 1-atomowa: f = 3, bo wyst¦puj¡ 3 translacje.
- cz¡steczka 2-atomowa: f = 5, bo oprócz 3 translacji wyst¦puj¡ 2 rotacje.
- cz¡steczka 3- i wi¦cej-atomowa: f = 6, bo dochodzi dodatkowa 1 rotacja.

Ciepªo wªa±ciwe (cw) i molowe (C). Ciepªo wªa±ciwe jest staª¡ materiaªow¡, charak-
teryzuj¡c¡ zdolno±¢ substancji do gromadzenia (i oddawania) ciepªa. Jest to ilo±¢ ciepªa
potrzebna, aby jednostk¦ masy ciaªa podgrza¢ o jednostk¦ temperatury. Jednostk¡ ciepªa
wªa±ciwego jest

[
J

kg·K

]
lub

[
J

kg·◦C

]
. Szczególnie wa»ne jest ciepªo wªa±ciwe wody, wynosi ono

ok. 4190 J/kg·K. Przy pomocy tej wielko±ci de�niuje si¦ jednostk¦ energii - kaloria (cal).
Energia równa 1 cal jest równowa»na ciepªu, potrzebnemu do podgrzania 1 g wody o 1◦C,
czyli 1 cal = 4,19 J.
Ciepªo molowe okre±la, ile ciepªa nale»y dostarczy¢, aby o 1 K (lub 1◦C) ogrza¢ 1 mol substan-
cji. Jednostka jest wi¦c analogiczna. Dla gazu doskonaªego ciepªo molowe zale»y od rodzaju
przemiany. Wprowadzamy poj¦cia: ciepªa molowego przy staªej obj¦to±ci (CV ) i przy staªym
ci±nieniu (Cp). Ciepªo molowe przy staªej obj¦to±ci zale»y jedynie od liczby stopni swobody
gazu:

CV =
f

2
R (9.5.)

gdzie R = 8,31 J
mol·K - staªa gazowa. Ciepªo przy staªym ci±nieniu Cp jest zwi¡zane z CV :

Cp − CV = R (9.6.)

W oparciu o dwa powy»sze wzory ªatwo znajdziemy ciepªa molowe wszystkich gazów. Pa-
mi¦tajmy, »e powy»sze wzory dotycz¡ jedynie gazu doskonaªego. Zgodnie z de�nicj¡ ciepªa
molowego mo»emy zapisa¢:

C =
1

n

dQ

dT
⇒ dQ = nCdT (9.7.)

gdzie n jest liczb¡ moli gazu. Szczególnie ten drugi wzór b¦dzie dla nas przydatny przy stoso-
waniu I zasady termodynamiki w ró»nych przemianach gazowych. Oczywi±cie w przypadku
przemiany przy staªym V (lub p) napiszemy CV (lub Cp) we wzorze. Analogicznie mo»emy
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zapisa¢ wzór na ciepªo dostarczone do masy m ciaªa o cieple wªa±ciwym cw, powoduj¡ce
wzrost temperatury o ∆T :

Q = mcw∆T (9.8.)

Warunki normalne w �zyce i chemii oznaczaj¡ (cho¢ mog¡ si¦ ró»ni¢, w zale»no±ci od pod-
r¦cznika i �umowy�): t = 0 ◦C (T = 273,15K, cz¦sto zaokr¡glamy do 273 K), p = 1013,25 hPa.
Spotykamy si¦ tak»e z poj¦ciem temperatury pokojowej, mamy wtedy na my±li najcz¦±ciej
t = 25 ◦C (T = 298 K).

Przykªady

1. Wyprowad¹ wzór wi¡»¡cy ciepªo wªa±ciwe i ciepªo molowe.
Poniewa» cw jest liczone na jednostk¦ masy, a C na mol, to oba ciepªa s¡ powi¡zane za
pomoc¡ wielko±ci �zycznej, wi¡»¡cej mas¦ i liczb¦ moli. Innymi sªowy: jaka wielko±¢
�zyczna ma jednostk¦ masy na mol? Jest to masa molowa µ

[
g

mol

]
. W cieple molowym

jednostka �mol� wyst¦puje w mianowniku, a wi¦c musimy C podzieli¢ przez µ, aby
dosta¢ cw. Poprawny zwi¡zek ciepeª jest wi¦c nast¦puj¡cy: cw = C

µ
(uwaga na poprawn¡

jednostk¦ masy: kg ↔ g).

2. Oblicz ciepªo molowe przy staªej obj¦to±ci azotu i przy staªym ci±nieniu argonu.
Azot jest gazem o 2-atomowej cz¡steczce, N2. Ma wi¦c f = 5 stopni swobody. W takim
razie, zgodnie ze wzorem (9.5.), CN2

V = 5
2
R. Argon jest gazem szlachetnym, który zawsze

jest jednoatomowy, Ar. Zatem dla argonu f = 3 oraz CAr
p = 3

2
R+R = 5

2
R. Jak b¦dzie

dla dwutlenku w¦gla, CO2?

3. Wró¢my do rozwi¡zania Przykªadu 2 z Rozdziaªu 4.1.. Zaªó»my, »e nó»ki szafy s¡ wy-
konane z mosi¡dzu, dla którego ciepªo wªa±ciwe wynosi 377 J/kg·K, a ich masa to 200
g, ka»da. O ile wzrosªa temperatura nó»ek szafy po przesuni¦ciu jej na odlegªo±¢ 2 m,
je±li przyjmiemy, »e 75% strat energii poszªo na ciepªo?
Siªa tarcia wykonaªa prac¦ w wysoko±ci −300 J. Zakªadamy, »e tylko 3/4 (η = 75%)
tej straty energii poszªa na zmian¦ energii wewn¦trznej (mo»emy te» powiedzie¢: na
wzrost energii termicznej ciaªa), a wi¦c zostaªa przekazana w postaci ciepªa, czyli
Q = 0,75|WT |. Reszta to np. straty na odksztaªcenie (wykrzywienie) nó»ek lub podªogi
(porysowanie). Skorzystamy ze wzoru na ciepªo (9.8.), mamy wszystkie dane. Caªko-
wita masa mosi¦»nych nó»ek to m = 800 g = 0,8 kg (szafa ma raczej 4 nó»ki), ciepªo
wªa±ciwe mosi¡dzu cw = 377 J/kg·K, a Q = 225 J. Po przeksztaªceniu mamy:

∆T =
Q

mcw
≈ 0,75K = 0,75 ◦C

Do±¢ niewiele. Jak podgrza¢ nó»ki szafy o 3 ◦C? Najpro±ciej chyba przesun¡¢ szaf¦ na
odlegªo±¢ 4-razy wi¦ksz¡

(
Q = ηfgs

cw

)
. W tym wzorze wida¢ te», »e przyrost temperatury

nie zale»y od masy nó»ek, bo i ciepªo Q, i praca tarcia WT od masy zale»¡ (w efekcie
m si¦ redukuje).
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9.1.1. Rozszerzalno±¢ cieplna

Pod wpªywem zmiany temperatury, wi¦kszo±¢ ciaª zmienia swoje rozmiary. Najcz¦±ciej ze
wzrostem temperatury rosn¡ wymiary ciaª. Mówimy wi¦c o rozszerzalno±ci cieplnej (termicz-
nej) ciaª. Dodatkowo, je±li zmiany temperatur nie s¡ bardzo du»e, rozszerzalno±¢ cieplna ma
charakter liniowy (dªugo±¢ ro±nie wprost proporcjonalnie do ró»nicy temperatur). Mo»emy
to uj¡¢ w postaci wzoru:

Rozszerzalno±¢ liniowa: l = l0(1 + α∆T ) = l0 (1 + α(T − T0)) (9.9.)

gdzie: l0 - pocz¡tkowa dªugo±¢ ciaªa w temperaturze T0; l - dªugo±¢ ciaªa w temperaturze T ;
α staªy wspóªczynnik rozszerzalno±ci liniowej (staªa materiaªowa o jednostce 1/K). Wspóª-
czynnik α dla typowych substancji jest bardzo maªy, np. dla »elaza wynosi αFe = 1,1 · 10−5

1/K, podobnego rz¦du jest dla innych metali. Efekt rozszerzalno±ci liniowej jest wi¦c bardzo
niewielki. Przykªadowo »elazny pr¦t o dªugo±ci 1 m zmierzonej w temp. 0 ◦C, b¦dzie miaª
dªugo±¢ 1,00028 m w temperaturze pokojowej (wydªu»y si¦ o 0,28 mm). Na pozór efekt jest
do pomini¦cia. Jednak »elazna szyna tramwajowa o dªugo±ci 18 m w temperaturze 0 ◦C w
upalny dzie« (szyna mo»e si¦ wtedy ªatwo rozgrza¢ do 50 ◦C) wydªu»a si¦ o prawie 1 cm.
Dla dªu»szych szyn wydªu»enie jest oczywi±cie wi¦ksze. Je»eli dystans mi¦dzy dwiema s¡-
siednimi szynami jest zbyt maªy, dochodzi np. do wybrzusze«, co jest cz¦stym problemem
np. krakowskiej komunikacji miejskiej.
Obiekty pªaskie lub przestrzenne doznaj¡ rozszerzalno±ci powierzchniowej lub obj¦to±cio-
wej. Zakªadamy, »e obiekty rozszerzaj¡ si¦ izotropowo - tzn. tak samo w ka»dym kierunku.
Dlatego mo»emy ªatwo zde�niowa¢ efekt rozszerzalno±ci ciaª pªaskich i obj¦to±ciowych.

Rozszerzalno±¢
- powierzchniowa: S = S0 (1 + α∆T )2 ≈ S0 (1 + 2α∆T ) = S0 (1 + β∆T )

- obj¦to±ciowa: V = V0 (1 + α∆T )3 ≈ V0 (1 + 3α∆T ) = V0 (1 + γ∆T )

(9.10.)

W powy»szych wzorach przyj¦li±my uproszczenie sªuszne dla maªych warto±ci α. Jak pami¦-
tamy rzeczywi±cie α ≈ 10−6. St¡d wy»sze ni» pierwsza pot¦gi α mogli±my pomin¡¢. Cieka-
wym wynikiem tego przybli»enia jest fakt, »e wspóªczynniki rozszerzalno±ci powierzchniowej
i obj¦to±ciowej mo»emy ªatwo znale¹¢, gdy znamy wspóªczynnik α: β = 2α, γ = 3α.

Przykªady

1. Jak bardzo skurczy si¦ sze±cienna kostka wykonana z oªowiu po schªodzeniu z tempe-
ratury pokojowej do temperatury ciekªego azotu (−196 ◦C), je±li dªugo±¢ boku kost-
ki wynosiªa pierwotnie 1 cm? Wspóªczynnik rozszerzalno±ci liniowej oªowiu wynosi
αPb = 3 · 10−11 1/K.
Bok kostki po schªodzeniu ma dªugo±¢ a = 0,9934 a0 = 0,9934 cm. Zatem obj¦to±¢
wynosi V = a3 = 0,98 a30 = 0,98V0 = 0,98 cm3. Kostka skurczy si¦ zatem o ok.
2%. Ten sam wynik powinni±my otrzyma¢ korzystaj¡c ze wzoru (9.10.). Sprawd¹my.
V = a30(1 + 3αPb) = 0,98V0 = 0,98 cm3. Potwierdzili±my tym samym, »e przybli»enie
we wzorze (9.10.) dziaªa.
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9.2. I zasada termodynamiki

Jest to zasada termodynamiki, która wyra»a jakby zasad¦ zachowania energii. Jej tre±¢
mówi, »e zmiana energii wewn¦trznej ciaªa lub ukªadu (np. gazu) zachodzi poprzez przekaz
ciepªa lub wykonanie nad ciaªem lub ukªadem pracy.

∆U = Q+W = Q− p∆V lub dU = dQ+ dW = dQ− pdV (9.11.)

Zwró¢my uwag¦ szczególnie na �−� we wzorach. Zapisali±my I zasad¦ zarówno w postaci ma-
kroskopowej (z deltami), jak i ró»niczkowej. Obie nam si¦ przydadz¡ w zadaniach. Dlaczego
nie zapisujemy ∆Q i ∆W? Ciepªo i praca nie s¡ funkcjami stanu (nie da si¦ poda¢ ciepªa
jako funkcji p1, V1, T1 w stanie 1). Nie ma sensu zapyta¢ o ciepªo gazu w stanie w warunkach
normalnych. Ciepªo i praca same w sobie s¡ �zmian¡� (energii). Dlatego piszemy Q i W ,
zamiast ∆Q i ∆W . I zasada termodynamiki obowi¡zuje dla gazów, cieczy i ciaª staªych.

Przykªady

1. Je»eli do gazu dostarczono ciepªo w wysoko±ci 500 J, a jego energia wewn¦trzna wzrosªa
o 300 J, to czy gaz zostaª spr¦»ony, czy si¦ rozpr¦»yª? Jak¡ prac¦ wykonaª gaz?
Zgodnie z I zasad¡ termodynamiki, zapiszemy: ∆U = Q + W ⇒ W = ∆U − Q.
Wiemy, »e Q = 500 J oraz ∆U = 300 J. Po podstawieniu danych mamy: W = −200 J.
Poniewa» W = −p∆V < 0, to ∆V > 0, czyli V2 > V1, a wi¦c gaz ulegª rozpr¦»eniu.
Praca W to praca nad gazem, praca gazu wynosi wi¦c Wg = −W = 200 J i jest
dodatnia.

2. O ile wzrosªa temperatura 20 moli azotu, który przy staªym ci±nieniu 1000 hPa ±ci±ni¦to
od obj¦to±ci 1,5 m3 do obj¦to±ci 0,5 m3? Oblicz przy u»yciu I zasady termodynamiki.
Jak si¦ oka»e, nie ma znaczenia to, »e spr¦»anym gazem jest azot. Natomiast, znamy
CV azotu z przykªadu w poprzednim podrozdziale. Zapiszmy I zasad¦ termodynamiki
dla przemiany z zadania:

nCV∆T = nCp∆T − p∆V

Mogli±my zapisa¢ Q = nCp∆T , bo przemiana zachodzi przy staªym ci±nieniu. Z kolei
∆U = nCV∆T zawsze w przypadku gazu doskonaªego. Z tre±ci zadania wiemy, »e
∆V = V2 − V1 = −1 m3 (∆V < 0, bo gaz jest spr¦»any). Po przeksztaªceniu mamy

∆T =
−p∆V

n(Cp − CV )
=

−p∆V
nR

= 601,7 K

3. Pewna liczba moli helu rozpr¦»a si¦ przy staªym ci±nieniu p, zwi¦kszaj¡c trzykrotnie
swoj¡ obj¦to±¢. Jaka byªa pierwotna obj¦to±¢ helu, je±li w wyniku procesu gaz pobraª
ciepªo Q?
Zapiszemy oczywi±cie I zasad¦ termodynamiki, przy czym ∆V = 2V1, bo gaz trzy-
krotnie zwi¦kszyª swoj¡ obj¦to±¢. V1 jest pocz¡tkow¡ obj¦to±ci¡, której szukamy. Nie
znamy ∆T , ale mamy Q, wi¦c ∆T = Q

nCp
(proces przy staªym p). Podstawiamy:

nCV∆T = nCp∆T − 2pV1 ⇒ V1 =
n(Cp − CV )

2p
∆T =

Q

2p

(
1− CV

Cp

)
Zauwa»my, »e zgodnie z (9.6.) zawsze mamy CV < Cp, zatem V1 > 0, co jest po»¡danym
wynikiem. Liczba moli helu nie byªa potrzebna.
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4. Oblicz zmian¦ energii wewn¦trznej 100 g wody o pocz¡tkowej temperaturze 20 ◦C,
któr¡ doprowadzamy do wrzenia, a nast¦pnie w caªo±ci odparowujemy. Caªy proces
zachodzi bez zmiany ci±nienia przy ci±nieniu normalnym.
I zasada mówi, »e energia wewn¦trzna ukªadu ro±nie kosztem dostarczonego ciepªa
i wykonanej pracy. Aby ogrza¢ wod¦, a nast¦pnie j¡ odparowa¢, musimy dostarczy¢
ciepªa w wysoko±ci ciepªa potrzebnego do zwi¦kszenia temperatury od 20 do 100 ◦C
oraz ciepªa przemiany wody w par¦ wodn¡ w temp. 100 ◦C. Pami¦tamy wzory na oba
ciepªa ((9.2.) oraz (9.8.)). Ciepªo wªa±ciwe wody wynosi cw = 4200 J/kg·K, ciepªo
parowania wody to L = 2257 000 J/kg. Zatem:

Qdost = Q20→100 ◦C +Qprzemiany = mcw∆T +mL = 259 300 J

Zauwa»my, »e ciepªo parowania L jest du»o wi¦ksze ni» ciepªo wªa±ciwe wody. Du»o
trudniej wi¦c odparowa¢ 100 g wody ni» podgrza¢ j¡ o 80 ◦C, bo wymaga to dostar-
czenia wi¦kszego ciepªa.
Prac¦ wykonan¡ nad wod¡ w trakcie ogrzewania do temperatury wrzenia mo»emy z
powodzeniem pomin¡¢. Oczywi±cie wyst¦puje tu efekt rozszerzalno±ci cieplnej wody,
ale mo»emy przyj¡¢, »e jest on niewielki. Znacz¡cy wzrost obj¦to±ci natomiast wyst¦-
puje podczas przemiany wody w par¦. Prac¦ obliczymy ze wzoru W = −p ·∆V = −p ·
(Vp − Vw), gdzie obj¦to±ci wynosz¡: Vp = m

ρp
, Vw = m

ρw
, a g¦sto±ci wody i pary s¡ znane

(ρw = 1000 kg/m3, ρp = 0,6 kg/m3). Ci±nienie normalne oznacza 1013,25 hPa.

W = −p ·
(
m

ρp
− m

ρw

)
= −16 877 J

Po pierwsze, obj¦to±¢ pary jest ok. 1700 razy wi¦ksza ni» obj¦to±¢ tej samej masy wody
(wynika to z ró»nicy g¦sto±ci). Po drugie, praca wykonana nad ukªadem jest ujemna
(obj¦to±¢ ro±nie, wi¦c to ukªad sam wykonuje prac¦ kosztem dostarczonego ciepªa).
Podsumowuj¡c, zmiana energii wewn¦trznej wynosi:

∆U = Qdost +W = 259 000− 16 877 = 242 123 J

Energia wewn¦trzna ukªadu wzrosªa.

9.3. Równanie stanu gazu, przemiany

Stan gazu opisany jest przy pomocy parametrów stanu: p, V, T . S¡ to parametry nie-
zale»ne, jednak s¡ ze sob¡ powi¡zane równaniem stanu. Równanie stanu gazu doskonaªego
nazywamy równaniem Clapeyrona i zapisujemy wzorem:

pV = nRT lub
pV

T
= const (9.12.)

Poniewa» liczb¦ moli n mo»na powi¡za¢ z liczb¡ cz¡steczek N , a staª¡ gazow¡ R ze staª¡
Boltzmanna kB, relacjami:

n =
N

NA

R = kBNA (9.13.)

to równanie Clapeyrona przedstawia si¦ cz¦sto w postaci:

pV = NkBT (9.14.)
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Staªa Boltzmanna kB = 1,38 · 10−23 J/K.

Jak rozumie¢ równanie Clapeyrona i jak je stosowa¢? Najcz¦±ciej b¦dziemy u»ywa¢ równania
stanu, aby obliczy¢ jaki± parametr stanu 1 (np. p1), je±li znamy pozostaªe parametry tego
stanu (V1,T1) i liczb¦ moli n. W naszych zadaniach liczba moli raczej nie b¦dzie si¦ zmienia¢
w ró»nych stanach, dlatego oznaczyli±my j¡ po prostu n, bez indeksu 1. Cz¦sto jednak nie
znamy liczby moli, ale znamy parametry gazu w innym stanie 2 (p2,V2,T2). Wtedy nieznany
parametr (np. p1) obliczymy, zapisuj¡c (dla staªej liczby moli):

p1V1
T1

=
p2V2
T2

(9.15.)

Pami¦tamy, »e temperatura jest zawsze wyra»ona w kelwinach, tak»e w równaniu Clapeyro-
na.

Prze±ledzimy teraz 4 podstawowe przemiany gazowe. Przemiany te charakteryzuj¡ si¦ tym,
»e zachowany jest w nich jeden z parametrów termodynamicznych (p, V, T ), lub ciepªo (Q),
st¡d te» nazywamy je odpowiednio: izobaryczn¡, izochoryczn¡, izotermiczn¡ i adiabatyczn¡.
Przebieg przemiany gazowej cz¦sto obrazujemy na wykresach, których dwie osie pokazu-
j¡ zmiany dwóch niezale»nych parametrów. Mog¡ to by¢ wykresy (p,V ), (V,T ), czy (p,T ).
Oczywi±cie mo»emy zawsze zamieni¢ miejscami osie (i rysowa¢ np. wykres (V,p)).

9.3.1. Przemiana izobaryczna

Zachowanym parametrem jest ci±nienie, p = const. Równanie przemiany izobarycznej
jest nast¦puj¡ce:

V

T
= const lub

V1
T1

=
V2
T2

(9.16.)

Wykres tej przemiany ma diagramie (p,V ) przedstawiono na Rysunku 9.1.a, jest to funk-
cja staªa (ci±nienie si¦ nie zmienia). Krzyw¡ przemiany na dowolnym diagramie nazywamy
izobar¡. I zasada termodynamiki zapisana dla przemiany izobarycznej ma dokªadnie posta¢
wzoru (9.11.) w zapisie makroskopowym. Poniewa» p = const nie ma potrzeby caªkowa-
nia. W przemianie izobarycznej ªatwo te» zde�niowa¢ ciepªo w funkcji zmiany temperatury:
Q = nCp∆T , gdzie Cp jest ciepªem molowym przy staªym ci±nieniu. Wobec tego I zasada
ma posta¢:

nCV∆T = nCp∆T − p∆V (9.17.)

9.3.2. Przemiana izochoryczna

W tej przemianie nie zmienia si¦ obj¦to±¢ gazu, V = const. Skoro tak, to praca wykonana
nad gazem jest zerowa, bo ∆V = 0. Bardzo ªatwo zapiszemy wi¦c I zasad¦ termodynamiki
dla tej przemiany:

nCV∆T = Q lub nCV dT = dQ (9.18.)

Tym razem Q ̸= nCp∆T , bo nie mo»emy stosowa¢ wielko±ci Cp (ci±nienie si¦ zmienia w
przemianie izochorycznej). W przemianie izochorycznej W = 0, wi¦c ciepªo jest równe zmia-
nie energii wewn¦trznej, Q = ∆U = nCV∆T . Równanie stanu przemiany izochorycznej jest
nast¦puj¡ce:

p

T
= const lub

p1
T1

=
p2
T2

(9.19.)
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Zapisu ró»niczkowego u»yjemy, gdy np. znamy zmian¦ ci±nienia lub temperatury, a nie ob-
j¦to±ci. Krzywa przemiany izochorycznej, nazywana izochor¡, ma na diagramie (p,V ) posta¢
prostej pionowej o równaniu V = const.

9.3.3. Przemiana izotermiczna

Przemiana izotermiczna zachodzi w staªej temperaturze, T = const. Równanie przemiany
jest nast¦puj¡ce:

pV = const lub p1V1 = p2V2 (9.20.)

Izoterma, czyli krzywa przemiany izotermicznej, jest na diagramie (p,V ) hiperbol¡ o rów-
naniu p = const

V
, jak na Rysunku 9.1.c. Skoro T = const, to ∆T = 0, a wi¦c ∆U = 0

- zmiana energii wewn¦trznej gazu jest zerowa. Oznacza to, »e gaz mo»e wykona¢ dodatni¡
prac¦ jedynie kosztem dostarczonego ciepªa. Innymi sªowy, caªe ciepªo dostarczone do gazu
jest przeznaczone na wykonanie przez niego pracy, albo, równowa»nie, praca nad gazem w
caªo±ci powoduje dostarczenie do gazu ciepªa. I zasada dynamiki w przemianie izotermicznej
wygl¡da nast¦puj¡co:

Q = −W czyli dQ = pdV (9.21.)

Nie mo»emy u»y¢ postaci makroskopowej (z deltami), bo ci±nienie si¦ zmienia w przemianie
izotermicznej. Musimy caªkowa¢. Ciekawym zagadnieniem jest obliczenie pracy wykonanej
przez gaz w przemianie izotermicznej. Zaªó»my, »e mamy do czynienia z izotermicznym
spr¦»aniem od stanu p1,V1 do stanu p2,V2 w staªej temperaturze T . Ile wynosi praca gazu w
tej przemianie?

Wg,1→2 =

∫ 2

1

dWg =

∫ V2

V1

pdV =

∣∣∣∣ pV = nRT
p = nRT

V

∣∣∣∣ = ∫ V2

V1

nRT

V
dV = nRT ln

V2
V1

(9.22.)

Nie mogli±my od razu caªkowa¢ wyra»enia pdV , bo ci±nienie si¦ zmienia, jest funkcj¡ V .
Dlatego musieli±my zrobi¢ podstawienie i pokaza¢ jawn¡ zale»no±¢ p od zmiennej caªkowania
V . Oczywi±cie mo»na byªo zmieni¢ zmienn¡ caªkowania i caªkowa¢ po p. Dostaliby±my wtedy
wzór

Wg,1→2 = nRT ln
p1
p2

(9.23.)

Poniewa» chodziªo nam o spr¦»anie izotermiczne, to V2 < V1, a wi¦c praca gazu jest ujemna:
Wg,1→2 = −nRT ln V1

V2
= −nRT ln p2

p1
. Praca wykonana nad gazem jest oczywi±cie przeciw-

na (w tym przypadku dodatnia). W przemianie izotermicznej mamy (9.21.), a wi¦c ciepªo
jest ujemne w procesie spr¦»ania. To jest logiczne - gaz oddaje ciepªo do otoczenia w trak-
cie spr¦»ania w ilo±ci równej, co do warto±ci bezwzgl¦dnej, wykonanej nad nim pracy. Do
zapami¦tania: praca w przemianie izotermicznej jest dana funkcj¡ logarytmiczn¡ stosunku
obj¦to±ci lub ci±nienia.

9.3.4. Przemiana adiabatyczna

Przemiana adiabatyczna zachodzi bez wymiany ciepªa z otoczeniem, Q = 0. Zwró¢my
uwag¦: ciepªo jest zerowe, ale nie oznacza to staªej temperatury. Temperatura w przemia-
nie adiabatycznej si¦ zmienia. (Podobnie w przemianie izotermicznej ciepªo nie jest zerowe
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mimo staªej temperatury.) Wobec tego I zasada termodynamiki mo»e by¢ zapisana dla tej
przemiany nast¦puj¡co:

∆U = W = −p∆V czyli dU = −pdV (9.24.)

Czasem mówi si¦ te», »e ciepªo molowe przemiany adiabatycznej jest równe zero (skoroQ = 0,
to Cadiab = 0, bo∆T ̸= 0). Równanie stanu dla przemiany adiabatycznej mo»na wyprowadzi¢
z I zasady termodynamiki, nCV dT = −pdV , i równania Clapeyrona, co jednak jest do±¢
skomplikowane i wymaga dªu»szego rachunku, wi¦c je pominiemy. W wyniku otrzymuje si¦
równanie:

pV κ = const lub p1V
κ
1 = p2V

κ
2 (9.25.)

gdzie staªy, bezwymiarowy parametr kappa: κ = Cp

CV
= f+2

f
nazywamy wykªadnikiem adiabaty.

κ jest stosunkiem ciepeª wªa±ciwych przy staªym ci±nieniu i staªej obj¦to±ci i zale»y jedynie
od rodzaju gazu. Tak wi¦c, dla gazu 1-atomowego: κ = 5

3
≈ 1,67, dla gazu 2-atomowego:

κ = 7
5
= 1,4, a dla gazu 3-atomowego: κ = 4

3
≈ 1,33. Wykres przemiany adiabatycznej na

diagramie (p,V ) dany jest hiperbol¡, podobnie jak dla przemiany izotermicznej. Adiabata
ma jednak wi¦ksze nachylenie, bo jej równanie jest nast¦puj¡ce p = const

V κ , a κ > 1 (patrz:
Rysunek 9.1.d).

(a) (b) (c) (d)

Rysunek 9.1.: Wykresy przemian termodynamicznych przedstawione na diagramie (p,V ):
(a) izobara, (b) izochora, (c) izoterma, (d) adiabata.

Przykªady

1. Przedstaw równanie przemiany izobarycznej na diagramie (V,T ).
Izobara na diagramie (p,V ) jest prost¡ poziom¡ o równaniu p = const. Równanie
przemiany izobarycznej to V

T
= const, wi¦c na diagramie (V,T ) izobara jest prost¡

przechodz¡c¡ przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych o równaniu liniowym V = const·T
(Rysunek 9.2.a).

2. Wyra¹ równanie adiabaty poprzez parametry V i T .{
pV κ = const
pV
T

= const
⇒

{
pV κ = const
p = const · T

V

⇒ T
V
· V κ = const ⇒ TV κ−1 = const

3. Podczas przemiany izotermicznej ci±nienie 3 moli gazu zmieniªo si¦ od 1 atm do 5 atm,
a obj¦to±¢ ko«cowa gazu wyniosªa 20 dm3. (a) W jakiej temperaturze zaszªa ta prze-
miana? (b) Jaka byªa pocz¡tkowa obj¦to±¢ gazu? (c) Jak¡ prac¦ wykonaª gaz? (d) Ile
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ciepªa gaz pobraª od otoczenia? (e) O ile wzrosªa energia wewn¦trzna gazu?
(a) Jednostka ci±nienia �atm�, czyli �atmosfera� (�zyczna) jest równa ci±nieniu atmos-
ferycznemu. Mamy wszystkie dane, aby obliczy¢ temperatur¦ przemiany izotermicznej.
Jest to po prostu temperatura w stanie (p2,V2). Skorzystamy z równania Clapeyrona,
które zapiszemy dla stanu ko«cowego (2):

p2V2 = nRT ⇒ T =
p2V2
nR

=
5 · 1013 · 102 Pa · 20 · 10−3m3

3mol · 8,31 J/mol K
= 406,3 K

Hektopaskal to oczywi±cie 102 paskala, dm3 jest równy 10−3 m3, a Pa·m3 = Nm = J.
Musieli±my zamieni¢ jednostki na podstawowe, »eby dosta¢ na ko«cu kelwin.
(b) W stanie pocz¡tkowym (1) gaz miaª oczywi±cie t¦ sam¡ temperatur¦ (przemiana
izotermiczna), wi¦c mo»emy ªatwo obliczy¢ obj¦to±¢ gazu V1, korzystaj¡c z równania
przemiany:

p1V1 = p2V2 ⇒ V1 =
p2V2
p1

=
5 atm · 20 dm3

1 atm
= 100 dm3

Nie zamieniali±my tym razem jednostek na podstawowe, bo (i) atmosfery si¦ upro±ciªy,
(ii) obj¦to±¢ ko«cow¡ wyrazili±my dzi¦ki temu w dm3, tak jak pocz¡tkow¡.
(c) Znamy obj¦to±ci V1 i V2 oraz ci±nienia p1 i p2, dlatego ªatwo policzymy prac¦ gazu,
wykorzystuj¡c równanie (9.22.) lub (9.23.). Zauwa»my, »e V2/V1 = p2/p1 = 5.

Wg = nRT ln
V2
V1

= nRT ln
p1
p2

= 3mol · 8,31 J/mol K · 406,3K · ln 1

5
= −16 302 J

Praca gazu jest ujemna, bo gaz si¦ spr¦»aª (V2 < V1).
(d)+(e) W przemianie izotermicznej nie zmienia si¦ temperatura, wi¦c od razu mo»emy
odpowiedzie¢ na pytanie (e): energia wewn¦trzna gazu si¦ nie zmieniªa, ∆U = 0. Zatem
ciepªo: 0 = Q −Wg ⇒ Q = Wg = 16,3 kJ. Ciepªo jest dodatnie, a wi¦c gaz pobraª je
od otoczenia, co wi¦cej, w caªo±ci zamieniª je na prac¦.

(a) Izobara na diagramie (V,T ) dana jest li-

ni¡ prost¡ V = const ·T , przechodz¡c¡ przez

pocz¡tek ukªadu.

(b) Dwuetapowa przemiana z Przykªadu 4:

izochoryczne ogrzewanie (1)→(2), izobarycz-

ne spr¦»anie (2)→(3).

Rysunek 9.2.

4. Gaz jednoatomowy ogrzano izochorycznie tak, »e ci±nienie gazu wzrosªo 4-krotnie.
Nast¦pnie gaz spr¦»ono izobaryczne do 1/3 jego obj¦to±ci pocz¡tkowej. (a) Narysuj
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przebieg caªego procesu na diagramie (p,V ). (b) Oblicz zmian¦ temperatury w tym
dwuetapowym procesie. (c) Jak¡ prac¦ wykonano nad gazem? (d) Ile ciepªa gaz oddaª
do otoczenia? (e) Jaka jest caªkowita zmiana energii wewn¦trznej gazu? Dane s¡: ci-
±nienie pocz¡tkowe p0, obj¦to±¢ pocz¡tkowa V0, liczba moli n.
(a) Przyjmijmy oznaczenia: przemiana izochoryczna (1)→(2), przemiana izobaryczna
(2)→(3). Wykres przedstawiono na Rysunku 9.2.b.
(b) Z tre±ci zadania i z wykresu (p,V ) widzimy, »e:
(p1=p0,V1=V0,T1), (p2=4p0,V2=V0,T2), (p3=4p0,V3=

1
3
V0,T3).

Dla ka»dego punktu na wykresie mo»emy zapisa¢ równanie Clapeyrona i obliczy¢ nie-
znane temperatury:

T1 =
p1V1
nR

=
p0V0
nR

, T2 =
p2V2
nR

=
4p0V0
nR

, T3 =
p3V3
nR

=
4
3
p0V0

nR

Tak wi¦c caªkowita zmiana temperatury w tym dwuetapowym procesie wynosi

T3 − T1 =
1

3

p0V0
nR

Zauwa»my, »e gaz osi¡ga najwy»sz¡ temperatur¦ w stanie (2), wtedy jest ona a» 4-razy
wy»sza ni» pocz¡tkowa p0V0

nR
.

(c) Prac¦ wykonan¡ nad gazem od stanu (1) do (3) obliczymy jako sum¦ pracy w prze-
mianach (1)→(2) oraz (2)→(3). W pierwszym etapie mamy do czynienia z przemian¡
izochoryczn¡, wi¦c W1→2 = 0. W drugim etapie zachodzi przemiana izobaryczna (przy
staªym p), wi¦c skorzystamy z de�nicji (9.4.):W2→3 = −p2∆V = −p2(V3−V2) = 8

3
p0V0

(W > 0, bo gaz jest spr¦»any). Zatem caªkowita praca wynosi

W1→2→3 =
8

3
p0V0

Zauwa»my, »e jest to tak»e pole pod wykresem p(V ).
(d) Caªkowite ciepªo wymienione z otoczeniem te» b¦dzie sum¡ ciepeª z obu przemian.
W procesie izochorycznym mamy
Q1→2 = nCV∆T = nCV (T2 − T1) = n · 3

2
R · 3p0V0

nR
= 9

2
p0V0.

W procesie izobarycznym:
Q2→3 = nCp∆T = nCp(T3 − T2) = n · 5

2
R
(
−8p0V0

3nR

)
= −20

3
p0V0.

W takim razie:

Q1→2→3 = Q1→2 +Q2→3 =
9

2
p0V0 −

20

3
p0V0 = −13

6
p0V0

Ciepªo caªkowite jest ujemne - gaz rzeczywi±cie oddaª ciepªo do otoczenia, jak sugerowaª
autor zadania.
(e) Oczywi±cie

∆U1→2→3 = Q1→2→3 +W1→2→3 = −13

6
p0V0 +

8

3
p0V0 =

1

2
p0V0

Z drugiej strony mamy wzór de�nicyjny na zmian¦ energii wewn¦trznej gazu doskonaªe-
go:∆U = nCV∆T = nCV (T3−T1) = n· 3

2
R· 1

3
p0V0

nR
= 1

2
p0V0. Zmiana energii wewn¦trznej

jest dodatnia (energia wzrosªa), bo temperatura wzrosªa: ∆T > 0 ⇒ ∆U > 0.
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9.4. Cykl termodynamiczny

Cykl termodynamiczny to ukªad kilku przemian termodynamicznych, które wychodz¡ z
i prowadz¡ do tego samego stanu (p,V,T ). Tworz¡ wi¦c zamkni¦ty ukªad przemian - cykl.
Ukªad �zyczny, który realizuje cykl (obieg) termodynamiczny nazywamy silnikiem termo-
dynamicznym (cieplnym). Pami¦tamy z Podrozdziaªu 9.1., »e energia wewn¦trzna U jest
funkcj¡ stanu - jej zmiana zale»y tylko od stanu pocz¡tkowego i ko«cowego. Zatem dla cyklu
zmiana energii wewn¦trznej jest 0. Z tego wynika, »e caªkowita praca wykonana przez gaz
jest równa wypadkowemu ciepªu dostarczonemu do gazu (jest to ró»nica ciepªa pobranego i
oddanego przez gaz). Mo»emy to zapisa¢ w postaci wzorów:

∆U cykl = 0 oraz Wc = Qpobr − |Qodd| (9.26.)

To jest wa»na wªasno±¢ cyklu, któr¡ b¦dziemy wykorzystywa¢ w zadaniach. Przy cieple
oddanym Qodd piszemy znak warto±ci bezwzgl¦dnej, bo jest ono ujemne (Q < 0 oznacza, »e
ciepªo przepªyn¦ªo od gazu do otoczenia, czyli zostaªo oddane do otoczenia). Interesuje nas
tutaj sama warto±¢ ciepªa oddanego, dlatego pomijamy znak, pisz¡c moduª. Prac¦ caªkowit¡
gazu mo»emy zawsze obliczy¢ jako ró»nic¦ ciepeª (pobrane minus oddane), ale te» jako pole
pod wykresem cyklu na diagramie (p,V ). Cykl tworzy zawsze zamkni¦t¡ krzyw¡ na takim
diagramie (np. prostok¡t, ale cz¦±ciej skªada si¦ z gaª¦zi krzywoliniowych).

Charakterystycznym parametrem danego cyklu jest sprawno±¢ cyklu, któr¡ oznaczamy
zwyczajowo przez η, wyra»amy bezwymiarowo jako uªamek (lub procentowo) i de�niujemy
jako stosunek caªkowitej pracy wykonanej przez gazWc do ciepªa pobranego przez gaz Qpobr:

η =
Wc

Qpobr

=
Qpobr − |Qodd|

Qpobr

= 1− |Qodd|
Qpobr

(9.27.)

Oczywi±cie, sprawno±¢ mo»e wynosi¢ maksymalnie 1 (100%). Czasem w danych technicznych
nowoczesnych urz¡dze« termodynamicznych, np. gazowych kotªów grzewczych, pojawia si¦
informacja o sprawno±ci > 100%. Wynika to z innej de�nicji sprawno±ci - nie jest to spraw-
no±¢ termodynamiczna, która zawsze jest mniejsza ni» 100%.

Mo»emy sobie wymy±li¢ dowolnie wiele ró»nych cykli termodynamicznych, dla których
obliczymy sprawno±¢. Okazuje si¦ jednak, »e istnieje jeden cykl, którego sprawno±¢ ideal-
na (teoretyczna) jest najwi¦ksza mo»liwa, przy danych skrajnych warto±ciach temperatury,
w zakresie których pracuje gaz roboczy (oczywi±cie ci¡gle stosujemy przybli»enie gazu ide-
alnego). Jest to tzw. cykl Carnota, który skªada si¦ z dwóch izoterm i dwóch adiabat.
Przedstawiamy go na diagramie (p,V ) na Rysunku 9.3.. Obliczeniem sprawno±ci cyklu Car-
nota zajmiemy si¦ w przykªadach. Teraz podamy tylko wynik:

ηCarnot =
Tmax − Tmin

Tmax

= 1− Tmin

Tmax

(9.28.)

gdzie przez Tmax i Tmin oznaczyli±my najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ temperatur¦, jak¡ osi¡ga
gaz roboczy w cyklu. Temperatury te czasem nazywa si¦ te»: temperatur¡ chªodnicy - od-
biornika ciepªa oddawanego przez gaz (Tmin) oraz temperatur¡ grzejnika - ¹ródªa wysokiej
temperatury (Tmax). Przykªadowo, je±li skrajne temperatury to 373 K (temp. wrzenia wody)
i 423 K (typowa temp. wody w rurach ciepªowniczych), to sprawno±¢ cyklu Carnota wynosi
ok. 12%. Je±li rozpatrzymy dowolny inny cykl, �pracuj¡cy� w takim przedziale temperatur
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373-423 K, to b¦dzie on miaª zawsze sprawno±¢ ni»sz¡ ni» cykl Carnota. Cz¦sto odnosimy
sprawno±¢ danego cyklu do sprawno±ci cyklu idealnego (Carnota), co daje nam pewn¡ in-
formacj¦ o �skuteczno±ci�, czy �wydajno±ci� tego cyklu. Im ró»nica temperatur jest wi¦ksza,
tym wi¦ksz¡ sprawno±¢ uzyskuje nasz cykl.

Rysunek 9.3.: Przebieg cyklu Carnota: izotermiczne rozpr¦»anie (1)→(2) - temperatura Tmax,
gaz pobiera ciepªo Qpobr; adiabatyczne rozpr¦»anie (2)→(3) - brak wymiany ciepªa, tempe-
ratura spada do Tmin; izotermiczne spr¦»anie (3)→(4) - temperatura Tmin, gaz oddaje ciepªo
Qodd; adiabatyczne spr¦»anie (4)→(1) - brak wymiany ciepªa, temperatura ro±nie z powro-
tem do Tmax.

Czytelnik na pewno zna dwa podstawowe typy silnika spalinowego - benzynowy (czte-
rosuwowy) i Diesla (zwany te» wysokopr¦»nym). Oba silniki realizuj¡ inne cykle termody-
namiczne. W przypadku silnika wysokopr¦»nego jest to cykl Diesla, a w przypadku silnika
benzynowego - cykl Otta. Cykl Otta jest szczególnie prostym cyklem - skªada si¦ z czte-
rech procesów: spr¦»anie adiabatyczne (realizuje suw spr¦»ania), ogrzewanie izochoryczne
(ci±nienie gwaªtownie ro±nie, gdy dochodzi do zapªonu), rozpr¦»anie adiabatyczne (realizuje
cykl pracy) i ochªadzanie izochoryczne (realizuje wydech). Okazuje si¦, co Czytelnik sam
mo»e ªatwo obliczy¢, »e sprawno±¢ cyklu Otta zale»y w bardzo prosty sposób od skrajnych
obj¦to±ci mieszanki paliwowej:

ηOtto = 1−
(
Vmax

Vmin

)1−κ

= 1−
(
Vmin

Vmax

)κ−1

Stosunek obj¦to±ci Vmax

Vmin
mo»emy z dobrym przybli»eniem traktowa¢ jako tzw. stopie« spr¦»a-

nia lub skok tªoka, co jest jednym z podstawowych parametrów technicznych ka»dego silnika.
Je±li silnik ma np. stopie« spr¦»ania równy 7:1, a gaz roboczy (mieszanka paliwowa) jest 3-
lub wi¦cej atomowa (tak naprawd¦ jest to do±¢ skomplikowana mieszanina), to sprawno±¢
takiego silnika spalinowego powinna wynosi¢ η = 47,7%. Sporo!

Przykªady

1. W pewnym cyklu zaobserwowano, »e gaz oddaje do chªodnicy 1500 J ciepªa, a jego
sprawno±¢ wyznaczono na 43,5%. Ile ciepªa musi by¢ dostarczane w tym procesie? Jak¡
prac¦ wykonuje gaz w tym cyklu?
Przeksztaªcamy wzór na sprawno±¢ i otrzymujemy:

Qpobr =
Qodd

1− η
≈ 2655 J
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Praca z kolei to Wc = Qpobr −Qodd = 1155 J.

2. Cykl termodynamiczny skªada si¦ z dwóch izochor i dwóch izobar. Skrajne warto±ci
ci±nienia i obj¦to±ci cyklu wynosz¡ (p0,V0), (2p0,3V0). (a) Przedstaw cykl na diagramie
(p,V ). (b) Oblicz prac¦ wykonan¡ przez gaz. (c) Oblicz ciepªo pobrane i oddane przez
gaz. (d) Sprawd¹, »e rzeczywi±cie ∆U = 0 w tym cyklu. (e) Oblicz sprawno±¢ cyklu i
porównaj j¡ ze sprawno±ci¡ cyklu Carnota.

Rysunek 9.4.

(a) Cykl przedstawiono na Rysunku 9.4..
(b) Caªkowit¡ prac¦ obliczymy bardzo prosto - jako pole pod wykresem (p,V ). Jest to
pole kwadratu o bokach p0 i 2V0, zatem jego pole (i praca gazu) to:

Wc = 2p0V0

Gdyby nasz cykl miaª adiabat¦ lub izoterm¦ na którejkolwiek z gaª¦zi (krzywoliniowy
fragment), to musieliby±my caªkowa¢.
(c) Przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku. Zastanówmy si¦, na których gaª¦ziach gaz
pobiera, a na których oddaje ciepªo? W przemianach izochorycznych gaz nie wykonuje
pracy, a wi¦c ciepªo jest równe zmianie energii wewn¦trznej, czyli proporcjonalne do
zmiany temperatury. Na gaª¦zi (2)→(3) ci±nienie spada, a wi¦c zgodnie z równaniem
przemiany izochorycznej (9.19.) temperatura te» spada. Zatem Q ∼ ∆T < 0 (przy
izochorycznym ochªadzaniu mamy �produkcj¦� ciepªa). Gaz oddaje ciepªo w ilo±ci

Q2→3 = nCV (T3−T2)=nCV T2

(
p3
p2
−1
)
=nCV

p2V2

nR

(
p3
p2
−1
)
= CV

R
V2(p3−p2) = −3p0V0

CV

R
.

W takim razie, na gaª¦zi (4)→(1) gaz pobiera ciepªo (p1 > p4 ⇒ T1 > T4) w ilo±ci
Q4→1 = nCV (T1 − T4) =

CV

R
V4(p1 − p4) = p0V0

CV

R
.

W powy»szych przeksztaªceniach skorzystali±my z równania przemiany izochorycznej
(zamiana T , którego nie znamy, na p, które znamy) i równania Clapeyrona (zamiana
T na p i V ). Dla przemian izobarycznych ciepªo mo»emy zapisa¢ jako Q = nCp∆T .
Zatem mamy:
Q1→2 = nCp(T2−T1) = nCpT1

(
V2

V1
−1
)
= nCp

p1V1

nR

(
V2

V1
−1
)
= Cp

R
p1(V2−V1) = 4p0V0

Cp

R

oraz
Q3→4 = nCp(T4 − T3) =

Cp

R
p3(V4 − V3) = −2p0V0

Cp

R
.

Caªkowite pobrane przez gaz ciepªo jest wi¦c równe

Qpobr = Q4→1 +Q1→2 = p0V0

(
CV + 4Cp

R

)
= p0V0

(
4 +

5CV

R

)
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natomiast ciepªo oddane przez gaz do otoczenia jest równe

Qodd = Q2→3 +Q3→4 = −p0V0
(
3CV + 2Cp

R

)
= −p0V0

(
2 +

5CV

R

)
Skorzystali±my w powy»szych dwóch wzorach z relacji (9.6.) (Cp = CV + R) dla gazu
doskonaªego. Zauwa»my, »e Qpobr > |Qodd|, wi¦c sprawno±¢ nam wyjdzie dodatnia. Po
drugie, praca gazu ma by¢ równa ró»nicy tych ciepeª, a ona oczywi±cie nie mo»e by¢
ujemna (w przypadku silnika).
(d) Zmiana energii wewn¦trznej w caªym cyklu jest równa

∆U =
∑

(i) → (j)
i,j = 1,2,3,4

(Wi→j +Qi→j) = Wc +Q1→2 +Q2→3 +Q3→4 +Q4→1 =

= 2p0V0 + 4p0V0

(
CV

R
+ 1

)
− p0V0

(
2 +

5CV

R

)
− 3p0V0

CV

R
+ p0V0

(
4 +

5CV

R

)
= 0

Tego nale»aªo oczekiwa¢, bo w cyklu (zamkni¦tym obiegu termodynamicznym) zmia-
na energii wewn¦trznej jest zawsze zero (energia wewn¦trzna jest funkcj¡ stanu). Na
podstawie tego wyniku mo»emy wnioskowa¢, »e nie pomylili±my si¦ w cz¡stkowych
obliczeniach.
(e) Sprawno±¢ obliczymy dwoma równowa»nymi sposobami:

η(1) =
Wc

Qpobr

=
2p0V0

p0V0
(
4 + 5CV

R

) =
1

2 + 5CV

2R

η(2) =
Qpobr − |Qodd|

Qpobr

=
p0V0

(
4 + 5CV

R

)
− p0V0

(
2 + 5CV

R

)
p0V0

(
4 + 5CV

R

) =
2p0V0

p0V0
(
4 + 5CV

R

) =
1

2 + 5CV

2R

Oczywi±cie η(1)=η(2), bo Wc = Qpobr − |Qodd|. Zaªó»my, »e nasz gaz roboczy jest 1-
atomowy (np. hel). Wówczas CV = 3

2
R, a sprawno±¢ η = 4

23
≈ 17%. Bardzo maªa

sprawno±¢. �eby jeszcze bardziej si¦ o tym przekona¢, obliczmy sprawno±¢ cyklu Car-
nota dla takich samych skrajnych temperatur. Wynosz¡ one:
Tmax = T2 =

6p0V0

nR
oraz Tmin = T4 =

p0V0

nR
.

Wiemy to na podstawie równania Clapeyrona
(
T = pV

nR

)
. Zatem sprawno±¢ cyklu Car-

nota - wzór (9.28.):

ηCarnot = 1− p0V0
6p0V0

=
5

6
≈ 83,3%

Gdyby nasz gaz (dowolnie jaki) realizowaª cykl Carnota, którego skrajne temperatury
wynosz¡ tyle samo, co w rozwa»anym cyklu (�prostok¡tnym�), to sprawno±¢ tego cyklu
byªaby blisko 5-krotnie wy»sza.

3. Wyprowad¹ wzór na sprawno±¢ cyklu Carnota.
Cykl Carnota skªada si¦ z dwóch izoterm (na jednej ciepªo jest pobierane, a na drugiej
oddawane) oraz dwóch adiabat (bez wymiany ciepªa). Nie policzymy ªatwo pracy jako
pola pod wykresem. W takim razie w ogóle nie liczmy pracy, a jedynie dwa ciepªa
w przemianie izotermicznej: Qpobr przy izotermicznym rozpr¦»aniu (gaª¡¹ (1)→(2) na
Rysunku 9.3.) oraz Qodd przy izotermicznym spr¦»aniu (gaª¡¹ (3)→(4)). Pami¦tamy z
podrozdziaªu o przemianie izotermicznej, »e ciepªo w tej przemianie jest równe pracy
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gazu i wynosi Q = nRT ln Vk

Vp
, gdzie przez Vk/Vp oznaczyli±my tym razem ko«cow¡ i

pocz¡tkow¡ obj¦to±¢ gazu w przemianie. W naszym przypadku wi¦c:

Q1→2 = nRTmax ln
V2
V1

oraz Q3→4 = nRTmin ln
V4
V3

= −nRTmin ln
V3
V4

Oczywi±cie Q3→4 < 0, wi¦c zapisali±my jak powy»ej. Trzeba teraz jako± zamieni¢ ob-
j¦to±ci, których nie znamy, na temperatury, które znamy. Przypomnijmy sobie rów-
nanie przemiany adiabatycznej, ale w postaci z Przykªadu 2 Podrozdziaªu 9.3., czyli
TV κ−1 = const, które zapiszemy dla dwóch gaª¦zi w cyklu Carnota:

T2V
κ−1
2 = T3V

κ−1
3 oraz T4V

κ−1
4 = T1V

κ−1
1

Oczywi±cie T1 = T2 = Tmax i T3 = T4 = Tmin, wi¦c powy»sze równania adiabat maj¡
posta¢

TmaxV
κ−1
2 = TminV

κ−1
3 oraz TminV

κ−1
4 = TmaxV

κ−1
1

Podzielmy te równania stronami
V2
V1

=
V3
V4

W takim razie licznik we wzorze ogólnym na sprawno±¢ przyjmuje posta¢

Wc = Qpobr − |Qodd| = nR ln
V2
V1

(Tmax − Tmin)

a caªa sprawno±¢

ηCarnot =
nR ln V2

V1
(Tmax − Tmin)

nRTmax ln
V2

V1

=
Tmax − Tmin

Tmax

cnd.

9.5. Entropia

Entropia jest bardzo wa»n¡ wielko±ci¡ termodynamiczn¡, dlatego po±wi¦camy jej osobny
podrozdziaª. Podanie precyzyjne de�nicji entropii sprawa pewien kªopot - de�nicja mo»e si¦
wydawa¢ troch¦ enigmatyczna. Mówimy, »e entropia jest funkcj¡ stanu, która okre±la stopie«
nieuporz¡dkowania ukªadu. De�niujemy j¡ poprzez jej ró»niczk¦:

dS =
dQ

T
(9.29.)

gdzie dQ jest ró»niczk¡ (niesko«czenie maªym przyrostem) ciepªa, a T - temperatur¡. Po raz
kolejny de�niujemy jak¡± wielko±¢ termodynamiczn¡ raczej poprzez jej zmian¦ - mówili±my,
»e ciepªo jest form¡ przekazu energii, wi¦c Q samo w sobie jest zmian¡. Podobnie, w ramach
termodynamiki klasycznej (fenomenologicznej) o entropii b¦dziemy my±le¢ w kategoriach
zmiany na skutek przekazu ciepªa. Nie jest przy tym poprawny wzór: S = Q

T
. �eby obliczy¢

o ile wzrosªa (lub zmalaªa) entropia w danym procesie musimy wykona¢ caªkowanie:

∆S = S2 − S1 =

∫ 2

1

dQ

T
(9.30.)
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W Przykªadach wyprowadzimy wzory i obliczymy zmiany entropii w ró»nych procesach.
Entropia jest nierozª¡cznie zwi¡zana z tre±ci¡ II zasady termodynamiki, o której powiemy
wi¦cej w podrozdziale.

Jak rozumie¢ hasªo �miara stopnia nieuporz¡dkowania� w de�nicji entropii? W de�nicji
klasycznej entropii, podanej powy»ej, mo»na spróbowa¢ wyja±ni¢ to tak: skoro zmiany en-
tropii dokonujemy poprzez przekaz ciepªa, a wi¦c dostarczenie do ukªadu energii, to ka»da
z cz¡steczek gazu (lub ogólniej: ciaª wchodz¡cych w skªad ukªadu) otrzymuje pewn¡ por-
cj¦ energii, która daje jej wi¦ksz¡ swobod¦ ruchu. W takim razie nieporz¡dek w ukªadzie
ro±nie, bo wy»ej energetyczne cz¡steczki zachowuj¡ si¦ bardziej dynamicznie, chaotycznie.
Odwrotnie w przypadku odbierania od ukªadu ciepªa. Bardzo dobrze da si¦ wyja±ni¢ poj¦-
cie entropii jako miary nieporz¡dku w ukªadzie dzi¦ki tzw. de�nicji mikroskopowej entropii
(w ramach termodynamiki statystycznej). W termodynamice statystycznej entropia ukªadu
makroskopowego (skªadaj¡cego si¦ z wielu cz¡steczek) jest równa:

S = kB lnΩ (9.31.)

gdzie kB jest staª¡ Boltzmanna, natomiast Ω jest funkcj¡ statystyczn¡, która okre±la na ile
sposobów da si¦ zrealizowa¢ stan termodynamiczny naszego ukªadu makroskopowego poprzez
wszystkie tzw. stany mikroskopowe (pojedyncze stany realizowane np. przez poszczególne
cz¡steczki gazu). Je±li np. nasz ukªad mo»e by¢ zrealizowany tylko na jeden ±ci±le okre±lony
sposób (np. dwa puzzle pasuj¡ tylko i wyª¡cznie do siebie, albo ksi¡»ka o tytule 'A' mo»e
sta¢ jedynie na prawo od ksi¡»ki 'B'), to Ω = 1, a wi¦c entropia jest równa S = kB ln 1 = 0.
Wielko±¢ Ω mo»emy troch¦ rozumie¢ jak zbiór wszystkich zdarze« elementarnych w teorii
rachunku prawdopodobie«stwa. W uproszczeniu mo»na powiedzie¢, »e Ω jest proporcjonalne
do prawdopodobie«stwa, »e ukªad znajduje si¦ w okre±lonym stanie. Zauwa»my, »e w ramach
de�nicji statystycznej mo»emy mówi¢ o entropii jako funkcji konkretnego stanu (a nie jak o
zmianie). Co wi¦cej, taka de�nicja daje naturalne wyczucie, o co chodzi z tym nieporz¡dkiem.
Je±li stan danego ukªadu makro mo»na realizowa¢ na wiele sposobów, to Ω mo»e by¢ bardzo
du»e, a wi¦c S te» b¦dzie du»e.

Poniewa» entropia jest funkcj¡ stanu, to podobnie jak energia wewn¦trzna, jej caªkowita
zmiana w cyklu termodynamicznym wynosi 0. Sprawdzimy to w Przykªadach. Co wi¦cej,
przemianie adiabatycznej tak»e towarzyszy zawsze zerowa zmiana entropii (w przemianie
adiabatycznej mamy dQ = 0 ⇒ dS = 0).

9.5.1. II zasada termodynamiki

II zasada termodynamiki mówi, »e dla ukªadu izolowanego (bez wpªywu czynników ze-
wn¦trznych) przy przej±ciu od jednego stanu do drugiego entropia nigdy nie maleje, zmiana
entropii jest nieujemna:

∆S ≥ 0 (9.32.)

Równo±¢ w powy»szym wzorze zachodzi jedynie dla tzw. procesów odwracalnych. Tzn. je±li
w danym procesie zmiana entropii jest zerowa, to taki proces mo»e zaj±¢ w drug¡ stron¦
(np. reakcja chemiczna mo»e by¢ odwracalna, dwukierunkowa). II zasada termodynamiki
cz¦sto budzi wiele kontrowersji i w¡tpliwo±ci, przecie» mo»emy sobie wyobrazi¢ procesy �-
zyczne, które zmniejszaj¡ entropi¦ ukªadu. Przykªadowo, je±li poustawiam ksi¡»ki na póªce
alfabetycznie wg tytuªów, to stopie« uporz¡dkowania ro±nie, wi¦c entropia maleje. Podobnie,
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je±li posprz¡tam pokój, to porz¡dek ro±nie. Owszem, w tym pojedynczym procesie entropia
zmalaªa, ale II zasad¦ termodynamiki nale»y rozpatrywa¢ w szerszej skali, tak»e czasowej. W
dªu»szej perspektywie czasowej baªagan w pokoju i tak si¦ pojawi. Poza tym, oba trywialne
przypadki zmniejszania entropii nie dotycz¡ przecie» ukªadu izolowanego. Caªy ukªad ter-
modynamiczny tworz¡ nie tylko ksi¡»ki, czy ubrania, tak»e my sami, powietrze wokóª nas,
które z pewno±ci¡ zaburzamy itd. Wypadkowo, entropia mo»e wcale nie male¢.

Przykªady

1. Wyprowad¹ ogólny wzór na zmian¦ entropii dowolnego procesu termodynamicznego
gazu doskonaªego.
Wykorzystamy de�nicj¦ ró»niczkow¡ entropii, I zasad¦ termodynamiki i równanie stanu
gazu doskonaªego:

dS =
dQ

T
=

dU − dW

T
=
nCV dT + pdV

T
= nCV

dT

T
+
p

T
dV =

∣∣∣∣ pV = nRT
p
T
= nR

V

∣∣∣∣ =
= nCV

dT

T
+ nR

dV

V
Zatem zmiana entropii jest równa:

∆S =

∫ 2

1

dS = nCV ln
T2
T1

+ nR ln
V2
V1

(9.33.)

2. Ile wynosi zmiana entropii n = 50 moli dwutlenku w¦gla spr¦»anego izotermicznie od
ci±nienia p1 = 2 atm do p2 = 2,5 atm w temperaturze pokojowej?
Mo»emy oczywi±cie skorzysta¢ ze wzoru ogólnego, wyprowadzonego w poprzednim
przykªadzie. W procesie termodynamicznym dU = 0 (równowa»nie: T1 = T2), wi¦c
pierwszy skªadnik sumy wynosi 0. Znamy skrajne ci±nienia, a nie obj¦to±ci, wi¦c sko-
rzystamy z równania przemiany izotermicznej

p1V1 = p2V2 ⇒ V2
V1

=
p1
p2

»eby zamieni¢ stosunek obj¦to±ci na stosunek ci±nie«. Po wstawieniu do wzoru:

∆S = nR ln
p1
p2

= nR ln
2

2,5
= nR ln(0,8) = 50mol · 8,31 J

mol ·K
· (−0,223) = −92,7

J
K

3. Wró¢my do Przykªadu 2 z Podrozdziaªu 9.4.. Obliczymy zmiany entropii na ka»dej z
gaª¦zi cyklu i sprawdzimy, czy rzeczywi±cie caªkowita zmiana entropii jest zerowa.
�atwo nam b¦dzie wyra»a¢ entropi¦ poprzez stosunki temperatur, wi¦c najpierw wy-
piszmy temperatury w czterech stanach cyklu (liczone na nR, które pominiemy - przy
liczeniu ilorazów i tak si¦ skróc¡):
T1 = p1V1 = 2p0V0, T2 = 6p0V0, T3 = 3p0V0, T4 = p0V0.
W procesach izochorycznych nie ma zmiany obj¦to±ci, wi¦c drugi skªadnik sumy w
(9.33.) znika. Mamy

∆S2→3 = nCV ln
T3
T2

= nCV ln
1

2
= −nCV ln 2
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∆S4→1 = nCV ln
T1
T4

= nCV ln 2

W procesach izobarycznych mo»emy skorzysta¢ z de�nicji ciepªa dQ = nCpdT . W
takim razie w procesie izobarycznym entropia wynosi dS = nCp

dT
T
. Czyli:

∆S1→2 = nCp ln
T2
T1

= nCp ln 3

∆S3→4 = nCp ln
T4
T3

= nCp ln
1

3
= −nCp ln 3

Goªym okiem wida¢, »e cztery wyrazy ∆S sumuj¡ si¦ do zera. Zatem caªkowita zmiana
entropii w cyklu przedstawionym na Rysunku 9.4. wynosi ∆S1→2→3→4 = 0, co dowodzi:
(i) poprawno±ci naszych wcze±niejszych rachunków, (ii) »e entropia jest funkcj¡ stanu.

9.6. Teoria kinetyczna gazów*

Teoria kinetyczna jest jednym z dziaªów termodynamiki (�zyki) statystycznej. Pozna-
li±my ju» inne poj¦cie z tej dziedziny - entropi¦ mikroskopow¡. Na wst¦pie zaznaczmy, »e
podajemy tu jedynie uproszczony opis teorii kinetycznej, zwanej te» szerzej teori¡ kinetyczno-
molekularn¡ gazów. Teoria ta stanowi model budowy gazów z perspektywy mikroskopowej, a
wi¦c przy pomocy opisu ruchu indywidualnych cz¡steczek gazu. Zaªo»eniem teorii kinetycz-
nej jest to, »e cz¡steczki gazu s¡ w nieustannym, chaotycznym ruchu, wywoªanym energi¡
termiczn¡; oddziaªuj¡ tylko poprzez zderzenia idealnie spr¦»yste (jak sztywne kulki - model
gazu doskonaªego); a ich rozmiary s¡ du»o mniejsze ni» rozmiar caªego ukªadu. Najwa»niej-
sze równanie tej teorii podaje tzw. zasada ekwipartycji energii, która mówi, »e ±rednia
energia kinetyczna ruchu post¦powego cz¡steczki liczona na jeden stopie« swobody wynosi:

Ek.r.post.poj.cz. =
1

2
kBT (9.34.)

gdzie kreska nad E oznacza, »e chodzi nam o ±redni¡. Wzór powy»szy podaje zwi¡zek energii
kinetycznej z temperatur¡, wa»ny nie tylko w �zyce statystycznej. Dzi¦ki istnieniu takiego
zwi¡zku mo»emy wyrazi¢ energi¦ w jednostkach temperatury. Mówimy, »e energia jest rz¦du
kBT : E ∼ kBT . Temperatura pokojowa w skali energii oznacza energi¦ równ¡ 26 meV, gdzie
jednostka elektronowolt [eV], u»ywana w wielu dziedzinach �zyki, wynosi 1 eV = 1,6·10−19 J.

Dla ukªadu N cz¡steczek o f stopniach swobody zasad¦ ekwipartycji zapiszemy nast¦puj¡co:

Ek.r.post.N.cz. =
f

2
NkBT (9.35.)

Na podstawie zasady ekwipartycji mo»emy okre±li¢ tzw. ±redni¡ pr¦dko±¢ kwadratow¡ cz¡-
steczek, czyli pierwiastek ze ±redniego kwadratu pr¦dko±ci. Warto±¢ ta daje wyobra»enie o
szybko±ci cz¡steczek gazu w danej temperaturze. �atwo wyprowadzimy wzór dla 1-atomowej
cz¡steczki (m - masa pojedynczej cz¡steczki gazu):

mv2

2
=

3

2
kBT ⇒ vk =

√
v2 =

√
3kBT

m
(9.36.)
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Okazuje si¦, »e pr¦dko±¢ gazu w danej temperaturze (przy danej energii kinetycznej)
podlega pewnemu statystycznemu rozkªadowi. Obliczona powy»ej wielko±¢ vk jest jedn¡ z
charakterystycznych pr¦dko±ci, ale nie jest to ani najbardziej prawdopodobna, ani ±rednia
pr¦dko±¢. Statystyczny rozkªad pr¦dko±ci cz¡steczek gazu doskonaªego (dla pojedynczej, 1-
atomowej cz¡steczki w 3 wymiarach przestrzeni) jest dany rozkªadem Maxwella:

P (v) = 4π

(
m

2πkBT

)3/2

v2 exp

(
− mv2

2kBT

)
(9.37.)

Czynnik eksponencjalny z tym wzorze, exp
(
− E

kBT

)
(u nas E = mv2

2
) nazywa si¦ czynni-

kiem (rozkªadem) Boltzmanna, jest to tak»e bardzo wa»na wielko±¢ w �zyce statystycznej.
Rozkªad P (v) nale»y rozumie¢ dokªadnie tak, jak funkcj¦ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa w
statystyce matematycznej, np. funkcj¦ Gaussa. Ksztaªt rozkªadu Maxwella prezentujemy na
Rysunku 9.5.. Jest to niesymetryczna krzywa dzwonowa, która osi¡ga warto±ci zerowe w
punktach v = 0 i w niesko«czono±ci. To znaczy, »e cz¡steczek gazu o bardzo du»ych pr¦dko-
±ciach jest naprawd¦ bardzo maªo, jest to znikoma frakcja wszystkich cz¡steczek. Podobnie,
cz¡steczek o bardzo maªych, bliskich 0, pr¦dko±ciach jest te» niewiele. Co ciekawe i wa»ne,
temperatura T jest jedynie, jak mówimy, parametrem rozkªadu Maxwella, to znaczy wpªywa
na jego ksztaªt, ale nie zale»no±¢ od v.

Podamy teraz najwa»niejsze pr¦dko±ci charakterystyczne rozkªadu:

pr¦dko±¢ najbardziej prawdopodobna
(maksimum rozkªadu P (v))

vmax =
√

2kBT
m

pr¦dko±¢ ±rednia
(warto±¢ oczekiwana P (v))

v±r =
√

8kBT
πm

±rednia pr¦dko±¢ kwadratowa
(drugi moment P (v))

vk =
√
v2 =

√
3kBT
m

relacja pr¦dko±ci vmax < v±r < vk

(9.38.)

�rednia pr¦dko±¢ kwadratowa obliczona na podstawie rozkªadu Maxwella jest taka sama, jak
ta obliczona z zasady ekwipartycji energii, co ±wiadczy o spójno±ci teorii.

Kolejnym parametrem charakteryzuj¡cym cz¡steczki gazu, obok energii kinetycznej i
pr¦dko±ci, jest ±rednia droga swobodna, któr¡ oznaczymy przez λ. Jest to ±rednia odle-
gªo±¢, jak¡ pokonuje cz¡steczka (w ruchu prostoliniowym) pomi¦dzy kolejnymi zderzeniami
z innymi cz¡steczkami. Spodziewamy si¦, »e λ powinno zale»e¢ od pr¦dko±ci, a wi¦c bardziej
bezpo±rednio od energii, czy wr¦cz zupeªnie bezpo±rednio od temperatury. Tak rzeczywi±cie
jest. Ponadto, λ zale»y te» od koncentracji cz¡steczek, a wi¦c po±rednio od ci±nienia gazu.
Okazuje si¦, »e ±rednia droga swobodna zale»y te» od rozmiaru cz¡steczki. Podsumowuj¡c:

λ =
1√
2nσ

, gdzie:
{
n = N

V
= p

kBT

σ = πd2
⇒ λ =

kBT

p
√
2πd2

(9.39.)

W powy»szym wyprowadzeniu: n = N
V
- koncentracja (ilo±¢ cz¡steczek na jednostk¦ obj¦to-

±ci); p - ci±nienie gazu; d - (efektywna) ±rednica cz¡steczki (w przybli»eniu sztywnej kulki).
�rednia droga swobodna zale»y od rodzaju gazu jedynie poprzez wielko±¢ jego cz¡steczek.
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Rysunek 9.5.: Rozkªad Maxwella P (v) wg de�nicji (9.37.) dla trzech temperatur:
T3 = 2T2 = 4T1. Temperatura jest parametrem rozkªadu. Wraz ze wzrostem temperatu-
ry maksimum rozkªadu przesuwa si¦ w stron¦ wi¦kszych pr¦dko±ci i obni»a, ale pole pod
krzyw¡ si¦ nie zmienia.

Przykªady

1. Oszacuj koncentracj¦ cz¡steczek powietrza w warunkach normalnych (w przybli»eniu
gazu doskonaªego).
W warunkach normalnych 1 mol gazu zajmuje obj¦to±¢ Vmol = 22,4 dm3. Ten znany z
chemii w liceum fakt ªatwo obliczymy na podstawie równania Clapeyrona:

Vmol =
(n = 1)RT

p
=

8,31 J/mol ·K · 298K
101300Pa

= 0,0224 m3

W jednym molu mamy NA (liczb¦ Avogadry) cz¡steczek. Zatem koncentracja:

n =
N

V
=

NA

Vmol

=
NAp

RT
≈ 2,5 · 1025 1/m3

Koncentracja powietrza w warunkach normalnych jest rz¦du 1025 cz¡steczek/m3.

2. Azot o temperaturze pokojowej zamkni¦to w butli pod ci±nieniem atmosferycznym. Ile
wynosi ±rednia energia kinetyczna, ±rednia pr¦dko±¢ i ±rednia droga swoboda cz¡ste-
czek azotu?
Do rozwi¡zania zadania potrzebujemy masy pojedynczej cz¡steczki azotu N2 i jej efek-
tywnej ±rednicy. Za d przyjmiemy ok. 3 Å= 3 · 10−10 m, co znamy np. z tablic lub
internetu. Mas¦ cz¡steczki ustalimy na podstawie ukªadu okresowego. Masa molowa
N2 wynosi µN2 = 28 g/mol, zatem jedna cz¡steczka wa»y mN2 =

µN2

NA
= 4,65 · 10−23 g

= 4,65 · 10−26 kg. Azot N2 jest dwuatomowy, wi¦c f = 5. Mo»emy teraz wykorzysta¢
podane wcze±niej wzory, aby obliczy¢ szukane warto±ci.
�rednia energia kinetyczna (9.34.): Ek =

f
2
kBT ≈ 10−20 J ≈ 0,6 eV.

�rednia pr¦dko±¢ (9.38.): v±r =
√

8kBT
πmN2

= 2,3 · 105m/s. Du»o!

�rednia droga swobodna (9.39.): λ = kBT

p
√
2πd2

= 3,2 · 10−7m = 0,32µm. Maªo!
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Wszystkie powy»sze wyniki s¡ bardzo typowego rz¦du wielko±ci dla gazów w warunkach
normalnych.

Zadania

1. Oblicz CV i Cp gazów 1-, 2- i 3-atomowych.

2. Energia wewn¦trzna gazu, który w wyniku pewnej przemiany oddaª do otoczenia 100 J
ciepªa, zmalaªa o 200 J. Jak¡ prac¦ wykonaª gaz? Czy gaz ulegª spr¦»eniu, czy rozpr¦-
»eniu w wyniku przemiany?

3. Zaobserwowano, »e kulka stalowa wrzucona do gor¡cej wody zmienia obj¦to±¢ o 1%.
Temperatura pocz¡tkowa kulki to 0 ◦C, a wspóªczynnik rozszerzalno±ci liniowej stali
1,2 · 10−5 1/K. Jaka jest temperatura wody gor¡cej?

4. Oblicz prac¦ wykonan¡ nad gazem przy izotermicznym rozpr¦»aniu 10 moli azotu od
obj¦to±ci 100 dm3 do obj¦to±ci 150 dm3 w temperaturze pokojowej. Ci±nienie pocz¡t-
kowe jest równe ci±nieniu atmosferycznemu. Jakie ci±nienie ma azot po tej przemianie?

5. Dwa mole gazu doskonaªego, którym jest azot N2, o temperaturze pocz¡tkowej równej
t0 = 27◦C w pierwszym etapie zostaªy izobarycznie ±ci±ni¦te do poªowy swojej obj¦-
to±ci. Z kolei w drugim etapie gaz podlega przemianie izochorycznej, w trakcie której
ci±nienie gazu ro±nie dwukrotnie. Oblicz ciepªo pobrane przez gaz oraz prac¦ wykonan¡
nad gazem w kolejnych przemianach. Ile wynosz¡: zmiana energii wewn¦trznej, ciepªo i
praca po obu przemianach gazu. Przedstaw przemiany na wykresie (p,V ). Staªa gazowa
R = 8,31 J/(mol·K).

6. Wyprowad¹ wzór na prac¦ gazu w przemianie adiabatycznej, gdy (i) znasz skrajne tem-
peratury T1 i T2 (bardzo proste) i (ii) gdy znasz skrajne obj¦to±ci V1 i V2. Dodatkowo
znamy wykªadnik adiabaty κ i liczb¦ moli n.

7. Wyprowad¹ wzór na sprawno±¢ cyklu Otto, podany w Podrozdziale 9.4..

8. Silnik cieplny realizuje cykl, który na diagramie (p,T ) tworzy prostok¡t o wierzchoª-
kach: (5p0,T0), (5p0,3T0), (2p0,3T0), (2p0,T0). (a) Narysuj ten cykl na diagramach (p,T )
i (p,V ). (b) Nazwij 4 procesy tego cyklu. (c) Oblicz sprawno±¢ cyklu i (d) porównaj j¡
ze sprawno±ci¡ cyklu idealnego Carnota. Gazem roboczym jest argon.

9. Oblicz zmiany entropii na ka»dej z gaª¦zi dwuetapowej przemiany z Rysunku 9.2.b
(Przykªad 4 z Podrozdziaªu 9.3.). Nast¦pnie oblicz caªkowit¡ zmian¦ entropii dwoma
sposobami: sumuj¡c poprzednie wyniki oraz licz¡c ∆S1→3. Jaki wniosek mo»esz wyci¡-
gn¡¢ na tej podstawie?

10.∗ Wykaza¢, »e entropi¦ mieszania ∆Smix = S2 − S1 przy rozpr¦»aniu N cz¡steczek gazu
od obj¦to±ci V do 2V mo»na wyrazi¢ przez ∆Smix = NkB ln 2. Wskazówka. Trzeba
skorzysta¢ z de�nicji mikroskopowej entropii (9.31.).

11. Oblicz ±redni¡ drog¦ swobodn¡ i ±redni¡ energi¦ kinetyczn¡ caªego gazu, którym jest
metan, w temperaturze 100◦C pod ci±nieniem 2 atm. Za ±rednic¦ cz¡steczki CH4 przyj-
mij 3,8 Å.
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12.∗ Dla pewnego gazu zmierzono czas pomi¦dzy kolejnymi zderzeniami równy 51 ps i
±redni¡ energi¦ kinetyczn¡ na pojedyncz¡ cz¡steczk¦ 9,4 meV. Pomiaru dokonano w
temperaturze -200◦C pod ci±nieniem normalnym. Oszacuj co to za gaz. Wskazówki.
Zaªó» ruch jednostajny cz¡steczki z pr¦dko±ci¡ równ¡ pr¦dko±ci ±redniej z rozkªadu
Maxwella (jak wtedy wyrazi¢ czas na drodze mi¦dzy kolejnymi zderzeniami?). Przyjmij
±rednic¦ kinetyczn¡ cz¡steczki 2,6 Å.
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Rozdziaª 10.

Szczególna Teoria Wzgl¦dno±ci

W tym rozdziale zajmiemy si¦ mechanik¡ relatywistyczn¡, która opisuje ruch ciaª przy
bardzo du»ych pr¦dko±ciach. Okazuje si¦, »e kinematyka i dynamika, jakie dot¡d poznali±my
(tworz¡c razem mechanik¦ klasyczn¡) s¡ jedynie przybli»eniem ogólniejszej teorii. Oczywi±cie
sªusznym, je±li pr¦dko±ci ciaª, cz¡stek, ukªadów s¡ niewielkie w porównaniu z pr¦dko±ci¡ ±wia-
tªa. Mechanik¦ klasyczn¡ nazywamy te» nierelatywistyczn¡. Nasze rozwa»ania w tym rozdziale
ograniczymy gªównie do kinematyki relatywistycznej, chocia» na koniec rozdziaªu omówimy
krótko tak»e elementy dynamiki relatywistycznej. Mechanika relatywistyczna opiera si¦ na
dwóch podstawowych teoriach - Szczególnej i Ogólnej Teorii Wzgl¦dno±ci Einsteina (STW i
OTW). My zajmiemy si¦ tylko pierwsz¡ z nich - STW, dla której najpierw podamy 2 postu-
laty, na których zbudowana jest teoria.

I. Zasada wzgl¦dno±ci. Prawa �zyki s¡ jednakowe we wszystkich inercjalnych (poru-
szaj¡cych si¦ bez przy±piesze«) ukªadach odniesienia. Inaczej: Wszystkie inercjalne ukªady
odniesienia s¡ równowa»ne i zawsze mo»na znale¹¢ ogólne transformacje jednego ukªadu
do drugiego - nazwiemy je transformacjami Lorentza, o których powiemy pó¹niej. Zasad¦
wzgl¦dno±ci stosowali±my ju» wielokrotnie w kontek±cie mechaniki klasycznej (mówili±my, »e
wybór ukªadu odniesienia nie ma wpªywu na �zyk¦ - jest zupeªnie dowolny, a skoro tak, to
wybierali±my �najwygodniejszy�). Tam obowi¡zywaªy transformacje Galileusza dla ukªadów
inercjalnych, z których otrzymali±my prawo skªadania pr¦dko±ci (problemy typu: samolot na
wietrze, ªódka na wodzie, ruch jednego ciaªa wzgl¦dem drugiego).

II. Niezmienniczo±¢ pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni. Pr¦dko±¢ ±wiatªa w pró»ni (ozna-
czona jako c i równa c = 299 792 458 m/s ≈ 3 ·108 m/s) jest staªa i taka sama dla wszystkich
obserwatorów z ukªadu inercjalnego i nie zale»y od kierunku ani pr¦dko±ci samych obser-
watorów. Co wi¦cej, jest to najwi¦ksza pr¦dko±¢, jak¡ mo»e uzyska¢ obiekt w pró»ni (jest
to wynikiem wspomnianych transformacji Lorentza). Nale»y przy tym pami¦ta¢, »e caªy
czas mówimy o pró»ni, jako o±rodku, w którym poruszaj¡ si¦ obiekty, w tym tak»e ±wiatªo.
Obiekt w danym o±rodku materialnym mo»e mie¢ pr¦dko±¢ wi¦ksz¡ ni» pr¦dko±¢ ±wiatªa w
tym o±rodku (ale nie wi¦ksz¡ ni» ±wiatªo w pró»ni).
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10.1. Relatywistyczny czynnik Lorentza

Wprowadzimy teraz wygodny w opisie relatywistycznym czynnik Lorentza, który b¦dzie
pojawiaª si¦ we wszystkich wzorach i równaniach STW. Niech v b¦dzie pr¦dko±ci¡ obiektu,
a c pr¦dko±ci¡ ±wiatªa w pró»ni. Stosunek tych pr¦dko±ci, v/c oznacza si¦ czasem przez β.
Czynnik Lorentza γ jest zde�niowano jako:

γ =
1√

1−
(
v
c

)2 =
1√

1− β2
, β =

v

c
(10.1.)

�atwo zauwa»y¢, np. rysuj¡c wykres γ(v), jak na Rysunku 10.1., »e dla bardzo maªych v,
czynnik Lorentza przyjmuje warto±¢ blisk¡ 1, natomiast gwaªtownie �wybucha� do niesko«-
czono±ci przy v → c. Przykªadowo:

Tabela 10.1.: Warto±ci czynnika Lorentza dla przykªadowych pr¦dko±ci (wyra»onych jako
uªamek pr¦dko±ci ±wiatªa).

pr¦dko±¢ β = v/c 0,05 0,1 0,5 0,75 0,9 0,95 0,99 0,995 0,9999
czynnik Lorentza γ 1,001 1,005 1,15 1,51 2,29 3,20 7,09 10 70,7

W przypadku maªych pr¦dko±ci (powiemy: w przybli»eniu klasycznym) czynnik γ mo»e-
my ±miaªo przyj¡¢ jako równy 1, albo wykona¢ przybli»enie w postaci rozwini¦cia w szereg
Taylora wokóª v = 0. Wówczas wzory relatywistyczne przechodz¡ w klasyczne. Zachodzi
pytanie: kiedy (przy jakich pr¦dko±ciach) musimy u»y¢ ju» opisu relatywistycznego, a kiedy
mo»liwy jest jeszcze opis klasyczny? Do tego pytania nawi¡zuje Przykªad 3 poni»ej. Granica,
o której mowa, nie jest bardzo precyzyjna i zale»y od naszej �umowy�. Najcz¦±ciej przyjmu-
je si¦, »e opis relatywistyczny nale»y zastosowa¢ przy pr¦dko±ciach powy»ej 10% pr¦dko±ci
±wiatªa (cho¢ niektórzy autorzy mówi¡ tu o progu 1%, a niektórzy nawet 30%). Pytamy tutaj
bowiem o ew. bª¡d, jaki popeªniamy stosuj¡c wzór klasyczny do problemu relatywistycznego.
Zauwa»my, »e przy v = 0,1c, wielko±¢ czynnika Lorentza to γ = 1,005 (patrz: Tabela 10.1.),
a wi¦c wci¡» stosunkowo niewiele wi¦cej ni» 1.

10.1.1. Masa relatywistyczna i p¦d relatywistyczny

Jest kwesti¡ ±wiatopogl¡dow¡ na mechanik¦ relatywistyczn¡, czy wprowadza¢ poj¦cie
masy relatywistycznej, czy nie. Niektórzy autorzy podaj¡ de�nicj¦ masy relatywistycznej:

m = γm0 =
m0√

1−
(
v
c

)2 (10.2.)

jako odpowiednika masy w problemach relatywistycznych. Wielko±¢ m0 jest przy tym tzw.
mas¡ spoczynkow¡, czyli mas¡ ciaª, cz¡stek i obiektów w spoczynku. Masa spoczynkowa elek-
tronu wynosi m0,e = 9,11 · 10−31 kg, podczas gdy elektron rozp¦dzony (np. w akceleratorze)
do pr¦dko±ci v = 0,9 c ma mas¦ 26,4 · 10−31 kg = 2,3 m0,e, a wi¦c ponad dwukrotnie wi¦ksz¡.
Mo»emy wi¦c rozumie¢ to tak, »e poruszaj¡ca si¦ z pr¦dko±ci¡ relatywistyczn¡ cz¡stka �nabie-
ra� masy, wraz ze wzrostem pr¦dko±ci staje si¦ coraz ci¦»sza. Mo»na uzasadni¢ poj¦cie masy
relatywistycznej poprzez de�nicj¦ masy jako miary bezwªadno±ci ciaªa (im wi¦ksza masa
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Rysunek 10.1.: Wykres zale»no±ci czynnika Lorentza od pr¦dko±ci (czerwona linia). Niebie-
skimi punktami zaznaczono dane z Tabeli 10.1..

ciaªa, tym trudniej zmieni¢ jego ruch, co rzeczywi±cie zachodzi przy du»ych pr¦dko±ciach dla
ka»dego obiektu). Trudno nam zinterpretowa¢ �zycznie pochodzenie czy te» przyczyn¦ tej
zwi¦kszaj¡cej si¦ masy. Dlatego niektórzy autorzy odrzucaj¡ hipotez¦ masy relatywistycznej,
rezygnuj¡c caªkowicie z tego poj¦cia. Masa jest jedna i niezmienna, i jest to masa spoczyn-
kowa (wtedy m = m0). Zamiast, wprowadza si¦ relatywistyczny p¦d, który zde�niowany jest
nast¦puj¡co:

p = γm0v =
m0v√
1−

(
v
c

)2 , m0 - masa spoczynkowa (10.3.)

Oczywi±cie, je±li przyj¡¢ wyst¦powanie masy relatywistycznej (wzór 10.2.), to p¦d wynosi
p = mv = γm0v. Widzimy, »e de�nicja p¦du w STW jest analogiczna do de�nicji znanej
z mechaniki klasycznej, przy czym uwzgl¦dniamy dodatkowo czynnik Lorentza. Stosowanie
obu tych koncepcji - masy relatywistycznej i p¦du relatywistycznego - prowadzi do tej samej
�zyki. Ró»nica jest tylko, jak ju» mówili±my, ±wiatopogl¡dowa. Fizycy cz¡stek elementarnych
i wysokich energii wr¦cz cz¦sto nie rozró»niaj¡ tych poj¦¢ i mówi¡c �p¦d cz¡stki� maj¡ na
my±li ich mas¦ relatywistyczn¡.

Pewn¡ trudno±¢ koncepcyjn¡ stanowi masa cz¡stek takich jak foton (kwant ±wiatªa), czy
fonon (kwant drga« sieci krystalicznej). S¡ to tzw. cz¡stki bezmasowe, co oznacza, »e nie
maj¡ masy spoczynkowej (m0 = 0). Mo»na jednak poda¢ ich masy relatywistyczne lub p¦dy
relatywistyczne, bo przecie» mo»emy je zmierzy¢ (tak»e ich energie). Je±li mamy do czynienia
np. ze ±wiatªem niebieskim, to mo»emy do±¢ precyzyjnie okre±li¢ energi¦ fotonów w takiej
wi¡zce ±wiatªa, a wi¦c ich p¦d, a wi¦c tak»e ich mas¦ (relatywistyczn¡). Poniewa» foton (i
inne tego rodzaju cz¡stki) nie ma masy spoczynkowej, a ma mas¦ relatywistyczn¡, to wniosek
jest taki, »e nie istniej¡ fotony, które by si¦ nie poruszaªy - nie ma fotonów spoczywaj¡cych.
Co wi¦cej, musz¡ one porusza¢ si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, aby czynnik Lorentza byª dla nich
równy ∞. Fotony nazywamy tak»e czasem cz¡stkami niematerialnymi - nie posiadaj¡cymi
masy (spoczynkowej). Podobnie, rozumuj¡c odwrotnie, »adna cz¡stka materialna nie mo»e
osi¡gn¡¢ pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni. Musiaªaby bowiem mie¢ niesko«czon¡ mas¦, a wi¦c i
niesko«czon¡ energi¦ (por. z dyskusj¡ w nast¦pnym rozdziale).
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10.2. Energia relatywistyczna

Albert Einstein jest autorem koncepcji równowa»no±ci masy i energii, co zapisujemy w
postaci sªynnego wzoru Einsteina:

E = mc2 E = γm0c
2 (10.4.)

Koncepcja ta bierze swój pocz¡tek z obserwacji, »e w wyniku wypromieniowania przez ciaªo
energii E jego masa (relatywistyczna) maleje o wielko±¢ E/c2, co le»y u podstawy takich poj¦¢
jak energia wi¡zania czy ubytek masy w zagadnieniach �zyki j¡drowej i atomowej. Wzór
Einsteina stosujemy w mechanice relatywistycznej jako de�nicj¦ energii caªkowitej ciaªa.
Energia caªkowita jest równa sumie energii spoczynkowej E0 (zwi¡zanej z mas¡ spoczynkow¡;
ma j¡ ka»de ciaªo obdarzone mas¡) i kinetycznej Ek (zwi¡zanej z ruchem):

E = E0 + Ek ⇔ mc2 = γm0c
2 = m0c

2 + Ek (10.5.)

Energia kinetyczna przy tym nie mo»e by¢ zde�niowana klasycznym wzorem: Ek =
m0v2

2
, ani

Ek = p2

2m0
. Wzory te obowi¡zuj¡ jedynie w mechanice nierelatywistycznej. W STW energi¦

kinetyczn¡ mo»emy obliczy¢ jedynie za pomoc¡ wzoru wynikaj¡cego z (10.5.):

Ek = m0c
2(γ − 1) = m0c

2

(
1√

1− β2
− 1

)
(10.6.)

De�nicja energii (wzory (10.4.) i (10.5.)) dotyczy cz¡stek materialnych, obdarzonych mas¡.
Dla fotonu energi¦ zde�niujemy inaczej, poprzez p¦d, co omówimy w Podrozdziale 10.2.1..

Przy okazji dyskusji o energii relatywistycznej poznamy now¡ jednostk¦ energii, cz¦sto
u»ywan¡ w �zyce relatywistycznej. Jednostka ta ma swoje uzasadnienie w de�nicji energii
kinetycznej uzyskanej przez ªadunek elektryczny w polu elektrycznym. Elektronowolt (eV)
to jednostka energii równowa»na energii kinetycznej 1 elektronu (ªadunek elektryczny 1e =
1,602 · 10−19 C, C - kulomb) przy±pieszonemu napi¦ciem 1 V (V - wolt). W jednostkach
podstawowych SI: 1 eV = 1,602·10−19 J. W poni»szej Tabeli 10.2. podano przykªadowe
wielko±ci energii wyra»one w jednostkach eV. Przy pomocy tej jednostki wygodnie wyra»a
si¦ si¦ te» inne ni» energia wielko±ci �zyczne, np. masa m [eV/c2], p¦d p [eV/c]

Tabela 10.2.: Masy spoczynkowe m0 i energie spoczynkowe E0 wybranych ciaª.

Obiekt elektron proton cz¡stka α cz¡steczka H2O piªka golfowa
m0 [kg] 9,11 · 10−31 1,673 · 10−27 6,64 · 10−27 29,9 · 10−27 0,045
m0 [eV/c2] 511 keV/c2 938 MeV/c2 3,73 GeV/c2 16,78 GeV/c2 2,5 · 1034 eV/c2
E0 [eV] 511 keV 938 MeV 3,73 GeV 16,78 GeV 2,5 · 1034 eV

Z powy»szej tabeli widzimy, »e jednostka eV jest wygodna w przypadku obiektów o
masach naprawd¦ maªych (i rozmiarach subatomowych). Dla obiektów w skali makro nie
znajduje zastosowania. W poprzednim podrozdziale mówili±my o granicy relatywistycznej
dla pr¦dko±ci, powy»ej której nale»y stosowa¢ wzory relatywistyczne. Jako ¢wiczenie dla
Czytelnika zostawiamy wykazanie, »e granica v = 10% c oznacza granic¦ dla energii Ek =
0,5%m0c

2.
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Przykªady

1. Jak¡ energi¦ caªkowit¡ ma (a) samochód o masie 2 t rozp¦dzony do pr¦dko±ci 100
km/h, (b) elektron o energii kinetycznej 100 keV?
Energi¦ caªkowit¡ obliczymy ze wzoru (10.5.), natomiast energie spoczynkowe ze wzo-
ru (10.4.) za mas¦ kªad¡c mas¦ spoczynkow¡. Energi¦ kinetyczn¡ samochodu obliczymy
ze wzoru nierelatywistycznego, bo v = 100 km/h = 27,8 m/s≪ c = 3·108 m/s. Energi¦
kinetyczn¡ elektronu podano w elektronowoltach. Zatem:
(a) Ek =

mv2

2
= 7,7 · 105 J, E0 = mc2 = 1,8 · 1020 J. Widzimy, »e energia spoczynkowa

samochodu jest o wiele rz¦dów wielko±ci wi¦ksza ni» energia kinetyczna (byªoby tak
nawet przy pr¦dko±ci 300 km/h jak w przypadku Ferrari, czy nawet pr¦dko±ci d¹wi¦-
ku 340 m/s jak w przypadku my±liwca). Mo»emy wi¦c ±miaªo powiedzie¢, »e dla ciaª
nierelatywistycznych (przy v ≪ c) caªkowita energia relatywistyczna jest w zasadzie
równa energii spoczynkowej. inaczej b¦dzie dla cz¡stki subatomowej.
(b) Ek = 100 keV, z Tabeli 10.2. wiemy, »e dla elektronu E0 = 511 keV. Energia caª-
kowita: E = E0 + Ek = 611 keV. Energia kinetyczna elektronu stanowi wi¦c niemal
1/5 energii spoczynkowej i niemal 1/6 caªkowitej energii relatywistycznej. Ciekawym
wydaje si¦ by¢ pytanie o pr¦dko±¢ takiego elektronu, którego energia kinetyczna wynosi
100 keV - o tym w nast¦pnym przykªadzie. Na razie z pewno±ci¡ mo»emy powiedzie¢,
»e taki elektron musiaªby by¢ przy±pieszony napi¦ciem 100 kV np. w akceleratorze, aby
osi¡gn¡¢ energi¦ (caªkowit¡) 611 keV.

2. W mechanice nierelatywistycznej pr¦dko±¢ mo»na powi¡za¢ z energi¡ kinetyczn¡ za

pomoc¡ wzoru v =
√

2Ek

m
. Wyprowad¹ relatywistyczny wzór na pr¦dko±¢ jako funkcj¦

energii kinetycznej. (a) Ile wynosi pr¦dko±¢ samochodu o masie 2 t, którego energia
kinetyczna to 225 kJ? (b) Jaka jest pr¦dko±¢ elektronu o energii 100 keV? (c) Jaka jest
pr¦dko±¢ protonu, którego energia kinetyczna jest równa 49% energii spoczynkowej?
Przeksztaªcaj¡c wzór (10.6.) mo»emy wyliczy¢ parametr β, a wi¦c i pr¦dko±¢:

Ek=m0c
2

(
1√
1−β2

−1

)
⇒ β2=1− 1(

Ek

m0c2
+1
)2 ⇒ v=c

√√√√1− 1(
Ek

m0c2
+1
)2 (10.7.)

(a) Pr¦dko±¢ samochodu mo»emy policzy¢ zarówno ze wzoru klasycznego, jak i re-

latywistycznego. Mamy: vklas =
√

2Ek

m
= 15 m/s (wynik ±cisªy). Zauwa»my, »e dla

samochodu Ek/m0c
2 = 1,25 · 10−15 ≪ 1, zatem czynnik ten mo»na ±miaªo pomin¡¢

(spróbuj wykona¢ na kalkulatorze sum¦: 1+1,25 ·10−15, otrzymasz po prostu 1). Zatem

vrel = c
√

1− 1(
Ek

m0c
2+1

)2 ≈ c
√

1− 1
1
≈ 0. Rzeczywi±cie v = 15 m/s ≪ c, a wi¦c prawie

0. Aby pomocy wzoru relatywistycznego udaªo si¦ nam policzy¢ pr¦dko±¢ obiektu bar-
dzo powolnego, musieliby±my zastosowa¢ przybli»enie w postaci rozwini¦cia w szereg
pot¦gowy. Zobaczymy efekt takiego post¦powania w nast¦pnym przykªadzie.
(b) Dla elektronu sprawa jest bardziej oczywista, bo przy Ek/m0c

2 = 0,196 zasto-
sujemy wzór relatywistyczny. St¡d vrel = 0,4 c. Spróbujmy u»y¢ wzoru klasycznego:

vklas =
√

2Ek

m
=
√

2·100 keV
511 keV/c2

= 0,55 c. Zwró¢my uwag¦, jaka du»a jest rozbie»no±¢ w wy-

nikach. Wzór klasyczny ewidentnie zawy»a warto±¢ pr¦dko±ci i przy Ek = m0c
2 podaje
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warto±¢ vklas = c.
(c) Skoro Ek = 0,49m0c

2, to vrel = 0,74 c, natomiast nierelatywistycznie (bª¦dnie):
vklas = 0,99 c.

3. Poka», »e klasyczny wzór na energi¦ kinetyczn¡ Ek = mv2

2
jest przybli»eniem wzoru

relatywistycznego dla maªych pr¦dko±ci. Jaki bª¡d (w procentach) popeªnimy stosuj¡c
wzór klasyczny przy pr¦dko±ci v = 10% c?
Skorzystamy tutaj z matematycznego rozwini¦cia funkcji f(x) = 1√

1−x2 w szereg Tay-
lora wokóª punktu x = 0. Dokªadnie tak¡ posta¢ funkcyjn¡ ma zale»no±¢ γ(β), gdzie
β = v/c. Z tablic matematycznych odczytujemy dwa pierwsze wyrazy rozwini¦cia:

1√
1−x2 ≈ 1+ 1

2
x2, gdzie x to b¦dzie nasze β. Zatem przybli»ony wzór (10.6.) na energi¦

kinetyczn¡ ma posta¢:

Ek ≈ m0c
2

(
1 +

1

2
β2 − 1

)
= m0c

2 · 1
2
β2 = m0c

2 · 1
2

v2

c2
=

1

2
m0v

2

co nale»aªo dowie±¢. Jaki bª¡d popeªniamy stosuj¡c wzór klasyczny przy β = 0,1?
Obliczmy najpierw energie kinetyczne przy pomocy obu wzorów: Ek,rel = 0,00504m0c

2,
Ek,klas =

1
2
m0c

2β2 = 0,005m0c
2.

bª¡d wzgl¦dny =
Ek,rel − Ek,klas

Ek,rel
= 7,5 · 10−3 = 0,75%

Zauwa»my, »e przy caªkiem sporej pr¦dko±ci cz¡stki, równej v = 10% c, bª¡d popeªniany
przy stosowaniu wzoru klasycznego zamiast relatywistycznego jest wci¡» niewielki, na
poziomie poni»ej 1%.

10.2.1. Niezmiennik relatywistyczny

Poka»emy teraz, »e pewna wielko±¢ jest w STW staªa. Jest ni¡ tzw. niezmiennik rela-
tywistyczny energii-p¦du (w STW znamy kilka niezmienników - wielko±ci, które nie zale»¡
od ukªadu odniesienia). W nast¦pnych podrozdziaªach poznamy wzory na transformacje Lo-
rentza (poªo»enia i czas oraz energii i p¦du), tam wyka»emy, »e niezmienniki relatywistyczne
rzeczywi±cie s¡ niezmiennicze wzgl¦dem zmiany ukªadu odniesienia. Niezmiennik relatywi-
styczny energii-p¦du de�niujemy nast¦puj¡co:

E2 − p2c2 = m2
0c

4 = const. (10.8.)

co mo»emy ªatwo wykaza¢, stosuj¡c wzór (10.5.) na caªkowit¡ energi¦ relatywistyczn¡ i
wzór (10.3.) na p¦d:

E2 − p2c2 = (γm0c
2)2 − (γm0v)

2c2 = γ2m2
0c

2(c2 − v2) =

γ2m2
0c

4
(
1− v2

c2

)
= 1

1− v2

c2

·m2
0c

4
(
1− v2

c2

)
= m2

0c
4 (10.9.)

Wzór (10.8.) jest bardzo u»ytecznym wzorem, pozwalaj¡cym okre±li¢ energi¦ i p¦d cz¡stek
materialnych i niematerialnych. P¦d cz¡stek materialnych mo»emy zde�niowa¢ przy pomocy
energii caªkowitej nast¦puj¡co:

p =
1

c

√
E2 −m2

0c
4 (10.10.)
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lub wykorzystuj¡c energi¦ kinetyczn¡:

p =
1

c

√
(Ek +m0c2)2 −m2

0c
4 =

1

c

√
E2

k + 2Ekm0c2 (10.11.)

Zauwa»my, »e dla cz¡stek niematerialnych, takich jak foton, wzór tak»e jest sªuszny, je±li
poªo»ymy m0 = 0. Zatem p¦d cz¡stki niematerialnej zwi¡zany jest z energi¡ prost¡ relacj¡:

E = pc ⇒ p =
E

c
(10.12.)

Przykªady

1. Oblicz p¦d elektronu o energii kinetycznej 100 keV. Jaki jest p¦d fotonu o energii równej
caªkowitej energii relatywistycznej tego elektronu?
Skorzystamy ze wzoru (10.11.), pami¦taj¡c, »e dla elektronu m0c

2 = 511 keV. P¦d
elektronu pe = 335 keV/c = 1,79 · 10−22 kg·m/s. Caªkowita energia naszego elektronu
to 611 keV, a p¦d fotonu o takiej samej energii to pf = 611 keV/c = 3,26 ·10−22 kg·m/s.

2. Foton o energii 1 MeV rozprasza si¦ na spoczywaj¡cym, swobodnym elektronie, wsku-
tek czego elektron uzyskuje energi¦ kinetyczn¡ 200 keV. Oblicz energi¦ rozproszonego
fotonu. Pod jakim k¡tem rozproszyª si¦ foton?
Zadanie to, cho¢ ma kontekst, wydawaªoby si¦, dotycz¡cy zaawansowanej �zyki, jest w
istocie prost¡ realizacj¡ zasad zachowania p¦du i energii, bardzo podobn¡ jak w przy-
padku zderze« kulek. W istocie, i elektron, i foton mo»emy potraktowa¢ jak cz¡stki
punktowe - punkty materialne (wedªug obecnej wiedzy foton i elektron nie maj¡ we-
wn¦trznej struktury, mo»emy je wi¦c traktowa¢ jak punkty obdarzone masami). Autor
zadania zasugerowaª, »e foton zmieniª (rozproszyª) energi¦ w wyniku zderzenia, zatem
mamy do czynienia z sytuacj¡ podobn¡ do zderzenia niespr¦»ystego, o czym dysku-
towali±my w Rozdziale 3.8., przy czym wiemy dokªadnie na co poszªa strat¦ energii
fotonu - na przyrost energii kinetycznej elektronu. Mo»emy wi¦c skorzysta¢ z zasady
zachowania energii mechanicznej (w uj¦ciu relatywistycznym), aby wyznaczy¢ energi¦
E ′

f fotonu po rozproszeniu, a nast¦pnie z zasady zachowania p¦du (w zapisie wek-
torowym), aby znale¹¢ k¡t rozproszenia fotonu θ. Znamy energi¦ padaj¡cego fotonu
Ef = 1 MeV oraz energi¦ spoczynkow¡ m0c

2 = 511 keV i kinetyczn¡ Ek = 200 keV
elektronu.

z.z.e.: Ef +m0c
2 = E ′

f +m0c
2 + Ek ⇒ E ′

f = Ef − Ek = 800 keV

Zasad¦ zachowania p¦du zapiszemy w postaci wektorowej, a poniewa» znamy energi¦,
a nie p¦dy, u»yjemy te» wzorów (10.11.) i (10.12.):

z.z.p.: p⃗f + 0 = p⃗ ′
f + p⃗e ⇒ p⃗e = p⃗f − p⃗ ′

f ⇒ p2e = p2f + p′2f − 2pfp
′
f cos θ

st¡d: cos θ =
p2f + p′2f − p2e

2pfp′f
=
E2

f + E ′2
f − (E2

k + 2Ekm0c
2)

2EfE ′
f

= 0,87 ⇒ θ ≈ 29,3◦
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Zadania

1. Oblicz pr¦dko±¢ cz¡stki, której caªkowita energia wynosi 2m0c
2. Czy warto±¢ ta zale»y

od rodzaju cz¡stki (np. elektron, proton, cz¡stka α)?

2. Podaj wzór na czynnik Lorentza wyra»ony przez caªkowit¡ energi¦ cz¡stki.

3. Przy jakiej energii kinetycznej Ek pr¦dko±¢ cz¡stki, liczona przy pomocy wzoru nie-
relatywistycznego (a wi¦c bª¦dnie), wyniesie c? Jaka jest prawdziwa pr¦dko±¢ takiej
cz¡stki?

4. Oblicz pr¦dko±¢ elektronu, który ma taki sam p¦d, co foton o energii 1 GeV.

5. Proton o energii 1 GeV padª na spoczywaj¡cy antyproton (cz¡stk¦ o takich samych pa-
rametrach �zycznych, ale ujemnym ªadunku elektrycznym) i anihilowaª (caªa energia
ukªadu proton-antyproton zamieniªa si¦ w energi¦ dwóch nowo-wytworzonych foto-
nów). Oblicz energi¦ ka»dego fotonu powstaªego w procesie anihilacji i k¡t pomi¦dzy
kierunkami ruchu fotonów.

10.3. Transformacja Lorentza

Zaªó»my, »e mamy dwa inercjalne ukªady odniesienia S i S ′, przy czym ukªad S ′ (nazy-
wany primowanym, albo wªasnym) porusza si¦ wzgl¦dem S (zwanego nieprimowanym, albo
laboratoryjnym) ze staª¡ pr¦dko±ci V (zwan¡ pr¦dko±ci¡ unoszenia). Pr¦dko±¢ V to pr¦dko±¢
ukªadu S ′ wzgl¦dem S mierzona w ukªadzie S (oczywi±cie pr¦dko±¢ wªasna ukªadu S ′ jest
0). Zaªó»my dodatkowo, »e osie x′,y′,z′ ukªadu S ′ s¡ równolegªe do osi x,y,z ukªadu spoczy-
waj¡cego S (patrz: Rysunek 10.2.). Z oboma ukªadami zwi¡»emy ich wªasne zegary, które
b¦d¡ mierzy¢ czasy wªasne t′ i t. Powiedzmy te», »e w chwili pocz¡tkowej t = t′ = 0 pocz¡tki
obu ukªadów si¦ pokrywaªy. W mechanice nierelatywistycznej transformacja wspóªrz¦dnych
(przestrzennych i czasu) z ukªadu nieprimowanego do primowanego ma posta¢ transformacji
Galileusza:

Transformacja Galileusza:

x′ = x− V t
y′ = y
z′ = z
t′ = t

(10.13.)

W szczególno±ci zwró¢my uwag¦, »e czas �biegnie� w obu ukªadach tak samo. Okazuje si¦,
»e przy pr¦dko±ciach relatywistycznych, transformacja Galileusza nie znajduje zastosowania.
W STW obowi¡zuje transformacja Lorentza o nast¦puj¡cej postaci:

Transformacja Lorentza:

x′ = γ(x− V t)
y′ = y
z′ = z
t′ = γ

(
t− V

c2
x
) (10.14.)

gdzie γ = 1/
√

1−
(

V
c

)2 jest czynnikiem Lorentza. Nie b¦dziemy si¦ tutaj zajmowa¢ wyprowa-
dzeniem powy»szych wzorów, cho¢ daªoby si¦ to oczywi±cie zrobi¢.

Zauwa»my, »e tym razem transformacji podlega równie» czas, w dodatku transformacja
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Rysunek 10.2.: Dwa ukªady odniesienia w STW: nieprimowany S (laboratoryjny, spoczywa-
j¡cy) oraz primowany S ′ (wªasny, poruszaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡ unoszenia V⃗ wzgl¦dem S).

czasu zale»y nie tylko od pr¦dko±ci unoszenia ukªadu S ′ wzgl¦dem S, ale tak»e wspóªrz¦dnej
przestrzennej x z ukªadu S. To zaskakuj¡cy rezultat STW, który znacz¡co zmienia �zyk¦
obiektów o pr¦dko±ciach relatywistycznych. Czas staje si¦ w STW czwart¡ wspóªrz¦dn¡,
obok wspóªrz¦dnych przestrzennych (mówimy nawet: wspóªrz¦dna czasowa). Wprowadzamy
poj¦cie czasoprzestrzeni o 4 wymiarach (3 wspóªrz¦dne przestrzenne i 1 wspóªrz¦dna cza-
sowa). Z transformacji Lorentza wynika szereg ciekawych efektów, które nierzadko przecz¡
naszej intuicji. Niektóre z nich omówimy w kolejnych podrozdziaªach. W STW mamy te» do
czynienia z tzw. paradoksami, jak np. paradoks bli¹ni¡t, paradoks gara»u (zwany te» para-
doksem drabiny), a tak»e kwestie takie jak podró»owanie w czasie itp. Tym nie b¦dziemy si¦
zajmowa¢ w niniejszym skrypcie.

Przypomnijmy, »e zaªo»yli±my tylko ruch wzdªu» osi x obu ukªadów, dlatego transformuj¡
si¦ tylko te wspóªrz¦dne. Gdyby wektor pr¦dko±ci byª skierowany inaczej, to zapisaliby±my
transformacje dla wszystkich skªadowych przestrzennych dokªadnie tak jak w pierwszej linii
zestawu równa« (10.14.) (ze skªadowymi Vx,Vy,Vz wektora pr¦dko±ci unoszenia V⃗ przy od-
powiednich skªadowych poªo»enia), a w transformacji czasu pojawiªoby si¦ wyra»enie V⃗ ◦ r⃗,
gdzie r⃗ = (x,y,z).

Czytelnik ªatwo sam mo»e odwróci¢ relacje (10.14.) i wyprowadzi¢ transformacj¦ odwrot-
n¡ Lorentza, tak»e cz¦sto przydatn¡:

Transformacja odwrotna Lorentza:

x = γ(x′ + V t′)
y = y′

z = z′

t = γ
(
t′ + V

c2
x′
) (10.15.)

Obie postacie transformacji Lorentza s¡ �symetryczne�, przez co ªatwo zgadn¡¢ drug¡, gdy
pami¦ta si¦ pierwsz¡.

Podamy teraz kolejny niezmiennik STW. B¦dzie to tzw. niezmiennik czasoprzestrzenny,
którym jest interwaª czasoprzestrzenny, czyli odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma zdarzeniami w
czasoprzestrzeni. Interwaª czasoprzestrzenny zde�niowany jest jako (w ukªadzie S, podobn¡
de�nicj¦ mo»na poda¢ w ukªadzie primowanym):

s2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 − c2(∆t)2 (10.16.)

W Przykªadzie udowodnimy sobie, »e interwaª czasoprzestrzenny jest rzeczywi±cie niezmien-
nikiem STW. Transformacj¦ Lorentza mo»na poda¢ tak»e dla innych wielko±ci �zycznych,
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np. skªadowych pola elektrycznego E⃗ i magnetycznego B⃗ (odpowiednik relatywistyczny rów-
na« Maxwella), a tak»e energii i p¦du. Podamy transformacj¦ dla tego drugiego przypadku,
czyli caªkowitej energii relatywistycznej i p¦du relatywistycznego (zaªó»my znowu pomiar
p¦du wzdªu» jednej skªadowej x, zgodnej z kierunkiem wektora pr¦dko±ci unoszenia V⃗ ):

Transformacja Lorentza energii i p¦du:
E ′ = γ(E − V p)
p′ = γ

(
p− V

c2
E
) (10.17.)

Przykªady

1. Wyka», »e interwaª czasoprzestrzenny jest rzeczywi±cie niezmiennikiem transformacji
Lorentza.
Na podstawie wzorów (10.14.) zapiszemy odlegªo±ci ∆x′ = x′2 − x′1 oraz ∆t′ = t′2 − t′1
mi¦dzy dwoma zdarzeniami (x′1, t

′
1) i (x

′
2, t

′
2) w czasoprzestrzeni i poka»emy, »e ró»nica

(∆x′)2 − c2(∆t′)2 jest równa takiej samej ró»nicy zapisanej w zmiennych nieprimowa-
nych. Ograniczymy si¦ tu tylko do x-owej wspóªrz¦dnej przestrzennej, poniewa» przy
naszych zaªo»eniach: ∆y′ = ∆y oraz ∆z′ = ∆z.

x′1 = γ(x1 − V t1)

t′1 = γ(t1 − V
c2
x1)

x′2 = γ(x2 − V t2)

t′2 = γ(t2 − V
c2
x2)

⇒

{
∆x′ = γ(∆x− V∆t)
∆t′ = γ(∆t− V

c2
∆x)

⇓{
(∆x′)2 = γ2 [(∆x)2 − 2V∆x∆t+ V 2(∆t)2]

c2(∆t′)2 = γ2
[
c2(∆t)2 − 2V∆x∆t+ V 2

c2
(∆x)2

]
Po odj¦ciu stronami ostatniej pary równa«, otrzymujemy:

(∆x′)2 − c2(∆t′)2 = γ2
[
(∆x)2

(
1− V 2

c2

)
− c2(∆t)2

(
1− V 2

c2

)]
= (∆x)2 − c2(∆t)2

co nale»aªo wykaza¢. Posªu»yli±my si¦ po drodze de�nicj¡ czynnika Lorentza γ2 = 1

1−V 2

c2

.

2. Je±li zmierzona w ukªadzie laboratoryjnym energia elektronu wynosi E = 2 MeV, to
jakie s¡ energia i p¦d elektronu w jego ukªadzie wªasnym? Czy jest sens zada¢ podobne
pytanie dla fotonu?
Musimy zastosowa¢ transformacj¦ Lorentza energii i p¦du - wzór (10.17.). Znaj¡c ener-
gi¦ elektronu, znajdziemy jego p¦d (p = 1

c

√
E2 −m2

0c
4 = 1,93 MeV/c), oraz czynnik

Lorentza (co jest tre±ci¡ zadania 2 w Podrozdziale 10.2.1.). Na podstawie de�nicji
energii relatywistycznej (10.5.): γ = E

m0c2
= 3,91. Zale»no±¢ pr¦dko±ci od energii poka-

zali±my w Przykªadzie 2 w Podrozdziale 10.2. (wzór (10.7.)), st¡d:

v = c
√

1− 1(
Ek

m0c
2+1

)2 = · · · = c

√
1−

(
m0c2

E

)2
= 0,97 c.

Zatem energia i p¦d w ukªadzie wªasnym elektronu b¦d¡ równe:
E ′ = γ(E − V p) = 0,511MeV oraz p′ = γ(p− V

c2
E) = 0MeV/c.

Energia w ukªadzie wªasnym elektronu jest mniejsza, ni» zmierzona w laboratorium
(to wynika z transformacji Lorentza). Jest ona w dodatku równa energii spoczynkowej.
Natomiast p¦d elektronu w ukªadzie wªasnym jest 0. Oba te wyniki nie dziwi¡ - w
ukªadzie wªasnym elektron spoczywa.
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Czy jest sens pyta¢ o to samo w przypadku fotonu? Z niezmiennika relatywistycznego
dla cz¡stki niematerialnej (wzór (10.12.)) wiemy, »e dla fotonu Ef = pfc, wi¦c tak»e
E ′

f = p′fc. Niech nasz foton te» b¦dzie miaª energi¦ 2 MeV (w takim razie jego p¦d
to 2 MeV/c). Podstawmy do wzoru na transformacj¦ energii (pami¦tamy, »e pr¦dko±¢
fotonu wynosi c, a czynnik Lorentza przy tej pr¦dko±ci wynosi γ = ∞):
E ′

f = γ(E − V p) = γ(E − V E
c
) = γE(1− V

c
)

V=c−→ ∞ · E · 0 = ?.
Podobnie b¦dzie dla p¦du. Spróbujmy inaczej wyliczy¢ t¦ granic¦:

E ′
f = γE(1− V

c
) = E

√
(1−V

c )
2

1−(V
c )

2 = E

√
(1−V

c )
2

(1−V
c )(1+

V
c )

= E

√
1−V

c

1+V
c

V=c−→ E · 0 = 0

i analogicznie dla p¦du: p′f = 0. Jak to rozumie¢? W ukªadzie primowanym cz¡stka
spoczywa (taka jest de�nicja tego ukªadu odniesienia), zatem energia fotonu w je-
go ukªadzie wªasnym powinna by¢ równa jego energii spoczynkowej, a ta, jak wiemy,
wynosi 0. Podobnie mo»emy pomy±le¢ o p¦dzie. Wzgl¦dem ukªadu poruszaj¡cego si¦
(primowanego) cz¡stka przecie» spoczywa, wi¦c jej p¦d musi by¢ 0. Zwró¢my uwa-
g¦ na to, »e takie rozwa»ania s¡ jednak czysto matematyczne i raczej hipotetyczne.
Zwi¡zujemy bowiem ukªad odniesienia z obiektem poruszaj¡cym si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wia-
tªa. �aden materialny obserwator nie jest w stanie osi¡gn¡¢ pr¦dko±ci ±wiatªa, zatem
pomiar energii fotonu w ukªadzie poruszaj¡cym si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa za pomoc¡
dowolnych przyrz¡dów pomiarowych jest niemo»liwy. Czasem nawet mówi si¦, »e nie
istnieje ukªad wªasny fotonu.

10.3.1. Relatywistyczny efekt Dopplera

Zwró¢my uwag¦ na bardzo ciekawy wynik, który uzyskali±my przy okazji dyskusji pro-
blemu w Przykªadzie 2 Podrozdziaªu 10.3.. Chodzi o wzór:

E ′ = E

√
1− β

1 + β
, β =

V

c
(10.18.)

na transformacj¦ energii z ukªadu S do ukªadu S ′, który porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ wzgl¦dn¡
β. Wzór ten jest sªuszny dla pr¦dko±ci β < 1 (ju» wiemy, »e przy β = 1, np. dla fotonu,
wynik jest trywialny: E ′ = 0). Jest to nic innego, jak wzór na relatywistyczny efekt Dopplera.
O efekcie Dopplera dyskutowali±my przy okazji fal w Rozdziale 7.3.1.. Wzór ten jest bardzo
u»yteczny w obliczeniach �zyki atomowej i cz¡stek elementarnych, gdy chcemy pozna¢ ener-
gi¦ (oraz p¦d) cz¡stki w ukªadzie poruszaj¡cym si¦, a dysponujemy warto±ci¡ zmierzon¡, lub
odwrotnie.

Wzór (10.18.) okre±la, jak mówimy, podªu»ny efekt Dopplera. Je»eli dodatkowo uwzgl¦d-
nimy, »e ukªad primowany porusza si¦ pod pewnym k¡tem θ wzgl¦dem osi x ukªadu nieprimo-
wanego, to mo»emy zapisa¢, »e px = p cos θ. Powtarzaj¡c wyprowadzenie wzoru z Przykªadu
otrzymamy wzór na transformacj¦ energii w zale»no±ci od k¡ta mi¦dzy kierunkiem ruchu
cz¡stki, a kierunkiem jej obserwacji (peªny efekt Dopplera):

E ′ = Eγ(1− β cos θ) ⇒ E =
E ′

γ(1− β cos θ)
(10.19.)

Zauwa»my, »e wzór (10.19.) przechodzi we wzór (10.18.) przy k¡cie θ = 0◦.
Wzór na efekt Dopplera najcz¦±ciej stosujemy dla ±wiatªa (ogólnie: promieniowania elek-

tromagnetycznego), które jest emitowane przez poruszaj¡ce si¦ z pr¦dko±ci¡ β ¹ródªo w
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kierunku detektora ustawionego pod k¡tem θ wzgl¦dem kierunku ruchu ¹ródªa. Energia E ′

(oznaczana cz¦±ciej E0) jest wtedy energi¡ wªasn¡ fotonu, ale w rozumieniu energii fotonu
wysyªanego ze ¹ródªa (np. poruszaj¡ca si¦ z pr¦dko±ci¡ 0,5 c cz¡stka α emituje kwant pro-
mieniowania o energii E0 = 100 keV). Energia E jest natomiast energi¡ rejestrowan¡ przez
detektor z ukªadu laboratoryjnego.

10.3.2. Relatywistyczne skªadanie pr¦dko±ci

Transformacja Galileusza nie narzuca »adnego ograniczenia na pr¦dko±¢ wzgl¦dn¡ dwóch
ciaª. Przykªadowo, je±li jedziemy samochodem 1 z pr¦dko±ci¡ 100 km/h, a z naprzeciwka
zbli»a si¦ do nas samochód 2 o tej samej pr¦dko±ci (lecz przeciwnym zwrocie), to nasza
wzgl¦dna pr¦dko±¢ ma warto±¢ 200 km/h. Czy pr¦dko±¢ wzgl¦dna fotonów poruszaj¡cych si¦
w przeciwne strony wynosi 2c? Oczywi±cie nie. W tym podrozdziale wyprowadzimy relatywi-
styczny wzór na skªadanie pr¦dko±ci. W przypadku klasycznym, wzór jest prosty i oczywisty.
Je±li zró»niczkujemy po czasie równanie (10.13.), otrzymamy:

v′ = v − V (10.20.)

gdzie v = dx
dt

i v′ = dx′

dt′
= dx′

dt
(bo t′ = t) to pr¦dko±ci obiektu w ukªadzie spoczywaj¡cym i

poruszaj¡cym si¦, a V to pr¦dko±¢ unoszenia. Wracaj¡c do przykªadu z samochodami, pr¦d-
ko±¢ samochodu 2 wzgl¦dem samochodu 1 wynosi: v′ = 100− (−100) = 200 km/h.

W przypadku relatywistycznym mamy równie»: v = dx
dt

i v′ = dx′

dt′
, przy czym transforma-

cje poªo»enia i czasu dane s¡ tym razem wzorami (10.14.). Mamy zatem:{
dx′ = γ(dx− V dt)
dt′ = γ(dt− V

c2
dx)

⇒ dx′

dt′
=
γ(dx− V dt)

γ(dt− V
c2
dx)

=
dx
dt

− V

1− V
c2

dx
dt

(10.21.)

Ostatecznie, wzór na relatywistyczne skªadanie pr¦dko±ci jest nast¦puj¡cy:

v′ =
v − V

1− V
c2
v

(10.22.)

Je±li zastosujemy go teraz do naszego przykªadu z dwoma fotonami, to przy v = c i V = −c
mamy v′ = c+c

1+ c
c2

c
= 2c

2
= c. Pr¦dko±¢ wzgl¦dna dwóch obiektów o pr¦dko±ciach równych c

mo»e by¢ co najwy»ej równa c.
W problemach dotycz¡cych skªadania pr¦dko±ci (obliczania pr¦dko±ci wzgl¦dnej dwóch

obiektów) pr¦dko±¢ jednego z nich wynosi v, a drugiego V - jest to pr¦dko±¢ unoszenia ukªadu
poruszaj¡cego si¦ zwi¡zanego z drugim obiektem. W kontek±cie obliczania pr¦dko±ci wzgl¦d-
nej samochodu 2 wzgl¦dem naszego samochodu 1, b¦dziemy rozumie¢, »e V jest pr¦dko±ci¡
samochodu 2, a v jest nasz¡ wªasn¡ pr¦dko±ci¡ (pr¦dko±ci¡ naszego samochodu 1). Oczywi-
±cie przy maªych pr¦dko±ciach (np. 100 km/h) wzór relatywistyczny z powodzeniem mo»e
by¢ zast¡piony wzorem klasycznym.

Transformacja skªadowej poprzecznej
Pokazali±my przed chwil¡, »e pr¦dko±¢ obiektu transformuje si¦ wg wzoru (10.22.). Wzór

ten dotyczy skªadowej pr¦dko±ci wzdªu» wektora pr¦dko±ci unoszenia V⃗ , a wi¦c w kierunku
osi x. Okazuje si¦, »e skªadowa pr¦dko±ci w kierunku osi poprzecznej (np. y lub z) równie» si¦
transformuje. Nie jest tak, »e pr¦dko±¢ v′y zmierzona w ukªadzie primowanym nie jest równa
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vy w ukªadzie nieprimowanym. Analogicznie do skªadowej x, mo»emy wyprowadzi¢ wzór na
skªadanie pr¦dko±ci w kierunkach poprzecznych:

dy′ = dy
dz′ = dz
dt′ = γ(dt− V

c2
dx)

⇒ v′y =
dy′

dt′
=

dy

γ(dt− V
c2
dx)

=
dy
dt

1− V
c2

dx
dt

=
vy

1− V
c2
v

(10.23.)

gdzie v jest pr¦dko±ci¡ obiektu w ukªadzie nieprimowanym wzdªu» kierunku x (czyli vx).
Analogiczny wzór mo»na wyprowadzi¢ dla skªadowej z. Zauwa»my, »e je±li obiekt nie ma
skªadowej pr¦dko±ci wzdªu» kierunku ruchu (czyli v = 0), to transformacja pr¦dko±ci w
kierunkach poprzecznych jest prosta: v′y = vy, v

′
z = vz.

10.3.3. Relatywistyczna transformacja przy±pieszenia*

Zupeªnie analogicznie do wyprowadzenia wzoru na relatywistyczne skªadanie pr¦dko±ci
post¡pimy w przypadku wzoru na transformacj¦ przy±pieszenia. Znowu rozwa»my tylko przy-
padek 1D (wektor pr¦dko±ci unoszenia V⃗ wzdªu» osi x). De�nicje przy±pieszenia w ukªadzie
S i S ′ s¡ proste: a = dv

dt
i a′ = dv′

dt′
. Potrzebujemy wyliczy¢ ró»niczk¦ pr¦dko±ci dv′:

v′ =
v − V

1− V
c2
v

⇒ dv′ =
dv
(
1− V

c2
v
)
+ (v − V ) V

c2
dv(

1− V
c2
v
)2 =

dv
(
1− V 2

c2

)
(
1− V

c2
v
)2 =

=
dv

γ2
(
1− V

c2
v
)2

(10.24.)

Zatem pochodna pr¦dko±ci po czasie w ukªadzie primowanym (ró»niczk¦ dt′ mamy z równa-
nia (10.21.)):

dv′

dt′
=

dv

γ2
(
1− V

c2
v
)2 · 1

γ(dt− V
c2
dx)

=
dv
dt

γ3
(
1− V

c2
v
)2 (

1− V
c2

dx
dt

) (10.25.)

Ostatecznie, wzór na relatywistyczne skªadanie przy±piesze« jest nast¦puj¡cy:

a′ =
a

γ3
(
1− V

c2
v
)3 (10.26.)

Bardzo nieoczywistym wynikiem STW jest to, »e przy±pieszenie obiektu z ukªadu nieprimo-
wanego, rejestrowane przez obserwatora z ukªadu primowanego, zale»y nie tylko od przy-
±pieszenia w ukªadzie nieprimowanym, ale tak»e od pr¦dko±ci obiektu w tym ukªadzie. Ja-
kie przyspieszenie spadaj¡cego swobodnie na powierzchni Ziemi jabªka zarejestruje zaªo-
ga statku kosmicznego podró»uj¡cego z pr¦dko±ci¡ 0,5 c? Odpowied¹ brzmi: to zale»y. Od
pr¦dko±ci jabªka w danej chwili. Mianownik wyra»enia (10.26.) dla V = 0,5 c wynosi: (a)
γ3 = (1,15)3 ≈ 1,5209 na pocz¡tku ruchu jabªka przy jego pr¦dko±ci wzgl¦dem Ziemi v = 0;
(b) 0,9999995γ3 ≈ 1,5209 po 10 s spadku jabªka. W obu przypadkach ró»nica jest niezau-
wa»alna i rejestrowane przez zaªog¦ statku przy±pieszenia jabªka wynosz¡ a′ ≈ 0,66 g. Ruch
jabªka w spadku swobodnym nie jest przecie» relatywistyczny, st¡d pr¦dko±¢ jabªka w ró»-
nych fazach jego spadku nie ma wi¦kszego znaczenia.
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Gdyby chodziªo o elektron, przy±pieszany w akceleratorze napi¦ciem U = 1 MV na dy-
stansie d = 100 m (a wi¦c przy±pieszenie elektronu w ukªadzie nieprimowanym wyno-
si a = eU

m0d
= 1,76 · 1015 m/s2), to po przebyciu drogi 100 m, jego pr¦dko±¢ wyniosªaby

(energia kinetyczna elektronu przy±pieszanego napi¦ciem 1 MV wynosi 1 MeV): v = 0,81 c
(wykorzystali±my wzór (10.7.)). Wtedy mianownik wyra»enia (10.26.) dla V = 0,5 c wy-
niósªby: 0,21γ3 ≈ 0,32, a zmierzone przez zaªog¦ statku przy±pieszenie elektronu byªoby:
a′ = 3,12 a = 5,49 · 1015 m/s2.

Zadania

1. Podaj wspóªrz¦dne (x,t) w ukªadzie laboratoryjnym dla elektronu poruszaj¡cego si¦
z pr¦dko±ci¡ 0,9 c, je±li w jego wªasnym ukªadzie spoczywa on w pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych, a na jego stoperze min¦ªo 10 s od rozpocz¦cia obserwacji.

2. Wyprowad¹ odwrotn¡ transformacj¦ Lorentza - wzory (10.15.).

3. Analogicznie do Przykªadu 1 udowodnij, »e wyra»enie (10.8.) jest niezmiennikiem
transformacji Lorentza.

4. Wykorzystuj¡c wzór na relatywistyczny efekt Dopplera (10.19.) oblicz, przy jakim k¡cie
obserwacji zmierzona energia fotonu jest najwi¦ksza, a przy jakim najmniejsza. Jakie
s¡ te energie?

5. (*) Pod jakim k¡tem ustawiony byª detektor fotonów w eksperymencie, w którym
wi¡zka jonów uranu U91+ o energii Eb = 80MeV/u (80 MeV na nukleon), wzbudzonych
po przej±ciu przez tarcz¦, emituje kwanty promieniowania X o energii 100 keV, je±li
zmierzona przez ten detektor energia fotonów wyniosªa 88 keV? Wskazówka. Energi¦
kinetyczn¡ jonów uranu U91+ mo»na obliczy¢ jako Ek = Eb · A, gdzie A = 238 to
liczba masowa uranu. Energia spoczynkowa uranu mo»e by¢ obliczona jako Mc2, gdzie
M = mn ·A, a mn = 1,674 · 10−27 kg jest ±redni¡ mas¡ nukleonu (protonu i neutronu).

6. Przy pomocy wzoru (10.22.) oblicz pr¦dko±¢ wzgl¦dn¡ dwóch samochodów jad¡cych z
pr¦dko±ciami 100 km/h naprzeciw siebie. Czy wynik jest zgodny z przewidywaniami
transformacji Galileusza?

7. Do atmosfery wpadaj¡ ró»ne cz¡stki elementarne pochodzenia kosmicznego, jak np.
protony, mezony, neutrina, tak»e kwanty promieniowania elektromagnetycznego gam-
ma o wysokich energiach. Wszystkie je nazywamy ogólnie promieniowaniem kosmicz-
nym. Je±li do atmosfery wpada foton gamma i proton o energii 1012 eV i obie cz¡stki
poruszaj¡ si¦ wzdªu» tej samej prostej, to jaka jest ich pr¦dko±¢ wzgl¦dem siebie?

10.4. Efekty relatywistyczne

10.4.1. Dylatacja czasu

Wiemy ju», »e czas �pªynie inaczej� w ukªadzie primowanym i nieprimowanym. Wynika
to z transformacji Lorentza. Wobec tego dªugo±¢ trwania jakiego± zdarzenia zmierzona przez
obserwatorów w ró»nych ukªadów b¦dzie ró»na. Okazuje si¦, »e czas zdarzenia w ukªadzie
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primowanym (wªasnym) jest najkrótszy. Czas zarejestrowany w ukªadzie laboratoryjnym
b¦dzie dªu»szy, co wªa±nie nazywamy dylatacj¡ czasu. Mówi¡c ogólniej:

Czas trwania zdarzenia zachodz¡cego w ukªadzie odniesienia obserwatora spoczywaj¡cego
wzgl¦dem zdarzenia rejestrowany przez obserwatora poruszaj¡cego si¦ wzgl¦dem zdarzenia z

pr¦dko±ci¡ V jest dªu»szy. Czas wªasny jest najkrótszy.

Dylatacj¦ czasu mo»emy opisa¢ równaniem:

∆t = γ∆t′
∆t′ = ∆t0 : czas �wªasny� zdarzenia
∆t : czas zarejestrowany w ukªadzie

poruszaj¡cym si¦ wzgl¦dem zdarzenia
(10.27.)

Pami¦tamy, »e zawsze γ ≥ 1. Wyprowadzimy teraz powy»szy wzór. Oczywi±cie ∆t = t2 − t1
oraz ∆t′ = t′2 − t′1. Skorzystamy z odwrotnej transformacji Lorentza (10.15.):

∆t = t2 − t1 = γ
(
t′2 +

V

c2
x′2

)
− γ

(
t′1 +

V

c2
x′1

)
= γ

(
∆t′ + V

c2
(x′2 − x′1)

)
= γ∆t′ (10.28.)

W ostatnim przej±ciu poªo»yli±my x′2 − x′1 = 0 ⇒ x′2 = x′1, czyli zmiana poªo»enia w ukªa-
dzie primowanym nie zachodzi, co oczywi±cie jest prawd¡. Zdarzenie zachodzi w okre±lonym
miejscu w przestrzeni w ukªadzie S ′.

10.4.2. Kontrakcja dªugo±ci

Kolejnym ciekawym efektem STW jest kontrakcja (skrócenie) dªugo±ci. Efekt ten na-
zywany jest cz¦sto tak»e skróceniem Fitzgeralda-Lorentza, albo po prostu skróceniem Lo-
rentza. Dªugo±ci przedmiotów, a tak»e odlegªo±ci zmierzone w tym samym czasie mi¦dzy
dwoma zdarzeniami, s¡ ró»ne w ró»nych ukªadach odniesienia. Zaªó»my, »e podobnie jak w
poprzednim podrozdziale, znamy dªugo±¢ lub odlegªo±¢ L′

0 w ukªadzie primowanym (przed-
miot spoczywa wzgl¦dem niego), natomiast mierzymy t¦ sam¡ wielko±¢ w spoczywaj¡cym
ukªadzie laboratoryjnym, któr¡ oznaczymy przez L. Ukªad laboratoryjny teraz widziany jest
wzgl¦dem primowanego jako poruszaj¡cy si¦. Efekt Lorentza mówi, »e L < L′

0.

Dªugo±¢ przedmiotu lub odlegªo±ci mi¦dzy zdarzeniami s¡ najwi¦ksze w ukªadzie, wzgl¦dem
którego mierzony przedmiot lub zachodz¡ce zdarzenia spoczywaj¡. Dªugo±ci i odlegªo±ci s¡
skrócone w ukªadzie odniesienia poruszaj¡cym si¦ wzgl¦dem mierzonego przedmiotu lub

zdarze«.

Mo»emy to uj¡¢ w postaci wzoru:

L =
L′
0

γ

L′
0 : odlegªo±¢/dªugo±¢ �wªasna� w ukªadzie primowanym

L : odlegªo±¢/dªugo±¢ zmierzona ukªadzie laboratoryjnym
poruszaj¡cym si¦ wzgl¦dem zdarze«/przedmiotu

(10.29.)

Wyprowadzenie wzoru na kontrakcj¦ dªugo±ci b¦dzie przebiegaªo podobnie, jak w przypadku
dylatacji czasu. Przyjmijmy ∆x′ = x′2−x′1 (pomiar w ukªadzie primowanym) oraz ∆x = x2−
x1 (pomiar w ukªadzie laboratoryjnym). Zaªó»my, »e znaj¡c dªugo±¢ L′

0 = ∆x′ w ukªadzie
primowanym, chcemy zmierzy¢ L w ukªadzie laboratoryjnym. Oczywi±cie pomiaru musimy
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dokona¢ w tych samych chwilach czasu, a wi¦c L = ∆x tylko wtedy, gdy t1 = t2. Skorzystamy
ze wzorów (10.15.) i (10.14.):

∆x = x2 − x1 = γ(x′2 + V t′2)− γ(x′1 + V t′1) = γ(x′2 − x′1) + γV (t′2 − t′1) =
= γ∆x′ + γV [γ(t2 − V

c2
x2)− γ(t1 − V

c2
x1)] = γ∆x′ − γ2 V 2

c2
∆x

(10.30.)

Po przeniesieniu na lew¡ stron¦ skªadnika z ∆x mamy:

Lewa = (1 + γ2 V 2

c2
)∆x =

(
1 +

V 2

c2

1−V 2

c2

)
∆x = γ2∆x

Prawa = γ∆x′

Lewa = Prawa ⇒ ∆x = ∆x′

γ
⇒ L =

L′
0

γ

(10.31.)

co byªo do udowodnienia.
Nieco inn¡ sytuacj¡ �zyczn¡ jest taka, »e przedmiot le»y w spoczynku w ukªadzie labo-

ratorium i tam jego dªugo±¢ wªasna wynosi L0, natomiast pomiaru dokonuje obserwator z
poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ V ukªadu primowanego. Wyprowadzenie wzoru na kontrakcj¦
dªugo±ci w tym przypadku jest analogiczne do powy»szego, przy czym teraz mierzymy L′ w
ukªadzie primowanym, przy zaªo»eniu t′1 = t′2. Czytelnik sam mo»e dokona¢ odpowiedniego
wyprowadzenia i przekona¢ si¦, »e wówczas:

L′ =
L0

γ

L0 : odlegªo±¢/dªugo±¢ �wªasna� w ukªadzie laboratoryjnym
L′ : odlegªo±¢/dªugo±¢ zmierzona ukªadzie primowanym

poruszaj¡cym si¦ wzgl¦dem zdarze«/przedmiotu
(10.32.)

Zróbmy teraz �±mieszny� eksperyment my±lowy. Zaªó»my, »e pr¦t o dªugo±ci L0 spoczywaj¡cy
na Ziemi (ukªad laboratoryjny) chc¡ wykona¢ astronauci statku kosmicznego, który poru-
sza si¦ w przestrzeni kosmicznej z relatywistyczn¡ pr¦dko±ci¡ V . Widz¡ oni dªugo±¢ pr¦ta
L′ = L0/γ, a wi¦c krótsz¡. Wykonuj¡ wi¦c swój model pr¦ta, ale o skróconej dªugo±ci L′.
Teraz znowu pracownicy laboratorium ziemskiego chc¡ skopiowa¢ kosmiczny pr¦t, który dla
nich ma dªugo±¢ L′′

0 = L′/γ. Jaka b¦dzie dªugo±¢ pr¦ta �podwójnie skopiowanego� wzgl¦dem
dªugo±ci oryginaªu? Oczywi±cie L′′ = L0/γ

2. Zatem pr¦t b¦dzie γ2-krotnie skrócony po takim
dwukrotnym kopiowaniu.

Skomentujmy jedn¡ istotn¡ spraw¦. Skrócenie Lorentza wyst¦puje tylko dla wymiaru
wzdªu» wektora pr¦dko±ci unoszenia V⃗ . Wymiary poprzeczne nie ulegaj¡ zmianie. Je±li wi¦c,
tak jak zaªo»yli±my podczas de�niowania wzorów transformacyjnych (10.14.) i (10.15.), wek-
tor V⃗ jest skierowany wzdªu» osi x, to ∆y′ = ∆y oraz ∆z′ = ∆z.

Relatywistyczne skrócenie dªugo±ci jest przyczyn¡ tego, »e przedmioty poruszaj¡ce si¦ z
pr¦dko±ci¡ relatywistyczn¡ wydaj¡ si¦ nam by¢ zdeformowane, maj¡ zmienione ksztaªty. Np.
okr¡g umieszczony w rakiecie kosmicznej wydaje si¦ by¢ elips¡ o krótszej póªosi w kierunku
ruchu rakiety. Podobnie kwadrat b¦dzie rejestrowany jako prostok¡t �±ci±ni¦ty� w kierunku
ruchu itd. Efekt ten jest przyczyn¡ wielu paradoksów, jak np. paradoks gara»u (lub drabiny).
Zainteresowanych odsyªamy do bardziej specjalistycznej literatury.

10.4.3. Relatywistyczne zw¦»enie wi¡zki promieniowania*

Zaªó»my, »e poruszaj¡c si¦ z pr¦dko±ci¡ relatywistyczn¡ (np. na futurystycznym statku
kosmicznym) dysponujemy latark¡, któr¡ kierujemy pod k¡tem φ′ wzgl¦dem kierunku ruchu
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naszego statku. Jaki k¡t φ zaobserwuje obserwator z Ziemi? Czy wi¡zka ±wiatªa wyda mu
si¦ szersza czy w¦»sza? Spróbujmy rozwi¡za¢ t¦ zagadk¦.
�wiatªo w ukªadzie primowanym w czasie t′ pokona drog¦ ct′ w kierunku pod k¡tem φ′.
Przemieszczenie wi¡zki ±wiatªa w kierunku osi x′ wyniesie x′ = ct′ cosφ′. Podobnie b¦dzie
z perspektywy ukªadu nieprimowanego: x = ct cosφ (oczywi±cie w obu ukªadach pr¦dko±¢
±wiatªa wynosi c, w ukªadzie nieprimowanym zmierzymy jednak inne przemieszczenie x i
zanotujemy inny czas t). K¡t zmierzony w ukªadzie nieprimowanym mo»emy wi¦c zde�niowa¢
jako: cosφ = x

ct
. Skorzystajmy z transformacji odwrotnej Lorentza (10.15.):

cosφ =
x

ct
=

x′ + V t′

c
(
t′ + V

c2
x′
) =

ct′ cosφ′ + V t′

c
(
t′ + V

c2
ct′ cosφ′

) =
cosφ′ + V

c

1 + V
c
cosφ′ (10.33.)

Powy»szy wzór podaje transformacj¦ k¡ta z ukªadu wªasnego do ukªadu laboratoryjnego.
Na pierwszy rzut oka ci¦»ko stwierdzi¢, czy cosφ > cosφ′ czy odwrotnie. Spróbujmy jed-
nak rozstrzygn¡¢ t¦ kwesti¦ metod¡ gra�czn¡. Na Rysunku 10.3. szkicujemy wykres funkcji
f(x) = x+β

1+βx
oraz g(x) = x, gdzie x ≡ cosφ, a β ≤ 1. Wida¢, »e w interesuj¡cym nas prze-

dziale x ∈ ⟨0,1⟩ f(x) > g(x), czyli cosφ > cosφ′ ⇒ φ < φ′ (kosinus jest funkcj¡ malej¡c¡
w zakresie k¡tów ostrych). Zatem mamy do czynienia rzeczywi±cie ze zw¦»eniem k¡ta wi¡zki
promieniowania, rejestrowanego w ukªadzie laboratoryjnym (patrz: Rysunek 10.3.). Wniosek
jest prawdziwy dla wszystkich k¡tów θ′ ∈ (0,360◦).

Efekt ten jest powszechnie obserwowany w eksperymentach �zyki cz¡stek elementarnych.
Np. w eksperymencie z u»yciem akceleratorów koªowych (synchrotronów) zakrzywiane w sil-
nym polu magnetycznym elektrony emituj¡ tzw. promieniowanie synchrotronowe. Jest to
promieniowanie elektromagnetyczne o wysokiej energii. Okazuje si¦, »e jest ono rejestrowane
przez nas tylko w w¡skim sto»ku o maªym k¡cie rozwarcia wokóª toru elektronu, mimo »e
elektron emituje je izotropowo (równomiernie) w ka»dym kierunku. W Przykªadzie wrócimy
do tego zjawiska.

Rysunek 10.3.: Po lewej: Wykres zale»no±ci cosφ od cosφ′ dla ró»nych pr¦dko±ci β. cosφ
jest zawsze wi¦kszy od cosφ′. Po prawej: relatywistyczne zw¦»enie wi¡zki (schemat emisji
promieniowania synchrotronowego); przy maªych pr¦dko±ciach elektronu (v ≈ maªe) promie-
niowanie jest emitowane izotropowo; przy relatywistycznych pr¦dko±ciach elektronu (v → c)
wi¡zka jest skupiona w w¡skim sto»ku.
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Przykªady

1. Wiemy, »e niektóre cz¡stki elementarne maj¡ bardzo krótki czas »ycia (tzn. bardzo
szybko si¦ rozpadaj¡ na inne cz¡stki). Przykªadowo spoczywaj¡cy mion (�brat bli¹-
niak� elektronu) »yje ok. 2,2 µs od momentu jego powstania zanim si¦ rozpadnie.
Miony mog¡ by¢ wytwarzane w górnych warstwach atmosfery wskutek zderze« wyso-
koenergetycznych cz¡stek promieniowania kosmicznego z molekuªami atmosfery. Jak
to jest mo»liwe, »e jeste±my w stanie rejestrowa¢ takie miony na powierzchni Ziemi?
W zadaniu chodzi o to, »e w czasie 2,2 µs najszybsze obiekty we Wszech±wiecie (fotony)
mog¡ przeby¢ drog¦ ok. 660 m (s = ct), podczas gdy zewn¦trzne warstwy atmosfery
rozci¡gaj¡ si¦ na setki i tysi¡ce kilometrów nad powierzchni¡ Ziemi. Miony maj¡ wi¦c
do przebycia, powiedzmy, 10-100 km. Mo»liwe jest to dzi¦ki efektom relatywistycznym.
Czas »ycia mionów 2,2 µs dotyczy ich ukªadu wªasnego. W ukªadzie laboratoryjnym
zanotujemy czas wydªu»ony, zgodnie z efektem dylatacji czasu. Poniewa» mion mo»e
porusza¢ si¦ z pr¦dko±ci¡ przy±wietln¡, np. 0,999 c, dla której czynnik Lorentza γ ≈ 22
to czas »ycia mionu zmierzony na Ziemi wyniesie t = γt′ = 22 · 2,2 ≈ 48µs, a wi¦c
w ukªadzie laboratoryjnym mion mo»e pokona¢ dystans ok. 22 razy wi¦kszy w cza-
sie swojego »ycia. To daje nam ju» ok. 15 km. W rzeczywisto±ci, miony jako cz¡stki
stosunkowo lekkie, mog¡ mie¢ nawet wi¦ksze pr¦dko±ci.

2. Jak zmieni si¦ pole kwadratu o boku a, podró»uj¡cego w statku kosmicznym z pr¦dko-
±ci¡ 0,5 c, a obserwowanego z Ziemi? Zaªó», »e kwadrat jest ustawiony jednym bokiem
wzdªu» wektora pr¦dko±ci unoszenia.
Mamy tutaj do czynienia z relatywistycznym skróceniem dªugo±ci. Skróceniu ulega
tylko ten wymiar, który dotyczy dªugo±ci boku ustawionego wzdªu» pr¦dko±ci stat-
ku, nazwijmy go a′x (ukªad primowany jest zwi¡zany ze statkiem). Wykorzystamy
wzór (10.29.): ax = a′x/γ = a/γ = 0,866 a. Oczywi±cie drugi wymiar: ay = a′y = a
(kwadrat staª si¦ prostok¡tem). Wspóªczynnik gamma odczytali±my z Tabeli 10.1.. Za-
tem pole powierzchni: A = axay = 0,866 a2 = 86,6%A′.
Jak sytuacja wygl¡daªaby, gdyby kwadrat byª ustawiony na podkªadzie statku wzdªu»
swojej przek¡tnej wzgl¦dem kierunku lotu? Skróceniu lorentzowskiemu ulegªaby prze-
k¡tna kwadratu: dx = d′x/γ = 0,866 d′, ale czy kwadrat b¦dzie nadal kwadratem? Skoro
skróceniu ulegªa jedna przek¡tna, a druga nie (bo jest prostopadªa do wektora pr¦dko-
±ci), to oczywi±cie kwadrat staª si¦ rombem. Wykorzystuj¡c wzór na pole rombu przy
u»yciu dªugo±ci przek¡tnych, obliczamy: A = 1

2
dxdy =

1
2
d′x
γ
d′y = 0,866· 1

2
d′xd

′
y = 0,866A′.

Pole jest wi¦c takie samo, ale ksztaªt �gury ulegª zmianie, tym razem jest to romb, a
nie prostok¡t. Obliczmy ostry k¡t tego rombu: tgα

2
=

1
2
dy

1
2
dx

=
d′y

d′x/γ
= γ, st¡d k¡t ostry w

rombie wynosi α = 82◦. Romb nie jest wi¦c bardzo �spªaszczony�, bo pr¦dko±¢ statku
nie jest jeszcze bardzo du»a.

3. Synchrotron ESRF wybudowany w Grenoble, we Francji, mo»e rozp¦dza¢ elektrony do
energii 6 GeV. Jaki k¡t tworzy wi¡zka promieniowania synchrotronowego emitowanego
przez takie elektrony?
Wykorzystamy wzór na relatywistyczne zw¦»enie wi¡zki promieniowania (10.33.), jed-
nak wcze±niej musimy wyliczy¢ pr¦dko±¢ elektronów o energii 6 GeV. Autor nie spre-
cyzowaª dokªadnie, jaka to jest energia - kinetyczna czy caªkowita. Zazwyczaj mamy
na my±li w takich przepadkach energi¦ kinetyczn¡. Zauwa»my jednak, »e przy energii
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spoczynkowej elektronu, równej m0c
2 = 0,511 MeV, warto±¢ 6 GeV = 6000 MeV jest

wielokrotnie wi¦ksza. �miaªo mo»na by pomin¡¢ warto±¢ m0c
2 w obliczeniach. Sko-

rzystajmy ze wzoru na pr¦dko±¢ jako funkcji energii kinetycznej (wyprowadzonego w
Przykªadzie 2):
V
c
=
√
1− 1

Ek
m0c

2+1
= 0,9999574

(specjalnie podajemy tyle cyfr po przecinku, »eby pokaza¢, jak wielka jest pr¦dko±¢
elektronu, cho¢ wci¡» mniejsza ni» c). Najwi¦kszemu �zw¦»eniu� ulegnie wi¡zka fotonów
emitowana prostopadle do kierunku pr¦dko±ci elektronu, a wi¦c pod k¡tem φ′ = 90◦.
Korzystaj¡c ze wzoru (10.33.) dla φ′ = 90◦, obliczymy k¡t rozwarcia wi¡zki promienio-
wania synchrotronowego:

cosφ =
cosφ′+V

c

1+V
c
cosφ′ = | cosφ′ = 0 | = V

c
= 0,9999574 ⇒ φ = 0,53◦ ⇒ 2φ′ = 1,06◦

Zw¦»enie wi¡zki jest wi¦c niemal niewyobra»alne. Promieniowanie synchrotronowe two-
rzy niezwykle w¡sk¡, skupion¡ wi¡zk¦. Mi¦dzy innymi dzi¦ki temu jest bardzo �atrak-
cyjne� z punktu widzenia wykorzystania eksperymentalnego w �zyce, chemii, naukach
biologicznych i materiaªowych.

Zadania

1. Zmierzony ±redni czas »ycia pionów naªadowanych Π+ w spoczynku wynosi 2,6 ·10−8 s.
�redni czas »ycia pr¦dkich pionów w obserwowanej wi¡zce promieniowania kosmicznego
wynosi 1,6 µs. Oblicz jak¡ pr¦dko±¢ wzgl¦dem Ziemi maj¡ piony w tej wi¡zce.

2. Wyobra¹my sobie, »e zaªoga zbli»aj¡cej si¦ do Ziemi z pr¦dko±ci¡ 0,7 c rakiety obserwuje
pionowo z góry ziemskie laboratorium, w którym o ±cian¦ oparto drabin¦ o dªugo±ci
(�ziemskiej�) 2,5 m. Drabina tworzy z podªog¡ k¡t 15◦. Jaki k¡t zanotuj¡ czªonkowie
zaªogi rakiety?

3. Jaki ksztaªt ma sfera o promieniu r umieszczona w laboratorium, obserwowana z ukªa-
du primowanego, poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ 0,99 c? Oblicz procentow¡ zmian¦ pola
powierzchni i obj¦to±ci tej bryªy w ukªadzie primowanym.

4. Akcelerator LHC rozp¦dza wi¡zk¦ protonów do energii 7 TeV. Oblicz pr¦dko±¢ pro-
tonów w takiej wi¡zce. (*) Jak¡ szeroko±¢ k¡tow¡ ma wi¡zka emitowanego przez te
protony promieniowania synchrotronowego?

10.5. Elementy dynamiki relatywistycznej*

10.5.1. Siªa relatywistyczna

W podrozdziale 10.1.1. zde�niowali±my p¦d relatywistyczny. W STW, podobnie jak w
klasycznej mechanice, wektor siªy wypadkowej de�niujemy jako pochodn¡ po czasie wektora
p¦du (II zasada dynamiki):

F⃗ =
dp⃗

dt
=

d

dt
(γm0v⃗) =

d

dt

 1√
1− v2

c2

m0v⃗

 (10.34.)
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Wektor pr¦dko±ci, który mamy ró»niczkowa¢ w powy»szym równaniu, mo»e zale»e¢ od czasu,
lub nie. W przypadku, gdy pr¦dko±¢ nie zale»y od czasu, to oczywi±cie pochodna wynosi 0 i
wektor siªy wypadkowej jest 0. Je±li kierunek i zwrot wektora pr¦dko±ci jest staªy, a zmienia
si¦ tylko jego warto±¢ (czyli mamy do czynienia z ruchem prostoliniowym niejednostajnym),
to powiemy o skªadowej stycznej siªy:

Fs =
d

dt

 m0v√
1− v2

c2

 = · · · = m0(√
1− v2

c2

)3

dv

dt
= γ3m0

dv

dt
= γ3m0as (10.35.)

Je±li natomiast zmienia si¦ tylko kierunek pr¦dko±ci, ale warto±¢ pozostaje staªa (np. ruch
jednostajny po okr¦gu), |v⃗| = const., to mówimy o skªadowej do±rodkowej (normalnej) siªy:

Fd =
m0√
1− v2

c2

dv⃗

dt
=

∣∣∣∣dv⃗dt =
v2

R
(R - promie« krzywizny)

∣∣∣∣ = γm0
v2

R
= γm0ad (10.36.)

Zde�niowali±my dwie skªadowe wektora siªy w ruchu krzywoliniowym z pr¦dko±ci¡ relatywi-
styczn¡, zale»n¡ od czasu. S¡ to:

Skªadowa styczna (ruch prostoliniowy, v = v(t)): F⃗s = γ3m0a⃗s, as =
dv
dt

Skªadowa do±rodkowa (ruch po okr¦gu, |v⃗| = const.): F⃗d = γm0a⃗d, ad =
v2

R

(10.37.)

Dwie skªadowe przy±pieszenia, a⃗s i a⃗d, daj¡ w sumie wektor przy±pieszenia caªkowitego:
a⃗ = a⃗s + a⃗d, jak w ka»dym ruchu krzywoliniowym (por. Rozdziaª 2.1.). Podobnie dwie
skªadowe siªy, zde�niowane jako (10.37.), sumuj¡ si¦ do wektora caªkowitej siªy wypadkowej:
F⃗ = F⃗s+ F⃗d. Zauwa»my natomiast, »e w STW nie jest prawdziwa de�nicja siªy wypadkowej
w uj¦ciu: F⃗ = m0a⃗. W mechanice relatywistycznej mamy:

F⃗ = γm0

(
γ2a⃗s + a⃗d

)
⇒ F⃗ ∦ a⃗ (10.38.)

Zauwa»my, »e przy pr¦dko±ciach skrajnie relatywistycznych (v → c) siªa wypadkowa osi¡ga
warto±¢ niesko«czon¡. Aby zmieni¢ wektor pr¦dko±ci cz¡stki tak bardzo relatywistycznej,
nale»aªoby u»y¢ ogromnej siªy. Sytuacja ta dotyczy cz¡stek materialnych (m0 ̸= 0). Przykªa-
dowo do zakrzywienia toru ruchu protonów w eksperymencie LHC nale»y u»y¢ magnesów
zakrzywiaj¡cych o du»ej mocy (wytwarzaj¡cych silne pole magnetyczne, a wi¦c i du»¡ siª¦
magnetyczn¡ Lorentza). Inaczej jest w przypadku cz¡stek niematerialnych (np. bezmasowy
foton). Zmiana kierunku pr¦dko±ci (lub p¦du) fotonu nie jest zadaniem trudnym, bo nie
wymaga u»ycia du»ej siªy (wystarczy zwykªe lusterko, aby odbi¢ ±wiatªo).

10.5.2. Relatywistyczna energia kinetyczna

Pami¦tamy, »e zmiana energii kinetycznej jest równa pracy siªy wypadkowej (dyskusja
w Rozdziale 4.1.). Dla uproszczenia rachunków zaªo»my, »e wektor siªy F⃗ skierowany jest
równolegle do wektora przemieszczenia ds⃗ oraz »e pod wpªywem siªy F⃗ ciaªo rozp¦dza si¦
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od pr¦dko±ci 0 do v⃗. Energi¦ kinetyczn¡ obliczymy wi¦c jako:

Ek =

∫ v

0

Fds =

∫ v

0

dp

dt
ds =

∫ v

0

ds

dt
dp =

∫ v

0

vdp =

∥∥∥∥∥∥
na podst. wzoru (1.21.)
(caªkowanie przez cz¦±ci)∫
vdp = vp−

∫
pdv

∥∥∥∥∥∥ =

= vp−
∫ v

0

pdv =
m0v

2√
1− v2

c2

−
∫ v

0

m0v√
1− v2

c2

dv

(10.39.)

Ostatnia caªka nie jest bardzo prosta, obliczenie jej zostawiamy Czytelnikowi jako ±wiet-
ne ¢wiczenie z analizy matematycznej (nale»y zrobi¢ �sprytne podstawienie�). Wynik caªki

nieoznaczonej to: −m0c
2
√

1− v2

c2
. Energia kinetyczna wynosi ostatecznie:

Ek =
m0v

2√
1− v2

c2

+

[
−m0c

2

√
1− v2

c2

]∣∣∣∣∣
v

0

=
m0v

2√
1− v2

c2

+m0c
2

(√
1− v2

c2
− 1

)
=

= · · · = m0c
2

 1√
1− v2

c2

− 1

 = m0c
2 (γ − 1)

(10.40.)

co jest wynikiem, który poznali±my ju» w Rozdziale 10.2. (wzór (10.6.) na relatywistyczn¡
energi¦ kinetyczn¡).

Zadania

1. Wyprowad¹ wzór na pr¦dko±¢ w ruchu jednostajnie zmiennym (ze staªym przy±piesze-
niem A) prostoliniowym bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej.Wskazówka. Zauwa», »e na podsta-
wie (10.37.) mo»emy poda¢ wzór na transformacj¦ skªadowej stycznej przy±pieszenia:
a′s = γ3as = γ3 dv

dt
. W zadaniu znamy a′s = A = const.. Rozwi¡zanie. v(t) = At√

1+A2t2

c2

.
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