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Przedmowa

Niniejszy skrypt zostal opracowany w oparciu o program ¢wiczeni audytoryjnych dla
kierunku Geodezja i Kartografia WGGIIS oraz zaje¢ wyréownawczych z fizyki dla kierunku
Technologia Chemiczna WIMiC AGH w Krakowie i ma stuzyé¢ uczestnikom tych zaje¢ w
przygotowaniu sie do zaliczenia przedmiotu ,Fizyka I” lub analogicznych. Chociaz skrypt
jest adresowany w pierwszej kolejnoéci do studentow GiK, jego materiat jest odpowiedni
takze dla studentow pozostatych kierunkow i wydziatow AGH. Autorem skryptu jest dr inz.
Radostaw Strzatka, a recenzentami prof. dr hab. inz. Andrzej Baczmanski (rozdzialy 1-4)
oraz prof. dr hab. Janusz Wolny (rozdziaty 1-6,8-9), pracownicy WFiIS AGH.

Material skryptu zostal podzielony na osiem gléwnych Rozdziatlow, w ktoérych kolejno
opracowane sg nastepujace dzialy:

e Podstawy matematyczne, szczegdlnie pomocne w nauce i rozumieniu podstaw fizyki
Kinematyka
Dynamika, w tym takze dynamika bryly sztywnej
Praca, moc i energia
Grawitacja
Ruch harmoniczny
Fale mechaniczne
Hydrostatyka i hydrodynamika
Termodynamika

e Szczegblna Teoria Wzglednosci
Niektore podrozdzialy zostalty oznaczone gwiazdka (*) i jako nieco trudniejsze, lub nie nie-
zbedne dla zrozumienia dalszych czesci skryptu, moga zostaé¢ poczatkowo pominiete.
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nieco poszerzony, co ma pozwoli¢ studentowi na samodzielne sprawdzenie wtasnych umiejet-
no$ci. Czesé problemow i zadan jest autorstwa R. Strzatki. Wszystkie rysunki sg autorstwa
R. Strzalki.

Autorzy maja nadzieje, ze skrypt spelni swoja role i bedzie pomocny w przyswojeniu
wiedzy z podstaw fizyki. W przypadku wszelkich uwag (merytorycznych, redakcyjnych itp.)
autorzy prosza o kontakt:

dr inz. Radostaw Strzatka
strzalka@fis.agh.edu.pl
Tel. (12) 617 - 41 -51

Pok. 315 paw. D-10

17.03.2020
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Rozdzial 1.

Wprowadzenie matematyczne

W pierwszym rozdziale przedstawiamy podstawowe informacje dotyczgce narzedzi ma-
tematycznych niezbednych do dalszych rozwazan fizycznych. Definiujemy pojecie pochodnej
funkcyi, prezentujemy jej graficzng interpretacje ¢ zastosowania, a nastepnie wprowadzamy
podstawy rachunku wektorowego. Jako uzupetnienie, przy pierwszej kontakcie do pominiecia
przez Czytelnika, omawiamy podstawy rachunku catkowego.

1.1. Uklady réwnan

Uktadem dwoéch réwnari na dwie niewiadome z i y nazywamy pare réwnan, w ktorych
zmienne x i y wystepuja jednoczesnie, np.:

rT+2y==6
{ 80—y =4 (1.1.)

Powyzsze rownanie nalezy dodatkowo nazwaé¢ uktadem réownan lintowych, gdyz zmienne x i
y wystepuja w pierwszych potegach.

Metod rozwigzywania uktadéw réwnan jest przynajmniej kilka, np. powyzsze rownanie

mozna by rozwigza¢ wyznaczajac x z pierwszego rOwnania i podstawiajac do drugiego.
W ten sposob otrzymamy jedno rownanie na jedna niewiadoma y. Majac y wykorzystujemy
ktorekolwiek z réwnan uktadu do znalezienia .
Mozna tez pomnozy¢ obie strony drugiego réwnania przez 2 i doda¢ réwnania stronami.
Wtedy wyeliminujemy zmienna y i dostaniemy rownanie 7z = 14, z ktérego x = 2. Znowu,
wstawiajac obliczone x do ktoregokolwiek z réwnan dostaniemy y. Tak na marginesie,
rozwigzaniem ukladu jest para r =y = 2.

Nie jest naszym celem ¢wiczenie rozwigzywania uktadéw rownan. Cheemy zwroci¢ uwage
na to, ze nie kazde rownanie warto rozwiazywac jedna z dwoch powyzszych metod (nie kazde
sie tez da w ten sposob rozwiaza¢). Tak jest np. z rownaniem:

2
y=x"—16
{ 3y —2x =38 (1.2)

8



ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.1. Uklady réwnan

Wstawiajac bezposrednio y z pierwszego do drugiego rOwnania otrzymamy roéwnanie kwadra-
towe, ktore oczywiscie potrafimy rozwiagzaé, ale jest to doé¢ czasochtonne. Mozna zauwazy¢,
ze przenoszac w drugim réwnaniu 2z na drugg strone znaku roéwnosci dostaniemy 2x+8, czyli
2(x+4). Z kolei wyrazenie 22 — 16 w pierwszym réwnaniu mozemy roztozy¢ na (v —4)(x+4)
korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow: a® — b* = (a — b)(a +b). Ostatecznie dostajemy:

y=(r—4)(x+4)
{ 3y = 2(x + 4) (1.3

Jesli teraz podzielimy stronami te réwnania (np. pierwsze przez drugie), to bardzo prosto
1

dostaniemy % = 5(r —4), a stad juz z = 1—;. Ale przeciez rownanie kwadratowe, ktorego
nie chcieliémy rozwiazywa¢ ma w og6lnosci 2 rozwigzania - my dostaliémy jedno? Nalezy
pamietac, ze dzielac rownania stronami, gdy wyrazenie (x + 4) uproscilo sie, zatozylismy po
cichu, ze jest ono jednocze$nie rozne od zera. Takze dzielac przez y przyjelismy y # 0. W
tym zalozeniu tkwi klucz do znalezienia drugiego rozwiazania. Jesli x +4 = 0, czyli x = —4,
to oba réwnania ukladu sa takze spelnione (dostajemy y = 0 z pierwszego i 3y = 0 z
drugiego).

UWAGA! Nalezy pamietaé, ze rownanie kwadratowe (takze bedace jednym z rownan ukta-
du) moze mie¢ 2 rozwiazania.

UWAGA 2! Generalnie, czesto warto szukaé¢ wzoru skroconego mnozenia w rownaniach.

Na koniec zastanowimy sie nad rozwigzaniem uktadu rownan, majacego fizyczny sens:

T =TCoS
{ y=rsing (1.4)

Tym razem x,y sa znanymi liczbami (np. 7 1 15), a szukanymi sg r i ¢. Aby w najprostszy
sposob znalezé ¢ wystarczy podzieli¢c réwnania stronami. Dostaniemy wtedy tgy = £, co
jednoznacznie definiuje nam ¢. Aby znalezé r dodamy oba réwnania, podniesione wcze$niej
stronami do kwadratu. Dostaniemy wowczas: 22 + y% = 12 cos® ¢ + r2sin? ¢, co przy zauwa-
zeniu jedynki trygonometrycznej da nam r? = 22 + 3%

Jak wspomnieli$my, rownanie ma znaczenie fizyczne - wyraza bowiem zaleznos¢ potoze-
nia (z,y) punktu materialnego od promienia r i kata obrotu ¢ w ruchu po okregu. Rownania
te jednoczesnie wiaza kartezjanski uktad wspolrzednych z ukladem biegunowym (zwanym

tez polarnym), czesto wykorzystywanym w fizyce.

Zadania

Rozwiaz uklady rownan dwoch lub trzech zmiennych.

_ 9.2 2 — 2 _ - 2
2) 6y = 22° — 18 b) x*+13 =2y o) dr® —dr =y + 3
y—2=x+1 3r=2—-y 20 — 1= -3y
x =1 cos psind Ta =3 —4b
d) ¢ y=rsingsind e) { 2a=4b—5c+1
z = rcosv a=2+5c



1.2. Pochodna funkcji ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

1.2. Pochodna funkcji
Matematycy definiuja pojecie pochodnej funkcji f(x) w punkcie z = xy jako granice

ilorazu réznicowego:
A f) = S

dx T—T0 T — X

T=T0

Najczesciej oznaczamy pochodng na dwa sposoby: f/(x) (czyt.: f prim od x) lub % (czyt.:
de f po de x). Dla konkretnej funkcji, np. z2 — 1, napiszemy: (22 — 1)'.

W tym zawilym wzorze wystepuje przynajmniej kilka znakow zapytania. Przede wszyst-
kim, co to jest granica funkcji? Mozemy sobie wyobrazi¢, ze wedrujemy wzdtuz jakiejs krzy-
wej (bedacej wykresem jakiej$ funkcji) - od dowolnego punktu (z,f(x)) do wybranego punk-
tu (zo,f(x0)). Szukanie granicy funkcji w punkcie xq jest whasnie tym zblizaniem sie wzdluz
krzywej nieskonczenie blisko punktu (zg,f(xg)). Obliczanie granicy w punkcie praktycznie
sprowadza sie do obliczania wartosci funkcji w tym punkcie. Nalezy jednak pamietaé, ze to
nie to samo - funkcja moze nie mie¢ wartosci w punkcie x = o (bo jest np. nieciagta w tym
punkcie), ale granica w tym punkcie moze istnie¢. Dla przyktadu, zastanéwmy sie nad grani-
ca funkcji tangens w punkcie 2o = 7 (pamigtamy jak wyglada jej wykres). Wedrujac wzdhuz
tangensoidy np. od poczatku uktadu wspotrzednych do punktu zo = 7 widzimy, ze wykres
zmierza asymptotycznie do nieskoniczonosci. Zatem granica tangensa w punkcie r = 7 wy-
nosi: lim,_, = (tgz) = 4o00. Granice taks nazwiemy niewfasciwg. Jednoczednie punkt zy = 7
nie nalezy do dziedziny funkcji tangens.

Drugim nowym pojeciem jest zapewne iloraz roznicowy. Jest to po prostu iloraz dwoch
roznic - w liczniku réznica wartosci funkeji f w punktach z oraz xy, a w mianowniku réznica
argumentéw. Obliczanie granicy takiego ilorazu nie jest tak bezposrednie jak w przypad-
ku opisanym powyzej przy obliczaniu granicy funkcji. Zauwazmy, ze jesli w ilorazie wprost
wstawimy x = x, to dostaniemy wyrazenie 8, ktore w matematyce nazywa sie symbolem
nieoznaczonym i nie ma sensu. Granice ilorazu réznicowego liczy sie sprytnie, tzn. nalezy
odpowiednio przeksztalca¢ iloraz tak, by pozby¢ sie problemu z symbolem nieoznaczonym.
Sposdb obliczania granicy ilorazu réznicowego, czyli znajdowania pochodnej funkeji w punk-
cie, opiszemy na dwoch przyktadach.

Nalezy jeszcze skomentowaé jedna rzecz. Wzor definiuje pochodna w punkcie x,
czyli f'(zg). Jest to liczba, np. f'(z¢) = 5. Méwimy tez o pochodnej jako o funkcji pochod-
nej dowolnego argumentu z, czyli f'(x). Definicja tak samo dobrze definiuje funkcje
pochodna, bo xy w tej definicji jest zupelnie dowolne.

Przyktlady
1. Obliczmy pochodna funkcji f(x) = 22 korzystajac z definicji pochodne;.
_ 2_ .2
f/(xo) _ ($2)/|x:xo = lim M = lim ]
T—rT(Q Tr — .’L’O rT—r0 L — xo

Zauwazmy, ze rzeczywiscie ktadac x = zy dostaniemy symbol nieoznaczony %, co mu-
simy jako§ obej$¢. Rozlozmy roznice kwadratow z? — 22 na iloczyn (z — zo)(z + o),
korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia. Wtedy

1?2 — 2 (z —xo)(x +x0) _ lim (z—10)(x + x0)

lim —2 = lim = lim (x 4 ) = 229
T—=xT0 T — X T—T0 T — Xo T—T0 =Ty T—T0

10



ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.2. Pochodna funkcji

Ostatnie przejscie to po prostu podstawienie x = zo. Moglismy podzieli¢ przez (z—x),
bo x nigdy nie jest rowne zo (liczymy granice!). Poniewaz punkt z, jest zupelnie
dowolny (nic o nim nie zaktadalisémy), to mozemy uogolni¢ wynik do dowolnego punktu
r 1 powiedzie¢, ze pochodng funkcji f(x) = z? jest funkcja f'(z) = 2x.

2. Teraz znajdzmy pochodna funkeji f(x) = sinz.

sinx — sin g

/ . / .
f(xg) = (sinz) |pes, = lim (1.6.)
T—x0 Tr — ],'0
Wykorzystamy teraz wzor trygonometryczny na réznice sinusow:
oy — sin B — 9 sin @8 cog 018
sin — sin 3 = 2sin =5~ cos =5=. Wtedy
. sinz — sinxg _ QSinx;;()COSH% . sin#5" T+ o
lim —— = lim = lim ——*—cos (1.7.)
T—z0 T — X T—x0 T — Xg T—x0 0 2

2

W ostatnim kroku przenieslismy ,,2” z licznika do mianownika. W ten sposob dostali$my

wyrazenie typu: Sh;“, co w granicy u — 0 daje 1, zgodnie z pewnym matematycznym
twierdzeniem. W naszym przypadku u =

=1 i rzeczywiscie zdgza do zera, gdy v — xo.
Skoro tak, to pozostaje nam jedynie obliczyé¢ granice z kosinusa, znajdujacego sie w

(1.7)), co zrobimy po prostu podstawiajac za .

. sin #5R0 T+ o . sin #5H T+ o 20
lim ——=— cos = lim ——=— cos = COS —— = COS Xy (1.8.)
T—T0 5 0 2 T—T0 TO 2 2
——
=1

Pochodna funkcji sinus jest wiec funkcja kosinus: (sinz)’ = cosz.

Szukanie pochodnej funkcji przy uzyciu definicji jest uciazliwe i nierzadko trud-
ne. Dlatego chcac obliczy¢ pochodna dowolnej funkcji, najczesciej korzystamy ze wzorow
na pochodne funkcji podstawowych, takich jak wielomian, funkcje trygonometryczne, czy
wyktadnicze. Ponizej podajemy pochodne prostych funkeji, za pomoca ktérych mozna znaj-
dowaé¢ pochodne takze funkcji bardziej skomplikowanych. Nalezy jednak pamietaé¢, ze kazdy
z tych wzorow zostal kiedy$ przez kogo$ wyprowadzony z definicji , 7 czego my teraz
korzystamy dla wygody. Dla kompletnosci podajemy tez reguty, wg ktérych nalezy liczy¢
pochodne dla wyrazen zawierajacych kilka funkcji, w szczegolnosci dla funkcji ztozonych. W
sekcji Przyktady ponizej pokazemy tez jak stosowaé te wzory dla prostych przypadkow.

Pochodne wyzszych rzedow (np. druga pochodna) liczymy jako pochodna pochodnej niz-
szego rzedu (np. druga pochodna jest pochodna pierwszej pochodnej itd.). Zapisujemy to
tak (na przykladzie drugiej pochodnej):

)= T2 (1.9,

(czyt.: f bis od x, de dwa f po de x kwadrat). W fizyce, dla oznaczenia pochodnej po czasie,
uzywa sie czasem specyficznej notacji z kropka. Np. & albo i(t) oznacza 4%, podobnie druga

dt»
pochodna to Z itd.
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1.2. Pochodna funkcji ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

Pochodne podstawowych funkcji

f(z) c cg(xr) oz = sinz  cosz tgr ctgr ¢ Inx
f'(z) 0 cg(x) az*! —=f5 cosx —sinzr —H ——p e 1

(g =f+d (o) =rg+fg (L) =L (fg) = Flo)d

Tabela 1.1.: Pochodne podstawowych funkcji i prostych operacji na dwoch funkcjach.

Przyklady

w
w
.+
8
N
I
(@)
8
=~

(3z2cosx) =23z cosz + 3z*(—sinx) = 6xcosz — 3rsinz

(B) =2 (3 22— o (3) = @Y = 4P — 4
(5—2%)?) =2(5—2%) - (=23) =2(5 — 2%) - (=32%) = —622(5 — %)
(3 cos(z? — 1)) = =3 sin(2? — 1) - 20 = —6a sin(2? — 1)

Interpretacja geometryczna

Teraz zastanowimy sie nad geometryczng interpretacja pochodnej funkcji. Jesli spojrzy-
my na Rysunek [1.1]to tatwo odgadniemy interpretacje ilorazu roznicowego. f(z)— f(xo) jest
dtugoscia pionowego odcinka Ay, natomiast © — xg jest dlugoscig poziomego odcinka Ax.
Stosunek ﬁ—z jest tangensem kata oznaczonego jako «, a ten z kolei jest wspotczynnikiem
kierunkowym prostej siecznej oznaczonej kolorem czerwonym.
lloraz réznicowy jest wiec wspotczynnikiem kierunkowym siecznej przechodzacej przez punk-
ty (xo,f(xg)) oraz (z,f(x)). Pamietamy, ze granica ilorazu réznicowego przy = — g jest
pochodna funkcji w punkcie xy. Jesli zblizymy sie z punktem (x,f(x)) nieskornczenie blisko
punktu (zo,f(xg)), tak jak kaze nam granica przy @ — xo, to sieczna (kolor czerwony) stanie
sie styczna (kolor zielony) w punkcie xy. Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji w
punkcie z( jest wiec taka:

Pochodna f'(xg) jest wspotezynnikiem kierunkowym prostej stycznej w punkcie xq
do krzywej bedgcej wykresem funkcji f(z) .

Ciekawy wniosek wyplywa z warunku zerowania sie pochodnej w danym punkcie. Odpowiada
to sytuacji, gdy parametr kierunkowy stycznej jest réowny 0, a wiec styczna jest funkcja sta-
la. Ta sytuacja z kolei oznacza, ze funkcja ma w tym punkcie tzw. lokalne ekstremum - tzn.
minimum badz maksimum. O ekstremum lokalnym mozna mysle¢ jak o wartosci najmniej-
szej badz najwickszej funkcji w pewnym malym zakresie argumentow. Jesli wiec bedzie nas
interesowato znalezienie argumentu, dla ktérego dana funkcja ma lokalne minimum lub mak-
simum, wystarczy, ze przyréwnamy pochodng tej funkcji do zera i z tego warunku obliczymy
argument z. Jest to tzw. warunek konieczny wystepowania ekstremum.

12



ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.3. Rachunek wektorowy

Sl —— ‘ )
y=ax+b
I S
By=f)-fix:) [
f(XO) s e e ‘/{‘ :
~ (Xo,f(Xo))
-500
/ AX=X-Xo
-1000 ¢ S - -
-10 -5 0 Xo 5 X 10

Rysunek 1.1.: Tlustracja interpretacji graficznej siecznej i pochodne;j.

Zadania

a) Korzystajac z definicji pochodnej (1.5.), oblicz pochodna funkcji f(z) = 1/2? oraz
g(x) = cosz. Dla ambitniejszych: h(z) = z™.
b) Korzystajac ze wzorow na pochodne podstawowych funkeji, oblicz:

3 —22\/
(2% =3z +2), (sinz—1)", [(1—2)e], (Inz+3cosa), <“1+1>
c¢) Prosze znalezé rownanie prostej stycznej do krzywej bedacej wykresem funkcji
f(x) =3+ 22% + 23 w dwoch przypadkach: w punkcie zo = 1 oraz punkcie zq = 0.
Uwaga. Do znalezienia wyrazu wolnego 'b’ w réwnaniv prostej trzeba wykorzystaé fakt,
ze punkt (zo,f (o)) nalezy zardwno do krzywej, jak i stycznej.

1.3. Elementy rachunku wektorowego

Rachunek wektorowy jest dzialem matematyki bardzo potrzebnym fizyce. Wiele wielkosci
fizycznych jest wektorem (np. predkosé czy sila), wobec tego trzeba zna¢ elementy rachunku
wektorowego, aby dobrze rozumie¢ ich opis.

Wektor jest pojeciem matematycznym, ktéry mozna definiowaé z réznym stopniem trud-
nosci. Najprosciej mozna powiedzieé¢, ze jest do odcinek zorientowany w przestrzeni (pro-
Sciej: strzatka), do ktorego opisu nie jest potrzebny uklad odniesienia czy wspolrzednych.
Zyje wlasnym zyciem. Matematycy nazywaja taki wektor swobodnym, jego poczatek mozna
zaczepi¢ gdziekolwiek. W oparciu o taka definicje mozna wprowadzi¢ technike dodawania lub
odejmowania wektoréw bazujaca na metodzie rownolegtoboku (Rysunek . Suma dwoch
wektorow @ i Ejest rowniez wektorem, ktorego poczatek znajduje sie w oczadtku wektora
@ (pierwszego), a koniec w koricu wektora b (drugiego). Na Rysunku (1.2 wida¢, ze taka
konstrukCJa jest rownowazna znajdowaniu dluzszej przekatne] rownolegloboku zbudowanego
przez wektory a i b. Podobnle definiujemy réznice wektorow a — b: jest to suma wektora @
i wektora —b. 7 Rysunku [1.2.| wynika z kolei, ze taka konstrukcja jest rownowazna znajdo-
waniu krotszej przekatnej rownolegtoboku. W obu przypadkach - sumy i r6znicy - wektor
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1.3. Rachunek wektorowy ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

traktujemy jak swobodny.

o
/’
4
4

o,
4

!
1
oy
1
loy

Rysunek 1.2.: Geometryczne dodawanie i odejmowanie wektorow.

W fizyce jednak, wektory nie sa swobodne. Maja 4 cechy (dobrze znane ze szkoly):

e kierunek

® ZWrot

e punkt przylozenia

e dtugosé
Pierwsze dwie cechy (kierunek i zwrot) sa do$¢ oczywiste, cho¢ w mowie potocznej czesto
mylone. Kierunek jest prosta, na ktorej lezy wektor, natomiast zwrot jest orientacja wektora
wzdtuz kierunku (np. w lewo lub prawo). Wazne jest to, ze wektor w fizyce jest zaczepiony do
ciala, obiektu, punktu itd. Nie jest swobodny. I tak np. chcac na schemacie zaznaczy¢ wektor
sity ciezkoSci, z jaka Ziemia przyciaga mase, wektor oznaczajacy sile ciezkosci zaczepiamy
w $rodku tej masy. Czasem zdarza sie, ze rysujemy na schematach sam wektor (bez punktu
przylozenia) - np. przy$pieszenie ziemskie § w przypadku zadan z rzutami. Dajemy wtedy
do zrozumienia, ze omawiamy ruch ciala w polu dziatania przyciggania ziemskiego, a wiec
kazde ciatlo odczuwa przyspieszenie g, w szczegolnosci to, ktorym sie zajmujemy. Oczywiscie
wektor ¢ tez ma punkt przylozenia - w kazdym poruszajacym sie w polu ziemskim ciele -
czego wyraznie nie zaznaczamy.
Dlugos$¢ wektora (zwana tez wartoscia) jest juz $cisle powigzana z wyborem uktadu wspot-
rzednych, jaki wybierzemy. Inna bedzie dlugo$¢ wyrazona w jednostkach ’lcm’; a inna w
jednostkach 2mm’. Np. metrowy sznurek mierzy 100 jednostek pierwszych ("lem’), a 500
jednostek drugich ("2mm’).

Skoro juz wspomnieli§my o wyborze uktadu wspotrzednych, to wprowadzmy matematycz-
ny opis wektora jako zestaw liczb okreslajacych jego wspotrzedne. Dla prostoty zajmiemy sie
wektorami na plaszczyznie, co tatwo uog6lnimy na trzy wymiary, i wybierzemy kartezjanski
uktad wspotrzednych. W ogdlnym przypadku mozemy sobie wyobrazié, ze zaréwno pocza-
tek jak i koniec wektora sa punktami, ktore maja jakies wspolrzedne - np. wektor AB ma
poczatek w punkcie A = [z 4,y4] 1 koniec w punkcie B = [zg,yp]. Liczby w nawiasie kwadra-
towym oznaczaja wspoélrzedne punktow na plaszezyznie (stosuje sie takze nawias okragly).

Wspotrzedne wektora 1@ obliczymy nastepujaco:
zﬁ =[x — Ta,yp — Ya] (1.10.)
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ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne 1.3. Rachunek wektorowy

Uktad odniesienia mozemy wybra¢ dowolnie, w szczegdlnosci tak, zeby jego poczatek znaj-
dowal sie w poczatku wektora AB, wtedy, jak kazdy latwo zauwazy, punkt A otrzymuje
wspohrzedne [0,0], a wektor AB = [zB,YyB].

Dlugosé¢ wektora d = [a,,a,] mozemy obliczy¢ z tw. Pitagorasa:

a=|dl = /a2 +a? (1.11.)

W tym miejscu chcemy omoéwi¢ bardzo waznag z punktu widzenia dalszej cze$ci opra-

cowania kwestie. Mianowicie rozktad wektora na sktadowe. Tak jak wspominalisémy, uktad
odniesienia moze by¢ wybrany dowolnie - najlepiej tak, zeby byl dla nas wygodny. Jesli
wektor jest w tym uktadzie zorientowany pod jakim$ katem do osi, to najczesciej, aby opis
zagadnienia byt wygodny, znajdujemy jego sktadowe. Dotyczy to np. takich probleméw jak
rzut poziomy czy ukosny lub ruch na réwni pochytej.
Rozktad na sktadowe nie jest niczym nowym, opiera sie po prostu na definicji funkcji trygono-
metrycznych, szczeg6lnie sinus i kosinus. Rysunekdeﬁniuje dwie sktadowe wektora ¥ (np.
predkosci) poprzez sinus i kosinus kata miedzy tym wektorem a osia pozioma. Czasem, przez
nieuwage lub zawitosci rysunku/zadania, znajdowanie sktadowych moze stanowi¢ problem,
dlatego proponujemy prosta, ,szkolng” regute, przypominajaca jak rozktad przeprowadzi¢:

Sktadowa wektora przy kacie jest zwigzana funkcjg kosinus,
sktadowa naprzeciw kgta - funkcjg sinus.

y
v ~
y %
¥, =V Cosa
vy=vsina
o Y X

Rysunek 1.3.: Tlustracja rozkladu wektora na sktadowe.

Iloczyn skalarny

Znamy dwa rodzaje mnozenia wektorow. Pierwszy - iloczyn skalarny - jest w efekcie
liczba (skalarem). Aby znalez¢ iloczyn skalarny dwoch wektorow, znajac ich wspolrzedne,
wystarczy, ze wykonamy sume iloczynéow odpowiednich wspotrzednych:

Gob= [az,ay,a;] © [by,by,b.] = azb, + ayb, + asb, (1.12.)
Jesli znamy dtugosci wektorow oraz kat o pomiedzy nimi, wtedy stosujemy taki wzor:
dob=abcosa (1.13.)

W oparciu o wzor (1.13.]) definiuje sie takze kat pomiedzy wektorami. Wazna ,funkcja”
iloczynu skalarnego jest detekcja wektorow prostopadtych. Zgodnie z (1.13.) iloczyn skalarny
takich wektorow jest 0, bo cosa = 0. Zatem

ilb & dob=0 (1.14.)
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1.3. Rachunek wektorowy ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

Iloczyn skalarny ma oczywiscie zastosowania w fizyce - najprostszym przyktadem jest
tu definicja pracy jako iloczyn skalarny sity dziatajacej na cialo i wektora przemieszczenia
ciala: W = F o A7, Wszelkiego rodzaju strumienie (np. przeplywajacej cieczy lub pradu
elektrycznego) sa takze wyrazone przez iloczyny skalarne (Scilej: catki powierzchniowe, ktore
w swojej strukturze maja iloczyn skalarny).
lNloczyn skalarny daje takze informacje o rzucie prostokatnym jednego wektora na drugi.
Zauwazmy, ze sktadowa rownolegta wektora b mierzona wzdtuz wektora @ ma dtugosé b cos a
(oznaczmy ja przez b,) - wynika to z prostego rozkladu wektora na sktadowe w wybranej
bazie. Przyjmujemy, ze kat miedzy wektorami wynosi a. Przeksztatcajac wzor mamy:

S

o

Sl

(1.15.)

b, =bcosa =

a

lloczyn skalarny dwoch wektorow podzielony przez dtugosé jednego z nich jest dlugoscia
rzutu prostokatnego wektora drugiego na pierwszy. Taka interpretacja iloczynu skalarnego
dotyczy nie tylko prostych wektoréw, ale takze funkcji wektorowych, co jest przedmiotem
bardziej zaawansowanych dziatow analizy matematycznej i ma zastosowanie np. w mechanice
kwantowej.

Iloczyn wektorowy

Iloczyn wektorowy ¢ = a x b dwoch wektorow jest rowniez wektorem o nastepujacych
cechach: jest on prostopadly zaréwno do wektora a, jak i b, ma zwrot wynikajacy z reguly
prawej dloni (Sruby prawoskretnej), a jego wartos¢ zdefiniowana jest wzorem:

c=1|d =|@xbl=absina (1.16.)

gdzie a jest katem pomiedzy wektorami @ i b.

Jesli znamy wspoétrzedne wektorow a i I;, to wspotrzednych wektora ¢ = @ x gszukamy
obliczajac wyznacznik zbudowany z odpowiednich wierszy: w pierwszym ustawiamy wersory
osi, w drugim wspolrzedne wektora @, a w ostatnim wspolrzedne wektora b. Wyznacznik
obliczamy zgodnie z algebrg macierzowa.

Ty Z
C=dxb=|ay a, a,| = (ayb, —a.by)z+ (aby — azb,) Y+ (azby — a,b,) 2 (1.17.)
b, b, b

W powyzszym wzorze pojawily sie symbole ,9,2 - sa to tzw. wersory osi kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych. Wersorem nazywamy bezwymiarowy wektor, ktorego dlugosé jest
rowna 1 (czyli # = ).

Poprzez 1loczyn wektorowy deﬁnlujemy wszelkie momenty w fizyce - np. moment sity
(MF =7'X F) lub moment pedu (L = "X p), a takze np. zwiazek predkosci liniowej i katowe]
(U = & x 1), lub zwiazek przys$pieszenia stycznego i katowego (d; = & x 7). Jest to wiec
bardzo przydatny w fizyce element rachunku wektorowego.

[loczyn wektorowy interpretujemy czasem jako zorientowane pole powierzchni rozpietej mie-
dzy dwoma wektorami. Pamietamy prosta definicje pola powierzchni réwnolegtoboku o bo-
kach a 1 b, migdzy ktorymi wystepuje kat o P = absin . To pole to nic innego jak dtugosc
iloczynu wektorowego, |@ x b\ zgodnie z definicja (|1 . Powierzchnie obszaru (niekoniecz-
nie plaskiego) mozemy traktowac¢ wektorowo (w ramach bardziej zaawansowanych rozwazan
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analizy matematycznej), dlatego mowimy, ze obszar moze by¢ zorientowany - iloczyn wek-
torowy zalezy od kolejnosci wektoréw. W efekcie zorientowane pole powierzchni, P = a@ x b,
moze by¢ dodatnie lub ujemne, w zaleznosci od kolejnosci wektoréow @ i b.

Iloczyn mieszany

Iloczyn mieszany to iloczyn trzech wektoréw w postaci:

-

Go(bx @) =co(@xb)=bo(Zxa) (1.18.)

Jest on oczywidcie liczbg (skalarem), ze wzgledu na iloczyn skalarny jako dzialanie zewnetrzne
w powyzszym wyrazeniu. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego jest taka, ze jest
to objetos¢ graniastostupa rozpietego przez wektory a,b,c.

Przyklady

1. Mamy trzy wektory @ = [0, -3, 1], b— [1, 2, -1], ¢ = [|-2, 2, 6]. Sprawdzmy, czy sa wsrod
nich pary wektoréow prostopadtych.
Wiemy, ze kat miedzy wektorami prostopadlymi jest prosty, a jego kosinus jest 0.
Skorzystamy wiec z faktu, ze iloczyn skalarny wektoréw prostopadlych zdefiniowany
wzorem musi wynosi¢ 0. Do obliczenia tego iloczynu, wykorzystamy z kolei wzor
(1.12.)), poniewaz znamy wspolrzedne wektorow.

Gob=0-14(=3)-2+1-(=1)=—7
@’0520
bol=—4

Widzimy wiec, ze wektory @ i ¢ sa prostopadte.

Teraz znajdziemy iloczyn wektorowy @ X b wg wzoru 1}
Rk Z
axb=0 =3 1|=B-2)2+(1-0)y+(0+3)z2=1[11,3]
1

Na koniec obliczmy iloczyn mieszany co (@ x b).

To (@ xb)=[-226]0[1,1,3] =18

Przypomnijmy, ze w ten sposob obliczyliSmy objetosé¢ graniastostupa zbudowanego
przez te trzy wektory. Przy okazji zastandéwmy sie jak rozumie¢ ew. ujemny wynik
iloczynu mieszanego (moze taki przeciez by¢). Oznacza to tylko tyle, ze wektory w
iloczynie wektorowym sa zamienione miejscami, tak ze tworza lewoskretny uktad (za-
miast prawoskretnego uzywanego przez nas). Wynik obliczenia objetosci bedzie wiec
modulem ujemnej liczby, ktora otrzymali$my.

Zadania
1. Znajdz pary wektorow prostopadlych sposrod trojki: @ = [1,0, — 3], b = [4, — 2,2],

¢ = [3,2,1]. Jakie sa katy pomiedzy wszystkimi parami wektorow? Ile wynosi objetosé
graniastostupa zbudowanego przez te wektory?
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1.4. Rachunek catkowy* ROZDZIAL 1. Wprowadzenie matematyczne

2. Mamy pare wektorow ¢ = [m,0,n], v = [1,2,—1], gdzie m,n sa nieznanymi parametrami.
Wiedzac, ze wektory « i v sa do siebie prostopadte, oraz ze ich suma jest rownolegta
do osi z, oblicz m i n. Wskazowka. O rownolegtosci wektorow mozemy wnioskowaé z
wartosci tloczynu wektorowego.

3. Prosze wykazac, ze objetos$¢ graniastostupa zbudowanego przez trzy wektory jest dana
przez ich iloczyn mieszany.

1.4. Elementy rachunku calkowego*

Nie jest nasza intencja, aby wylozy¢ tutaj kompletna teorie rachunku catkowego, ani
nawet podaé¢ precyzyjne definicje i twierdzenia. Tego wszystkiego Czytelnik dowie sie na
kursie Analizy matematycznej. Calki sg jednak potrzebne w fizyce, szczegdlnie na akademic-
kim poziomie. Dlatego podamy tutaj najwazniejsze informacje dot. rachunku catkowego i
przedstawimy jego proste zastosowania w fizyce. *Rozdzial ten mozna poczatkowo pomina¢,
szczegbdlnie w pierwszych tygodniach nauki fizyki na uczelni.

1.4.1. Calka nieoznaczona

Rozrozniamy dwa rodzaje calek w analizie matematycznej: calki nieoznaczone i calki
oznaczone. Wtasciwie sg to zupelnie inne twory - te pierwsze sa funkcjami, natomiast te
drugie to liczby. Jednak ich definicje i sposob obliczania sa bardzo zblizone. Zacznijmy wiec
od podstawowych informacji dot. calek nieoznaczonych.

Zasadniczo catkowanie jest procedurg odwrotng do rézniczkowania. W tym sensie powie-
my, ze catka (nieoznaczona) jest funkcja pierwotna dla tzw. funkcji podcatkowej. Zapisze-
my to tak:

/f(x)dx = F(x) + const & [F(2)] = f(x) (1.19.)

Symbol calki to charakterystyczne wydtuzone ,S”, funkcje f(x) nazywamy funkcja podcal-
kowa. Nalezy zawsze pamietac, aby po funkcji f(x) jeszcze ,pod catka” dopisa¢ rozniczke dx
- jawnie sugeruje ona ,po czym” jest catkowanie (moze by¢ oczywidcie po innej niz x zmien-
nej, a jest to szczegblnie wazne w przypadku funkeji wielu zmiennych, np. f(x,y,z), kiedy
musimy wiedzie¢, po czym ma by¢ catka). Czasem dx zapisuje sie tuz po symbolu calki,
np. [ daf(x). Funkcja F(x), ktora jest wynikiem calki, to tzw. funkcja pierwotna. Definicja
(1.19.) whasciwie od razu podaje nam sposob obliczania catki nieoznaczonej:

Catka nieoznaczona z funkcji f(z) to taka funkcja F(x), ktorej pochodna [F(x)]" jest
funkcjg podcatkowq f(x).

Czyli zeby obliczyé¢ caltke z jakiej$ funkcji, musimy ,zgadnac¢” jakiej innej funkcji jest ona
pochodna. Np. calka z funkeji f(z) = x bedzie funkcja F(z) = $22, bo pochodng F(z) jest
z powrotem f(z) = x. Tutaj wyjasnia sie tez, dlaczego w definicji potrzebna jest
stala const (nazywamy ja stala calkowania) - calke nieoznaczong jestesmy w stanie znalezé
tylko z doktadnosciag do statej, bo pochodna ze stalej wynosi, jak wiemy, zero. Wystepowanie
stalej catkowania nie zmienia wiec postaci funkcji podcatkowej (pochodna z %xz + const to
nadal ). Jezeli funkcja f(z) ma jakis sens (np. fizyczny, typu predkosé jako funkcja czasu
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v(t) - funkcje nazwaliSmy tutaj v, a zmienna t), to stala catkowania tez ma sens. Samym w
sobie zadaniem jest jej wyznaczenie. Stuza do tego tzw. warunki poczatkowe lub warunki
brzegowe. Nie bedziemy sie tym wiecej zajmowac, ale powiemy sobie tylko, ze w przypadku
funkeji v(t) (wektor predkosci w ruchu prostoliniowym), catka [w(t)dt = z(t) + 2(0) (po-
niewaz predkosé v(t) jest pochodna polozenia po czasie, to calky z predkosci jest wlasnie
polozenie x(t), rozwazamy tu przypadek jednowymiarowy). Stala calkowania natychmiast
nabiera znaczenia jakiego$ statego polozenia, np. na poczatku ruchu, dlatego od razu za-
pisalismy ja jako x(0). Jezeli np. wiemy, ze w chwili poczatkowej cialo znajdowato sie w
poczatku ukladu odniesienia (jest to wlasnie warunek poczatkowy), to napiszemy x(0) = 0.
Jezeli nie interesujg nas tego typu zagadnienia, to stala catkowania jako oczywista mozemy
$Smiato pomija¢ w zapisie.

Podstawowa metoda obliczania calek nieoznaczonych jest wtasnie ,zgadywanie”, czyli
ustalenie postaci takiej funkcji, ktérej pochodna jest nasza funkcja podcatkowa. W Przy-
ktadach catkujemy rozne funkcje w ten sposéb. Jezeli funkcja podcatkowa nie jest prosta
funkcjg, catka moze nie by¢ tatwa do zgadniecia. Nie wszystkie zasady dot. rézniczkowania
(patrz: ostatni wiersz tabeli obowiazuja w przypadku caltkowania. Prawdg jest, ze catka
sumy lub roznicy funkcji moze by¢ zapisana jako suma lub réznica calek:

/(f(x)i—g(x))dx—/f(x)dxi/g(x)dx (1.20)

Takze stala, ktora mnozy funkcje podcatkowa mozna wylaczy¢ przed znak calki: [c-f (z)dz =
¢ [ f(z)dz. Natomiast nie ma prostych regul dla iloczynu lub ilorazu funkcji, albo funkeji
ztozonych.

Przyklady
1. [3a%dz = 2* + const, bo (2°)" = 322

2. [(62° —2)dz = [62dx — [ 2da = 227 — 22 + const, bo (z7)' = Ta"

3. [Rde = —3% + const, bo (z73) = =327 = -5

4. [sinxzdx = — cosz + const, bo (—cosz) = —(cosz) =sinx

5. [cos’zdx = || cos® x = $(1+cos(2z))]| = [ 2(1 + cos(2z))dz = [ sdz+ [ 1 cos(2z)dz
= 1o+ 1sin(2z) +const, bo (sin(2z))' = 2 cos(2z) (moglismy zapisa¢ jedna stala catko-
wania, ktora jest suma dwoch stalych pochodzacych od dwoch catek nieoznaczonych)

6. [21dz =Inz + const, bo (Inz) =z~

7. [ (% —e*)dt = =3 — 1e* + const, bo (—%)/ = 4 oraz (e*) = 2¢™.

1.4.2. Metody calkowania

Oprocz ,zgadywania” istnieje wiele ,bardziej madrych” regul catkowania i sposobéw na
obliczanie bardziej ztozonych catek. Podamy tutaj tylko dwie najwazniejsze, cho¢ nie bedzie-
my poézniej z nich korzysta¢ w dalszej czesci skryptu.
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Calkowanie przez podstawienie

Idea jest prosta: za jakie§ wyrazenie w funkeji podcatkowej (albo nawet cala funkcje)
podstawiamy nowa zmienna (dokonujemy zamiany zmiennych) taka, ktora ma potencjalnie
utatwi¢ nam catkowanie. Szybkie zauwazenie tego, jakie podstawienie bedzie wygodne, jest
kwestig praktyki i do$wiadczenia, cho¢ sg tez ogdlne zasady. Wazne jest, aby pamietaé¢ przy
zamianie zmiennych, ze zmienia sie zmienna catkowania i rozniczke do musimy wyrazi¢ przez
rozniczke nowej zmiennej. Liczymy wtedy tzw. jawna pochodng, np. podstawienie 22 = u
(u jest nowa zmienna) po obliczeniu jawnej pochodnej jest nastepujace: 2zdx = du. Stad
mozemy wyznaczy¢ da: do = 5-du = #adu. Przyktady:

u

/tgxdx = / ST e =
Cos T

= —1Inu + const = |u = cosx| = —In(cos z) + const’

CoOST = U
—sinzdz = du

Tutaj za cale wyrazenie sin zdx mogliSmy podstawi¢ —du, co znacznie utatwito nam dalsze
obliczenia. Ogolnie: zawsze, gdy w funkcji podcatkowej licznik jest pochodna mianownika,
wynik catkowania jest logarytmem naturalnym z mianownika. Dla porzadku zapisaliSmy
powyzej inne state calkowania const i const’, bo dotycza one réznych zmiennych u lub x;
zazwyczaj nie bedziemy na to zwraca¢ uwagi.

[L‘ZZU

1 1 1
/xex2dw =|2zdz=du | = / —e'du = —e" 4 const = —e? + const
1 2 2 2
zdz = ydu

Oczywiscie (e®)' = e” i podobnie calka [ e*dz = e” + const.

Calkowanie przez czesci

Tu takze mamy do czynienia z prosta idea, ktoéra wynika z zasad r6ézniczkowania iloczynu
funkceji: [f(x)g(2)] = f'(2)g(z) + f(z)g'(z) = f'(x)9(z) = [f(2)g(x)]' = f(x)g'(x). Jezeli
funkcje podcatkowa mozemy zapisaé¢ jako iloczyn dwoch wyrazen, z ktorych jedno jest pro-
sta pochodna (ktora obliczymy w glowie), a drugie po zrozniczkowaniu bedzie prostsze niz
przedtem, to catkowanie przez czesci jest idealna metoda. Zapiszmy definicje metody, ktora
tatwo zrozumiemy na prostym przyktadzie:

/ f(@)g(x)dz = f(z)g(x) - / f(2)g (2)dz (1.21)

Efektywnie nadal zostaje nam do policzenia jedna calka, ale tym razem inna, ktoéra moze oka-
zaé sie duzo prostsza. Oczywiscie po drodze zauwazylismy, ze [ [f(z)g(x)]' dz = f(z)g(z) +
const, zgodnie z definicja calki nieoznaczonej. Sprawdzmy kilka przyktadow:

/xexdx = ' gg(xx)) =e® — f(ox)=¢"

=z — @) =1 = ze —/edx:(;ﬂ—l)e + const

Drugi przyktad jest moze nieco mniej oczywisty, bo jako jedno z wyrazen budujgcych funkcje
podcatkows wezmiemy jedynke:

/mmx:'gég:l S @)=

=Inz — ¢(z)=1

=xzlnz — /1dx =z(lnx — 1) + const
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Metode catkowania przez czesci czesto wykorzystujemy w przyktadach z funkcjami trygono-
metrycznymi. Czasem catkowanie przez czesci trzeba wykonaé wiecej niz raz (gdy catka po
prawej stronie w rownaniu ((1.21.) nadal nie jest prosta).

ff=cosp — f=siny

) _ w3 .2
/sm pcospdp = g=sin?p — g = 2sinpcosp ‘—sm % 2/sm @ cos edp
Dostaliémy w wyniku taka samg calke, jak wyjsciowa. Ale to dobrze, bo w takim razie, po

przeniesieniu stronami, mamy:
) .. 3 ) 1. 3
3 [ sinpcospdp =sin”p = sin“ p cos pdp = 3 sin”y + const

1.4.3. Calka oznaczona

Catka oznaczona jest szczegblnie wazna w fizyce, dlatego teraz po$wiecimy jej troche
uwagi. W odrdznieniu od calki nieoznaczonej, caltka oznaczona jest liczba, a méwiac precy-
zyjniej: réznicg wartosci funkcji pierwotnej w dwoch punktach, nazywanych granicami catki
oznaczonej. Liczba ta w fizyce bedzie miata takze jednostke. Caltka oznaczona ma wiec gra-
nice calkowania. Sa to takie skrajne wartosci zmiennej catkowania a i b, w zakresie ktorych
interesuje nas zmiennosé¢ funkeji podcatkowej: x € (a,b) (domkniecie przedzialéw nie ma tu-
taj wiekszego znaczenia, przynajmniej dla naszych potrzeb). Zapis calki oznaczonej rozni sie
tylko tym, ze podajemy dolna (x = a) i gorng (x = b) granice catkowania przy znaku calki:

/ f(z)dz (1.22.)

Jak liczy¢ catke oznaczona? Przepis podaje tzw. podstawowe twierdzenie rachunku catkowego
(wzor Newtona-Leibnitza):

/ fa)de = Fla)’ = F(b) — Fla) (1.23)

Catka oznaczona o granicach catkowania (a,b) jest réwna réznicy warto$ci funkcyi
pierwotnej w gornej granicy F(b) i wartosci funkcji pierwotnej w dolnej granicy F(a).

Zeby wiec obliczy¢ catke oznaczona, trzeba najpierw znalez¢ funkcje pierwotna, czyli obliczy¢
catke nieoznaczong. Zauwazmy przy tym, ze nie ma potrzeby zapisywania statej catkowania
(ona znika), bo odejmujac dwie wartosci funkcji pierwotnej w dwoch punktach odejmujemy
od siebie takze dwie te same state catlkowania. W wyniku catki oznaczonej nie zapisujemy
wiec statej catkowania.

Tak jak pochodna funkcji w punkcie (ktora jest liczba) ma interpretacje geometryczna,
tak catka oznaczona (takze liczba) rowniez ma interpretacje geometryczna. Calka ff f(z)dx
jest wielkoscia pola powierzchni po wykresem funkcji f(x) miedzy punktami z = a oraz
z = b. Chodzi tu o pole miedzy krzywa f(z) a osig = (spojrz na Rysunek [[.4]). Ta inter-
pretacja wynika wprost z definicji calki oznaczonej. Jesli wyobrazimy sobie, ze obszar pod
krzywa miedzy punktami a i b podzielimy na waskie paseczki o (nieskoniczenie malej) szero-
kosci dz, to wyrazenie f(x) - dx jest polem waskiego prostokata wychodzacego z punktu x
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na osi. Catkowanie po zmiennej z to nic innego jak sumowanie tych wyrazen, czyli dodawa-
nie pol kolejnych prostokatow. Nie bedziemy tutaj wchodzi¢ w szczegoly, ale definicje caltki
oznaczonej mozna zapisa¢ w postaci granicy nastepujacej sumy:

_b—a

- (1.24.)

b

/a (x)dz = Al;rilozlf(mi)Ax, Ax
Przedzialy Ax staja sie nieskoniczenie waskie, jesli liczba przedzialéw n staje sie nieskonczo-
na. Zeby wiec powyzsza suma bytla catka (pole powierzchni byto doktadnie polem pod krzywa,
a nie polem prostokatnych paskéw) musimy obliczy¢ granice n — oo, co jest rownowazne
granicy Az — 0. Pole pod krzywa, ktora w danym obszarze przyjmuje ujemne wartosci (np.
sinusoida w przedziale (—m,0)) jest ujemne, a w obszarze o dodatnich wartosciach (sinusoida
w przedziale (0,7) - dodatnie.

1000

- fx)

pole = f{x)-Ax

fix)
-500

-1000 L - AEEE
- 5 X, 0 5 X,=b 10

Rysunek 1.4.: Ilustracja interpretacji graficznej caltki oznaczonej jako pola pod krzywa.

Korzystajac z powyzszej definicji mozna obliczy¢ kazda catke, podobnie jak z de-
finicji pochodnej mozemy policzy¢ kazda pochodna. Jest to jednak bardzo niepraktyczne i
wlasciwie nigdy tego nie robimy. W kursie Analizy matematycznej Czytelnik pozna wiece]
interpretacji geometrycznych calek, np. dla funkcji wielu zmiennych (pole powierzchni bocz-
nej lub objetosé bryt obrotowych itd.). Granice catkowania moga by¢ zupelnie dowolne. Jesli
jednak sa sobie rowne, to wynik takiej calki jest trywialny - zero (pole obszaru miedzy ta
sama prosta & = a jest przeciez zerowe). Jesli jedna z granic jest nieskorniczona (lub obie sa),
to catke oznaczona nazywamy wtedy calka niewlasciwg. Taka catka moze byé¢ zbiezna
lub nie, tzn. jej warto$¢ moze by¢ skonczona lub nieskoniczona (pole pod parabola w zakresie
z € (0,00) jest nieskoriczone).

Calki oznaczone znajduja szerokie zastosowanie w fizyce. Takie wielkosci jak praca, en-
tropia, strumien pola magnetycznego itd. maja ogoélnie definicje w postaci calek, w dodatku
oznaczonych, bo fizyka wymaga okreslonego zakresu zmiennosci pewnych wielkosci (np. jest
sens mowic¢ o pracy pewnej sity na okreslonej drodze itp.). Caltki w fizyce sa najczesciej wiec
oznaczone. Co wiecej, moga to by¢ bardziej skomplikowane calki niz te omawiane powy-
zej. Np. praca jest tak naprawde calka krzywoliniowa po pewnej trajektorii w przestrzeni
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(wzdtuz ktorej przesuwane jest ciato pod wplywem sity). Mozemy mowic¢ o catkach krzywoli-
niowych, powierzchniowych, objetosciowych, skierowanych i nieskierowanych itd. W naszym
podreczniku jednak nie bedziemy mowi¢ o takich przypadkach.

Przyklady

1. Oblicz nastepujace catki oznaczone:

. fol ridr = %:p?"é = 5(1* = 0*) = 1. Pole pod parabola o réwnaniu f(z) = 2? od
zera do 1 wynosi wiec 1/3 (w umownych jednostkach).

o [Fetdr = [—e7]|f = —e > — (=) =0+ 1 = 1. Mimo ze calka jest niewla-
Sciwa (nieskoriczono$¢é w granicy), to jest zbiezna - pole pod eksponenta w tym
zakresie argumentow jest skonczone.

e [2 sinadr = [—cos $]| == COS( ) + cos ( 2) = 0. Zauwazmy, ze liczyliSmy
2

pole pod sinusoida w przedmale ( 5 2) kiedy sinus jest raz ujemny, a raz dodat-

ni. Przedzial catkowania jest symetryczny wzgledem xz = 0, a funkcja sinus jest

parzysta, dlatego pole (ujemne) po lewej stronie zera jest rowne na modutl polu
(dodatniemu) po prawej stronie. W efekcie oba pola dodaja sie do zera.

2. Oblicz pole powierzchni migdzy krzywymi: f(x) = 2? oraz g(z) = z + 2 w przedziale
€ (0,2).

Mamy tutaj troche inne zagadnienie, niz dotychczas. Nie chodzi o pole pod jedna krzy-
wa (miedzy krzywa a osia z), ale o pole pomiedzy krzywymi. Czytelnikowi zostawiamy
naszkicowanie tej sytuacji. Mozna zauwazy¢, ze w punkcie x = 2 obie krzywe (parabola
i prosta) sie spotykaja. W punkcie z = 0 tak nie jest, ale to nie jest problem. Aby ob-
liczy¢ pole miedzy krzywymi, od pola pod krzywa potozona wyzej (w tym przypadku
jest to prosta) odejmiemy pole pod krzywa polozona nizej (parabola). Gdyby w ob-
szarze zmiennosci argumentu krzywe sie przecinaly, musieliby$my uwaznie zdefiniowac
obszary calkowania, zeby poprawnie dokonac¢ tego odejmowania. Zapiszemy wiec:

p= [ [ s@ar= [ o - sy

co po scatkowaniu daje: P = [ + 2x — } ‘0 —0.

3. Obliczymy teraz troche bardziej skomplikowana catke: [ = f04 e dz.
Jest to doé¢ trudna catka. Sprobujmy najpierw zastosowaé¢ metode zamiany zmiennych
w calce nieoznaczonej:

2 =u 1
/x3e_$2dx = | 2zdz = du = — /ue_“du
x3dx = 4 2

Eudu

Ta calka jest juz o wiele prostsza. Mozna ja obliczy¢ przez czesci, a bardzo podobne
obliczenia wykonaliémy w przyktadzie w podrozdziale Wynik jest:

1
—§e’“(u + 1) + const
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Teraz uwaga. MieliSmy do policzenia catke oznaczona, musimy wiec podstawié teraz
granice catkowania. Po drodze zmienilismy jednak zmienna catkowania (zamiast = uzy-
wamy teraz u = x°). Naturalnie zmieniaja si¢ tez granice catkowania w nowej zmienne;j.
Mozemy w tej sytuacji zawsze postapi¢ na dwa sposoby:

(i) Zmienié¢ granice catkowania tak, by byly prawdziwe w nowych zmiennych. W na-
szym przypadku: dolna granica (z = 0) — (u = 0) oraz goérna granica (x = 2) —
(u=4).

(i1) Rownowaznie, mozemy zawsze wroci¢ do pierwotnej zmiennej catkowania, czyli
x, a granice wtedy pozostaja niezmienione.

Wybér opcji (7) lub (i) nie wptywa na wynik koricowy. Sprawdzmy:
. _ 4
() 1= [—he (s D]y =~ +}

5 2
(ii) I = [—ge—w (2% + 1)] )0 =5+l

Zadania

1. Oblicz calki nieoznaczone:
a) [6z*°dz  b) [(cosz—%)dz  ¢) [sinfcosddd
(mozna przez podstawienie)
d) [ a?sinzdz (przez czesci 2 razy) *e) [ %&%dx
(najpierw podstawienie 2 = u,
potem przez czesci,
na koncu calka z tgu)

2. Korzystajac z calki oznaczonej, oblicz pole powierzchni trojkata o wierzchotkach A(0,0),
B(2,1), C(0,3).

3. Oblicz caltki oznaczone:

a) fi)g cosfdd  b) [FHdz ¢ fol zetdr  d) f% x cos’z dx (narysuj)

! =
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Rozdzial 2.

Kinematyka

Kinematyka jest dziatem mechaniki, ktory zajmuje sie opisem ruchu, bez wnikania w jego
przyczyny. Poki co nie bedq nas na razie interesowaé sity, zasady dynamiki itp. W szczegol-
nosci nie bedziemy sie zastanawiaé, skqd cialto ma przyspieszenie, najczeSciej bedziemy po
prostu wiedzieé, ze jest ono jakies. Cata sztuka, praktycznie w kazdym zadaniu, bedzie polega-
ta na poprawnym zapisie rownan ruchu lub potozZenia, by na ich podstawie wyliczyé nieznang
wielko$é. Rozdzial zaczniemy od definicji ruchu oraz podstawowych wielkosci fizycznych opi-
sujgeych ruch.

2.1. Podstawowe pojecia

Potlozenie. Intuicyjnie tatwo zrozumieé, ze potozenie jest po prostu punktem w przestrzeni,
w ktorym znajduje sie ciato. Do okreslenia polozenia potrzebny jest uktad odniesienia, w
ktorym potozenie bedzie wektorem 77 = (z,y,2z). Mowimy czasem o takim wektorze - wektor
wodzacy, gdyz w trakcie ruchu jego koniec przemieszcza sie wraz z cialem, podczas gdy
poczatek jest zaczepiony w poczatku ukladu odniesienia.

Ruch jest zmiang polozenia ciala w czasie.

Przemieszczenie to wektor bedacy roznicg wektoréw potozenia koncowego i poczatkowego
w jakims ruchu. Wektor przemieszczenia najczesciej oznaczamy przez Ar dla podkreslenia, ze
jest on zmiang potozenia, A7 = r, — . Zauwazmy, ze zardwno o ruchu jak i przemieszczeniu
mowimy, ze jest to zmiana potozenia. Rzeczywiscie, ruch jest wtedy, gdy mamy niezerowy
wektor przemieszczenia. Oczywiscie, ruch nie jest wielko$cia fizyczna, jest pojeciem, podczas
gdy przemieszczenie jest wektorows wielkoscig fizyczng - ma wiec cztery cechy wektora, w
szczegolnosci jednostke.

Tor ruchu jest krzywa (linia), po ktorej porusza sie cialo. Mowiac o réwnaniu toru ruchu
myslimy o matematycznym réwnaniu krzywej - np. paraboli lub okregu.

Droga jest dtugoscia toru i oznaczamy ja przez s. Wazne jest, aby rozroznia¢ pojecie drogi
od dlugosci przemieszczenia. Droga jest dtugoscia krzywej - od poczatku do konca ruchu.
Przemieszczenie jest natomiast wektorem, ktérego dlugo$é to dtugosé odcinka prostego -
od potozenia poczatkowego do koncowego. W ogolnosci sa to zdecydowanie rézne wielkosci.
Jedynym przyktadem ruchu, gdzie droga jest rowna dlugosci wektora przemieszczenia jest
ruch prostoliniowy (bez zawracania).
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</
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X

Rysunek 2.1.: Wektory polozenia, przemieszczenia i predkosci w uktadzie wspotrzednych.

Predkosé zdefiniowana jest przez pochodng wektora potozenia po czasie:

dr

% (2.1.)

7=
Wzor ten definiuje tzw. predkosé chwilowa. Wektor predkosci (chwilowej) jest zawsze styczny
do toru i ma zwrot przemieszczenia. Warto$¢ predkoséci nazywamy czesto szybkoscia. Jed-
nostka predkosci jest m/s (ew. km/h, przy czym 1 m/s = 3,6 km/h).
W szczego6lnosed, jesli mamy do czynienia z ruchem prostoliniowym ze stata szybkoscia (czy-
li ruchem jednostajnym), zmiana potozenia (czyli przemieszczenie) ma te sama dtugosé co
droga. Dla ruchu jednostajnego prostoliniowego mozemy wiec stosowaé szkolny wzor:
s
v=- (2.2.)
Przys$pieszenie jest zmiana wektora predkosci w czasie, a wiec zdefiniowane jest jako po-
chodna wektora predkosci lub druga pochodna potozenia po czasie.
dv d*r
ad=—=— (2.3.)
dt  dt?
Jednostka przyspieszenia jest m/s?.

Uwaga. Przez pochodng wektora rozumiemy wektor, ktorego sktadowe sq pochodnymi sktado-
wych wyjsciowego wektora. Wobec tego nastepujgco definiujemy sktadowe predkosci i przy-
Spieszenia:

> df _ d dz dy dz

U= a — ar (.Z',y,2> = (Eu d_?a a) = (Ux7vy7vz)

(2.4.)

- _d _ [ dvy, dvy do _
a = aE — dr (Uxavyavz) - ( dtl7¥7 dtz> - (axva?paz)

Przy$pieszenie do$rodkowe i styczne. Wektor przyépieszenia w ruchu krzywoliniowym
rozkladamy na dwie sktadowe - prostopadla do toru (oraz jednoczesnie wektora predkosci) i
rownolegla. Sktadowa prostopadta, zwana takze normalna, to przys$pieszenie dosrodkowe (lub
normalne) d@,. Jest ono odpowiedzialne za zakrzywianie wektora predkosci w czasie ruchu,
ale bez zmiany jego wartosci. Ze zmiang wartosci wektora predkosci zwigzana jest sktadowa
styczna przy$pieszenia d,. Obie sktadowe obliczamy ze wzorow:

v? dlv]  dv

_ v iy _dv 2.5,
W="r BTy T @ (2:5.)
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gdzie v jest predkoscia, a r promieniem krzywizny (np. promieniem okregu).

Mozemy sobie wyobrazi¢ ruch bez zmiany wartosci predkosci, a jednak z przyspieszeniem.
Jest to ruch jednostajny po okregu. Wartos¢ predkosci sie nie zmienia (stad nazwa ,jedno-
stajny”), ale wystepuje przy$pieszenie dosrodkowe, powodujace zakrzywienie toru w okrag.

Klasyfikacja rodzajéw ruchu.

Wektor przyspieszenia moze by¢ wzgledem toru czy wektora predkosci zorientowany roznie.
Na tej podstawie wyrdzniamy rézne rodzaje ruchow, ze wzgledu na wzajemna orientacje
wektoréw o i d. Jezeli warto$é przySpieszenia jest stala w czasie, to mowimy, ze ruch jest
jednostajnie zmienny (przy$pieszony badz opozniony), czyli ze stalym przyspieszeniem.

- ) . - ruch jednostajnie
-a=0 ruch Jelfin‘ostajny E— przy$pieszony
—_— >y -y i

v  prostoliniowy V  (prostoliniowy)
- ruch jednostajnie = hied ;
N a ruch jednostajny
O C— N op6zniony po oqugu
—>V (prostoliniowy) > (krzywoliniowy)
/ a ruch krzywoliniowy =~ ————— \; ruch krzywoliniowy
przyspieszony - op6Zniony
—_— a

Rysunek 2.2.: Klasyfikacja rodzajow ruchu ze wzgledu na wzajemng orientacje wektora pred-
kosci i przysSpieszenia.

Sredni wektor predkosci (predko$é srednia). Jest to wektor wyrazajacy stosunek prze-
mieszczenia do czasu ruchu. W odroznieniu od definicji predkosci chwilowej (2.1.), w przy-
padku predkosci $redniej symbole pochodnej sa zastapione przyrostami (symbol A):
AT

Uy = —— 2.6.

A (26.)
Zauwazmy, ze gdy rozwazamy krotkie przyrosty czasu, czyli przy At — 0, §redni wektor
predkosci podaje wektor predkosci chwilowej (przy At — 0 méwimy o chwilowych zmianach
wektora), a definicja predkosci chwilowej - wzor (2.1.]) - wynika z definicji sredniego wektora
predkosci (2.6.), zgodnie z definicja pochodnej - wzor (1.5.).

Szybko$é Srednia jest innag wielkoscig niz zdefiniowana poprzednio. Wyraza ona szybkosé,
jaka srednio mialo ciato w calym ruchu. Okreslona jest za pomocy ilorazu catkowitej drogi
pokonanej przez cialo i calego czasu ruchu:

Vg = » (2.7.)
Nalezy zauwazy¢, ze szybko$é¢ $rednia nie jest wartoscig $redniego wektora predkosci. Dla
podkreslenia tego faktu, wartos¢ sredniego wektora predkosci oznaczamy ||, a wiec vg#|U|.
Wartosé sredniego wektora predkosci jest zawsze mniejsza (lub rowna) od szybkosci $redniej.
Rownosé zachodzi jedynie w przypadku ruchu prostoliniowego, kiedy, jak pamietamy, droga
jest roéwna dtugosci przemieszczenia.
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Przyklady

1. Ruch ciala opisany jest przez wektor polozenia 7 = [x(t),y(t)], gdzie x(t) = ¢ — bt?,
y(t) =c+ t% (t - czas, a,b,c,d - stale, jakie powinny byé¢ ich jednostki?). Znajdziemy
wektor predkosci oraz przys$pieszenia ciata w tym ruchu.

Po pierwsze, jednostkami sktadowych x i y musi by¢ metr, wiec jednostki statych
a,b,c,d powinny jakos ,usuwac¢” sekunde, ktora jest jednostka czasu t. Tak wiec, do-
konujemy tzw. analizy wymiarowej, aby uzgodni¢ jednostki. Np. wyrazenie a/t ma
jednostke [a]/s, a musi mieé¢ jednostke metra 'm’. Z réwnania ’[a|/s=m’ otrzymujemy,
ze stala a musi mie¢ jednostke 'm-s’. Podobnie dla kolejnych wyrazen:

0] s> = m = [b] = m/s®

[c] = m

[d]/s* = m = [d] = m-s?

Wspotrzedne wektora predkosci i przy$pieszenia znajdziemy w oparciu o wzor (2.4.).
Wystarczy tylko zrézniczkowaé po zmiennej ¢ funkcje x(t) oraz y(t):
v, =2 =4 (2 _pp¥) = -4 — 3bt?

_ccligt/:c(iit ! d\ __ 2d
Uy__%_ﬁd(c_‘_at_?)_;t_?’ ”
%:ddf:ﬂ—t—z—?’bf):t—a—ﬁbt
o= =5 (%) =%

2. Wektor polozenia ciata ma nastepujace wspotrzedne zalezne od czasu 7 = [x(t),y(t)],
gdzie x(t) = 16t, y(t) = 3 + 4t — 5t2, czas mierzymy w sekundach, a polozenie w me-
trach. Jaka jest warto$¢ wektoréw potozenia, predkosci i przyspieszenia w chwili ¢t = 3 s.

W pierwszej kolejnosci musimy znalezé¢ zaleznosé predkosci i przy$pieszenia od cza-
su, dopiero wtedy bedzie wolno nam podstawi¢ za czas t = 3 s. To potrafimy juz
zrobi¢, zupetnie tak samo jak w poprzednim przykladzie. Zatem:

v, (t) = 16
vy(t) =4 — 10t
a; =0

a, = —10

Teraz mozemy podstawi¢ t = 3 s i znalez¢ wspotrzedne, a takze wartosci wektora po-
tozenia, predkosci 1 przy$pieszenia:

7t = 3s) = [48, — 30] = |F(t = 3s)| = /2304 + 900 = /3204 m ~ 56,5m

vt = 3s) = [16, — 26] = |0(t = 3s)| = v/256 + 676 = v/932m/s =~ 30,5m s

a(t =3s) = [0, — 10] = |a(t = 3s)| = v/0 + 100 = 10 m/s?

Zadajmy sobie teraz pytanie, jaka jest wartos¢ kata pomiedzy wektorem predkosci
a jego r-owy skladowa dla ¢ = 3 s? Pamietamy, ze kat pomiedzy wektorami jest okre-
Slony przez iloczyn skalarny - wzor . Sam iloczyn skalarny wyliczymy znajac
sktadowe wektorow, a wiec korzystajac ze wzoru ([1.12.).

16, — 26 16,0 256 16
UOﬁx:vvxcosalécosalz[ d Jo[160] _ = a; ~ 58,4°

V932 - 16 V93216 B V932
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Kat o mozna obliczy¢ tez inaczej, prosciej - wykorzystujac wzor na sktadows = wek-
tora, zgodnie z Rysunkiem [1.3] Wynik jest oczywiscie ten sam.

Znajdzmy teraz kat wystepujacy pomiedzy wektorami predkosci i przySpieszenia w
tej samej chwili czasu.
Uod=vacosay = Cosu _ 116, =26]0[0,—10] _ 260 _ 26 = gy ~ 31,6°
’ ’ V932 - 10 V932-10 o3z 0 T
3. Biegacz pokonuje pewien dystans w dwoch etapach, poruszajac sie¢ ruchem jednostaj-
nym. Pierwszy etap o dlugosci s; = 600 m z szybkoscia v1 = 7 km /h, a drugi o dtugosci
sy = 350 m z szybkoscia v, = 8 km/h. Z jaka $rednia szybkoscia poruszal sie biegacz?

Po pierwsze, zalecamy od razu ujednolici¢ jednostki, poki jeszcze zadanie wydaje nam
si¢ latwe ;-). Np. zmieni¢ km/h na m/s.

Pamietamy, 7ze do obliczenia szybkoSci $redniej (wzor (2.7.)) potrzebujemy znaé cal-
kowitg droge - to tatwo policzymy dodajac dtugosci odcinkéw s; i s9, oraz catkowity
czas, ktorego nie znamy. Wykorzystamy wiec wzor na szybkos¢ w ruchu jednostajnym
prostoliniowym (22.2.)):

S S S$1V9 + SoU
bty bty = ot B2 B2 T S

01 V2 V1V2
Zatem szybko$¢ $rednia:
S 51+ So (s1 + s2)v1v9
Vg = = = SToadsaor = = 7,33km/h
tc T 5102 + SoU1

V1V2
Zauwazmy po pierwsze, ze szybkosé¢ srednia jest pomiedzy 7 a 8 km/h, co oczywiscie
musi zachodzi¢. Po drugie, jest ona blizsza szybkosci, z ktora biegacz poruszal sie na
dtuzszym odcinku, co tez jest bardzo logiczne.

A jak obliczy¢ szybkosé drednig, jesli nie znamy dlugosci etapéw, ale wiemy, ze poko-
nanie pierwszego etapu trwalo ¢; = 2 min, a drugiego {5 = 3 min? W tym przypadku
znamy czas calkowity t. = t; + to, a droge liczymy ze wzoru ({2.2.)):

Se . 81+ S92 B ’Ultl + ’U2t2
t. t+ty t, + £y

Tym razem szybkos$é¢ srednia jest blizsza wartosci predkosci, z ktora biegacz poruszat
sie przez dtuzszy czas.

= 7,6km/h

Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu sg najwazniejszym ,0siggnieciem” kinematyki. Pozwalaja opisa¢ zacho-
wanie ciala w dowolnej chwili czasu, poprzez znalezienie jego predkosci i drogi jaka pokonal
od poczatku ruchu. Tak wiec poprzez réwnania ruchu rozumiemy nastepujaca pare rownan
(zalezno$¢ od czasu wartosci predkosci i drogi):

v(t) =vytat
(2.8.)
s(t) =vo £ 3at?
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2.2. Réwnania polozenia ROZDZIAL 2. Kinematyka

gdzie vy oznacza predkos¢ poczatkowa w rozpatrywanym ruchu, a - przys$pieszenie ciala, na-
tomiast ¢ - czas.

Znak ,.4” wybieramy w przypadku gdy zwroty wektoréw predkosci poczatkowej i przyspie-
szenia s3 ze soba zgodne, tzn. w przypadku ruchu przy$pieszonego.
Znak ,,—” wybieramy w przypadku gdy zwroty wektoréw predkosci poczatkowej i przyspie-
szenia sg do siebie przeciwne, tzn. w przypadku ruchu opéznionego.

Jezeli mamy do czynienia z ruchem odbywajacym sie w plaszczyznie (lub przestrzeni), dla
kazdego kierunku przyjetego uktadu wspotrzednych znajdujemy sktadowe wektorow predko-
$ci poczatkowej i przys$pieszenia i zapisujemy dwie (lub trzy) pary rownan ruchu.

Jesli z kolei rodzaj ruchu sie zmienia w trakcie ruchu, np. z op6Znionego na przyspieszony,
to rowniez musimy zapisa¢ osobne rownania ruchu dla kazdego przypadku.

2.2. Rownania polozenia

Przez rownania polozenia rozumiemy zaleznos$é wektora polozenia (jego sktadowych) od
czasu, a wiec rownania zaleznosci x(t),y(t) i ew. z(t). Opisuja one wspohrzedne polozenia
ciala w dowolnej chwili czasu t. Ogdlna posta¢ rownan polozenia dla ruchu jednostajnie
zmiennego na plaszczyznie jest nastepujaca:

x(t) = xo £ Vo, t + % a, 12
(2.9.)
y(t) = yo Loyt £ 5 a, t?

gdzie: voy, voy, ag, a, to wartosci bezwzgledne skladowych predkosci poczatkowej i przyspie-
szenia rozlozone w wybranym przez nas uktadzie odniesienia, a xg,yo to wspotrzedne po-
tozenia poczatkowego - istotne, jesli ciatlo rozpoczyna swoj ruch nie z poczatku wybranego
przez nas ukladu odniesienia. W réwnaniach @ = (a,,a,) = const.

Znaki ,,+” wybieramy w przypadku gdy zwroty wektoréow sktadowych predkosci poczatko-
wej 1 przy$pieszenia s3 zgodne z kierunkami osi uktadu odniesienia.

Znaki ,,—” wybieramy w przypadku gdy zwroty wektorow sktadowych predkosci poczatko-
wej 1 przys$pieszenia sa przeciwne do kierunkéw osi ukladu odniesienia.

Zwracamy szczegbdlng uwage na kwestie wyboru znakéw w rownaniach ruchu i potozenia, kto-
ry ma zupelnie inne podtoze w obu tych przypadkach. Jest to czesto mylone przez studentow.
W réwnaniach ruchu o wyborze znakow +/— decyduje fakt, czy ruch jest przy$pieszony, czy
op6Zniony; natomiast w réwnaniach polozenia o znakach decyduja wartosci sktadowych wek-
torow polozenia poczatkowego, predkosci poczatkowej i przy$pieszenia wzdtuz wybranych osi
uktadu wspolrzednych. Oczywiscie, wspolrzedne wektorow (inaczej: sktadowe) maja swoje
znaki w wybranym uktadzie wspolrzednych i ta dyskusja mogltaby byé¢ pominieta jako try-
wialna. Sadzimy jednak, ze warto ten problem jasno omoéwic.

Wybor uktadu odniesienia jest ogblnie dowolny, ale zawsze warto wybra¢ go tak, aby opis
ruchu i posta¢ rownan potozenia byla jak najprostsza. W szczegolnoscei, warto zwiazaé jedna
z osi z kierunkiem wektora przySpieszenia, ktory jest na ogét stalty. Wowcezas nalezy roztozy¢
wektor predkosci poczatkowej na sktadowe i by¢ konsekwentnym w takim wyborze. Proble-
my te stang sie jasne w trakcie rozwiazywania zadan w nastepnym rozdziale.
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Rownania potozenia sq szczegolnie przydatne w zadaniach dotyczacych zderzen,
spotkania sie cial w trakcie ich ruchu, gdy chcemy, aby jaki$ obiekt (np. wyrzucony kamien)
trafit w inny obiekt lub osiagnal jakis punkt w przestrzeni itd. NajczeSciej wystarczy wow-
czas poréownac¢ odpowiednie wspotrzedne potozenia obu obiektow, aby z otrzymanego uktadu
rownan uzyska¢ np. czas zderzenia lub nieznang predkos$¢ poczatkowa. Réwnania potozenia
przydaja si¢ rowniez w sytuacjach, gdy jedno cialo ma ,dogoni¢” drugie lub je przescignac¢
(zagadnienie pogoni) i w innych tego typu przypadkach.

Przyklady

1. Pociag jedzie ze stala predkoscia rowna v = 60 km /h, najpierw dokladnie na wschod
przez t; = 40 min, nastepnie w kierunku poétnocno-wschodnim pod katem 45° do po-
przedniego przez t, = 20 min, a w konicu na zach6d przez t3 = 50 min. Jakie jest
przemieszczenie pociggu w tym ruchu, a jaka droge pokonal?

Sytuacje obrazuje Rysunek Obliczenie drogi, jaka pokona pociag jest najprost-
sze - skorzystamy ze wzoru ((2.2.), poniewaz pociag porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym z szybkoscia 60 km/h. Caltkowita droga wynosi wiec:

Se = v(t1 + 12 4+ t3) = 60km/h - L2 h =110 km

y N
W‘%}E
(X, Yi) eta s
p3
<€ (X2, Y2k)
ar etap 2
etapl /450 X
(X1ksY1k)

Rysunek 2.3.: Ilustracja ruchu pociagu z Przyktadu 1.

Aby znalezé wektor przemieszczenia, musimy znalezé polozenie ciala na koncu ruchu
(potozenie poczatkowe przyjmiemy w punkcie (0,0)). Ruch pociagu sktada sie z trzech
etapow. Polozenie koricowe kazdego etapu jest polozeniem poczatkowym w etapie na-
stepnym. Ten fakt wykorzystamy przy pisaniu réwnan potozenia.

x1(t) = v -t - w etapie 1 wzdtuz osi z ruch jednostajny. z1; = x1(t1) = 40 km.

y1(t) = 0 - w etapie 1 wzdluz osi y pociag sie nie porusza. 31 = 0.

To(t) = Tk + v, - t - W etapie 2 wzdluz osi x ruch jednostajny z predkoscia

Uy = v - cos45° =424 km/h. zop = x9(te) = 40 + 14,1 = 54,1 km.

Yo(t) = v, - t - w etapie 2 wzdtuz osi y ruch jednostajny z predkoscia

vy =v-sin45° =424 km/h. yo, = yo(t2) = 14,1 km.

x3(t) = x9r — v -t - w etapie 3 wzdhuz osi z ruch jednostajny z predkoscia przeciwnie
skierowana wzgledem osi. x3; = x, = x3(t3) = 54,1 — 50 = 4,1 km.

y3(t) = yar - w etapie 3 wzdluz osi y pociag sie nie porusza. ysp = yx = 14,1 km.

Zatem, wektor przemieszczenia ma wspolrzedne: A7 = (zx,yx) = (4,1;14,1) km.
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Jaki jest sredni wektor predkosci pociagu i jego dtugosé¢ w tym ruchu?
Sredni wektor predko$é jest zdefiniowany przez (2.6.). Wystarczy wiec, ze wspotrzedne
wektora A7 podzielimy przez catkowity czas ruchu:

- AF _ (4,1;141)km X
Vst = ittt = 1l0wmm = (2,24, 7,7) km/h

Dtugos¢ tego wektora to |Aty| ~ 8 km/h. Wynik wydaje sie by¢ zdumiewajaco maty,
ale przeciez przemieszczenie pociagu w calym ruchu byto mate. Oczywiscie szybkosé
srednia (v = 60 km/h) jest wieksza niz dtugosé¢ sredniego wektora predkosci.

2. Samocho6d tagodnie hamuje, dojezdzajac do $wiatel. Ile wynosi droga hamowania sa-
mochodu, jesli od predkosci 54 km/h hamuje ze stalym opdznieniem 2 m/s??

Pytaja nas w tym zadaniu o droge hamowania sp4m,, czyli droge do zatrzymania w ru-
chu jednostajnie opéznionym prostoliniowym. Wykorzystamy wiec rownanie na droge
i potozymy vy = 54 km/h = 15 m/s oraz a = 2 m/s?, ale wcze$niej musimy
wyznaczy¢ czas ruchu, z réwnania na predkosé. W obu przypadkach wybierzemy row-
nania ze znakiem ,—” (ruch opo6zniony).

ot = v —at, =0 = t,=m
W takim razie droga hamowania wynosi
Sham = S<tr) = Vgl — %atf = % = 56,25 m.

To calkiem dluga droga hamowania, ale op6Znienie samochodu nie jest zbyt duze. Kie-
rowca zapewne widzac z daleka zmieniajace sie Swiatto, powoli zaczal zwalnia¢ juz z
odlegtosci ponad 50 metrow.

Zastanowmy sie teraz nad takim przypadkiem: na jezdnie wbiega nagle pies, kierowca
zauwaza go z odlegtosci tylko 10 metrow. Z jakim przyspieszeniem musi hamowac, aby
od predkosci 54 km /h zdazy¢ sie zatrzymac? Ile czasu trwa to hamowanie awaryjne?

Przeksztatlcamy powyzszy wzor na droge hamowania, zeby obliczyé a:

0= 5 = 11,25 m/8%, thgm = 2 = Z0am =135,

Tym razem przy$pieszenie jest naprawde duze, a czas hamowania bardzo krotki. Mo-
zemy sie zastanawia¢, co by bylo gdybysmy uwzglednili czas reakcji kierowcy (roéwny
ok. 1 s), zanim zauwazy on psa, wbiegajacego na jezdnie 10 m przed samochodem.
Czas na zatrzymanie samochodu nie bytby wtedy wcale rowny 0,33 s, jakby sie moglo
wydawac, ale znacznie krotszy. Obliczenie go zostawiamy Czytelnikowi.

Zadania

1. Wektor potozenia ciala ma nastepujace wspolrzedne zalezne od czasu 7 = [z(t),y(t)],
gdzie x(t) = —3t, y(t) = 4t — 5t%. Prosze¢ znalez¢ wektor predkosci i przy$pieszenia.
Jaka jest warto$¢ wektora polozenia, predkosci i przyspieszenia dla t = 2 s. Jaki kat
wystepuje pomiedzy wektorami predkosci i przy$pieszenia po czasie t = 2 s?

2. Rowerzysta poruszajacy sie ruchem jednostajnym pokonuje trase w trzech etapach o
dtugosciach s; = so = 4 km oraz s3 = 6 km. Z jaka szybkosciag musial pokona¢ odcinek
So, jesli pozostalte odcinki pokonal z szybkoscia v; = vz = 22 km/h, a jego szybkosé
$rednia na calej trasie wyniosta vg = 20 km /h?
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3. Samolot leci na stalej wysokosci ze stala predkoscia réwna 800 km/h, najpierw do-
ktadnie na potudnie przez 1,5 godz., nastepnie w kierunku potudniowo-wschodnim
pod katem 45° do poprzedniego przez 3 godz. Jakie jest przemieszczenie samolotu, a
jaka droge pokonal? Jaki jest sredni wektor predkosci samolotu i jego dtugosé?

4. Sprinter rusza z blokéw startowych i do osiagniecia swojej maksymalnej predkosci
przyspiesza ze stalym przys$pieszeniem. Ile ono wynosi, jesli rozpedzanie sie¢ sprintera
odbywalo sie na drodze 40 m i zajeto 6,7 s? Jesli od tego momentu biegacz utrzymuje
staty predkosé (rowna swojej predkosci maksymalnej), to jaki czas uzyska on w biegu
na 100 m?

2.3. Rzuty

Rzutem nazywamy ruch ciata w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi. Jedynym przy-
$pieszeniem, jakiego doznaje cialo jest przySpieszenie grawitacyjne g ~ 10 m/s? (dokladna
warto§¢ dla Polski wynosi 9,81 m/s?, ale w zadaniach bedziemy uzywaé¢ wartosci zaokra-
glonej). Jest ono zawsze skierowane pionowo w dot. Kazdy z omawianych rodzajow rzutu
reprezentuje jeden z opisanych rodzajow ruchu zmiennego (Rysunek . Niektore rzuty
sa przyktadami ruchu w plaszczyznie, a wiec zgodnie z tym, co dyskutowaliSmy w Rozdzia-
le 2.2] bedziemy traktowac¢ caly ruch jako zlozenie ruchu w kierunku osi x i y.

W zadaniach dot. rzutéw najczesciej bedziemy chceli obliczy¢ takie wielkosci fizyczne jak
czas rzutu, predkosé¢ koncowa, wysokosé maksymalna, zasieg, kat upadku na ziemie itp.

2.3.1. Spadek swobodny

Jest to przyktad ruchu jednostajnie przyspieszonego z przyS$pieszeniem grawitacyjnym
g bez predkosci poczatkowej. Sytuacja jest zobrazowana na Rysunku Zgodnie 7 (2.8.)
rownania ruchu w spadku swobodnym sg nastepujace:

{”(t) - gt (2.10.)

s(t) = 3917

W oparciu o te rownania wyliczymy teraz czas spadku oraz predkosé koncowa, czyli taka,
z jaka ciato upada na ziemie. (Chodzi o predkos¢, jaka osiagnie cialo tuz przed momentem
zderzenia. Po upadku na ziemie predkosé¢ ciala jest oczywiscie 0).

Aby obliczy¢ czas ruchu ¢, wystarczy zauwazy¢, ze droga jaka ciato pokonuje w czasie ruchu
t, jest rowna wysokosci h, z jakiej ciato spada. Mozemy wiec napisac:

1 2h
s(t,)=h = §gt§:h = t,=4]— (2.11.)
g

Majac czas ruchu, tatwo obliczymy predkosé koncows. Podstawimy ¢ = ¢, do pierwszego
rownania uktadu (2.10.)

2h
v =v(t,) =gt, =g/ — = /29h (2.12.)
g
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Przyklady

1. Zadajmy sobie teraz pytanie, jaka predko$¢ bedzie mialo ciato po czasie rownym po-
towie catkowitego czasu ruchu. Aby jg znalezé¢ wystarczy w 1) podstawié¢ t = %tT:

1 tr / /
V12 = (it’/‘) =95 =9

2. Jaka bedzie wysokos¢ ciata po czasie t = %tr? Wysokos¢ (potozenie ciala nad ziemia)
dla dowolnej chwili czasu ¢ mozemy obliczy¢ jako roznice h—s(t) wysokosci poczatkowej
i drogi pokonanej po czasie t.

1 1 () 1 1 2 1.3

Pytalismy o wysokos¢ ciata, a wiec jego potozenie wzgledem osi y. Dlaczego wiec nie
wykorzysta¢ w tym zadaniu réwnania polozenia y(t) i za jego pomoca obliczy¢ poto-
zenie? Oczywiscie mozna to zrobié, co jest wrecz tatwiejsze. Rownanie polozenia y(t)
dla ciala w spadku swobodnym ma posta¢ (zgodng z ogolnymi réwnaniami (2.9.)):

y(t) =h— gt (2.13.)

2
Latwo zauwazy¢, ze podstawiajac teraz t = %t,, otrzymujemy doktadnie taki sam wynik.
Ogolnie, jesli pytamy o polozenie ciata w trakcie ruchu, naturalnym jest wykorzystanie
rownan potozenia. Co wiecej, jest to czesto najprostsza droga do znalezienia wyniku.

3. Policzmy teraz, z jaks predkoscia vy spada cialo, gdy znajduje sie doktadnie w potowie
wysokosci poczatkowej. Aby wykorzystaé¢ pierwsze réwnanie z uktadu , musimy
najpierw znalez¢ odpowiedni czas. Polozenie w polowie wysokosci oznacza, ze ciato
przebyto droge s = %h, mozemy wiec z drugiego réownania uktadu znalezc¢

potrzebny czas t;.
1 1 1 h
t))=-h = —gti=-h = t =/-
sth) =3 2917 3 ! \/;

Ulzv(tl)zg'\/§=@

Na koniec komentarz. Kinematyka spadku swobodnego moze $miato postuzy¢ do opisu
innych rodzajow ruchu jednostajnie przys$pieszonego bez predkosci poczatkowej. Np. do opisu
zsuwania sie ciala z rowni pochylej bez tarcia lub ruchu ladunku elektrycznego w polu
elektrycznym. W tych przypadkach trzeba oczywiscie znalezé odpowiednie przys$pieszenie,
jakiemu poddane jest cialo (co jest zadaniem dzialu mechaniki zwanym dynamika), ale jest
to jedyna réznica.

Teraz predkosé:
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spadek rzut pionowy rzut pionowy
swobodny w gore w dot

w0 ‘j Vo

vo=0

— e

i iV(t) P :‘7“) h 1‘7“)

Rysunek 2.4.: Tlustracja rzutéw pionowych.

2.3.2. Rzut pionowy do goéry

Rzut pionowy w gore jest przyktadem ruchu jednostajnie opdznionego do zatrzymania -
cialo, ktoremu nadajemy predkosé¢ poczatkows hamuje w ruchu do gory, przyspieszenie gra-
witacyjne jest opéznieniem w tym ruchu. W rezultacie ciato na pewnej wysokosci zatrzymuje
sie. Co sie wtedy z nim dzieje? Zaczyna spada¢ swobodnie, co dyskutowaliSmy w poprzednim
paragrafie. Rownania ruchu w rzucie pionowym do gory:

{”(t) = w-gt (2.14.)

s(t) = wt—3gt?

Parametry rzutu pionowego, ktore nas najczesciej interesujg to czas wznoszenia t,, i
wysokos¢ maksymalna h,,.., na jaka rzucone cialo sie wzniesie. Bardzo tatwo wyliczymy czas
wznoszenia - wystarczy, ze zauwazymy, ze po tym czasie cialo traci predkosé¢ (zatrzymuje
sie). W takim razie z rownania na predko$¢ (2.14.) otrzymujemy:

V(ty) =0 = vo— gty =0 = th% (2.15.)

Aby teraz znalezé¢ h,,., wystarczy do ré6wnania na droge wstawi¢ obliczony czas t,:

1 2 2 2 2
hmwzs(tw)zvo-@——g(@) N _Hh_% (2.16.)
g 2 g g 29 2

Otrzymany wzor (przy dowolnym przy$pieszeniu a) okresla ogolnie droge przebyta przez cia-
to poruszajace sie ruchem jednostajnie opdznionym do zatrzymania, np. hamujacego przed
skrzyzowaniem samochodu (por. z Przyktadem 2 z Podrozdziatu [2.2.).

Zauwazmy, ze jesli przy pomocy wzoru ([2.16.) wyrazimy predkos$¢ poczatkowa przez h,,q., to
dostaniemy: vg = \/29hmas, @ Wiec wzor taki jak (2.12.) okreslajacy predkosc koncows ciata
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w spadku swobodnym z wysokosci h. Wniosek z tego jest taki, ze jesli upuscimy swobodnie
ciato z wysokosci hqz, to osiggnie ono koricowa predkosé réwna predkosci poczatkowej w
rzucie pionowym do gory ciata, ktore wzniesie sie na te sama wysoko$¢ h,... A wiec oba
te przyklady rzutéw sg dokladnie swoimi odwrotnos$ciami - sa symetryczne. W zwigzku z
tym, czasy spadku swobodnego i wznoszenia w rzucie pionowym do gory sa takie same. Po-
dobnie bedzie w przypadku rzutu uko$nego - czas wznoszenia i opadania ciala beda sobie
rowne. Taka sytuacja zachodzi jedynie wtedy, gdy pomijamy opory powietrza, co w naszych
zadaniach zawsze ma miejsce.

Przyklady

1. Chtlopiec rzuca pitka pionowo do gory i przed jej ztapaniem klaszcze w dtonie 5 razy.

7 jaka minimalng predkoscia musi wyrzuci¢ pitke, aby zdazy¢ ja ztapa¢? Czas jednego
klasniecia to 0,5 s.
Na wykonanie 5 klasnie¢ chlopiec potrzebuje ¢ = 5-0,5 s = 2,5 s. Taki co najmniej
musi by¢ wiec czas od chwili wyrzucenia pitki do jej powrotu na dét. Zatem czas lotu
do gory (czas wznoszenia) t,, bedzie o polowe krotszy ¢, = 3t = 1,25 s. Korzystamy
teraz ze wzoru na czas wznoszenia w rzucie pionowym i przeksztalcamy go, aby
otrzymac predkos$é¢ poczatkowa:

tw:@ = wvg=gt,=125m/s
g

2. Jaka maksymalng wysokos¢ osiagnie ciato, ktore rzucono pionowo do gory, znajdzie sie
na wysokosci h = 3 m po czasie t = 3 s.
W tym miejscu najwygodniej bedzie skorzysta¢ w rownania polozenia y(t), ktore wy-
starczy rozwigza¢ ze wzgledu na vy i nastepnie skorzystaé¢ ze wzoru na h,,., W rzucie
pionowym. y(t = 3s) = 3m.

y(t) + 3qt°

=16
; m/s

1
y(t) :Uot—§9t2 = 1y =

U2

R = — = 12,8
2q m

Czy ciato sie wtedy wznosi czy opada?
Aby rozstrzygna¢ te kwestie, obliczmy czas wznoszenia dany wzorem (2.15.):
o= — 165 < 3s
g
Zatem ciato po t = 3 s ruchu juz opada. Co wiecej, t = 3s < 2t,, (czas trwania ruchu
jest wiekszy niz 3 s), zatem ruch po 3 sekundach jeszcze trwa (zadanie ma sens).

3. Rzucony pionowo do gory kamient wznidst sie na wysokos¢ h = 3,2 m. Z jaka predkoscia
go wyrzucono?
Korzystamy ze wzoru (2.16.)), ktory przeksztalcamy aby obliczyé vy
v

J % = v = \/29hme: = 8m/s
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W kolejnym eksperymencie wyrzucono do géry kamien z ta sama predkoscia vy, a po
czasie At = 0,5 s wyrzucono drugi kamien tez z predkoscia vg. Prosze obliczy¢ po jakim
czasie 1 na jakiej wysokosci dojdzie do zderzenia oraz jakie beda wtedy szybkosci obu
kamieni.

Skoro po pewnym czasie dojdzie do zderzenia, to oba kamienie znajda sie na tej samej
wysokosci. Wobec tego wygodnie bedzie uzy¢ rownan potozenia i dla dla pewnego czasu
porownaé potozenia obu kamieni, z czego uda sie wyznaczy¢ czas do zderzenia.

yi(t) =vot — 1 gt?
Y2 (t) = vo(t — At) — 5 g (t — At)?

Taki zapis robwnan oznacza, ze czas zaczynamy mierzy¢ od chwili wyrzucenia kamienia
pierwszego. Latwo sprawdzié, ze dla t = At polozenie kamienia 2 jest zero, wiec zgodnie
7z tre$cig zadania jest on dopiero wyrzucany. Jesli po czasie t = t,; nastapi zderzenie,
to:

1 1 1
Y1(tea) = y2(ta) = volg — §gt§d = Votrq — VoAl — 59@1 + gt.aAt — §Q(At)2

1
fog = 22 4 ZAL=1,05s
g 2

Od razu zauwazmy, ze w chwili zderzenia pierwszy kamien juz opadal - wynika to
choéby z powyzszego wzoru, gdzie wyrazenie vg/g jest przeciez czasem wznoszenia w
rzucie pionowym, a t.4 jest wieksze o sktadnik At/2. t,, = v9/g = 0,8 s. Po drugie, tak
wynika z logiki, jesli oba kamienie zostaty wyrzucone z ta sama predkoscia, to spotkaja
sie dopiero, gdy pierwszy juz opada.

Teraz, majac czas do zderzenia (liczony od chwili wyrzucenia pierwszego kamienia),
jesteSmy w stanie juz wszystko policzy¢é. Wysokoséé, na jakiej dojdzie do zderzenia:

1
hza = y1(taa) = votea — 5 9159 = 2,9m

Predkosci obu kamieni:
v1(t.a) = || predkosé¢ w spadku swobodnym po t,4 —t, || =g (t.a — tw) = 2,5 m/s
v1(t.q) = || predko$¢ w rzucie pionowym po t,q — At || = g - (t.a — At) = 5,5 m/s

Zadania

1. Prosze sprawdzi¢, ze rzeczywiscie czasy spadku swobodnego z wysoko$ci h 1 wznoszenia
w rzucie pionowym do gory z predkoscia vy = \/2gh sg takie same.

2. Prosze napisa¢ réwnania potozenia w rzucie pionowym do gory i na ich podstawie
obliczy¢, po jakim czasie cialo wzniesie sie¢ na wysoko$¢ y = %hmax.

3. Rzucony pionowo do gory kamienn wznidst sie na wysokos¢ h = 7,2 m. Z jaka predkoscia
go wyrzucono? W kolejnym eksperymencie wyrzucono kamien z tg sama predkoscia,
a po czasie At = 0,7 s z wysokos$ci h = 7,2 m puszczono swobodnie drugi kamieri.
Prosze obliczy¢ po jakim czasie i na jakiej wysokosci dojdzie do zderzenia oraz jakie
beda wtedy szybkosci obu kamieni.
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2.3.3. Rzut pionowy w dél

Tym razem mamy do czynienia z ruchem jednostajnie przyspieszonym z predkoscia po-
czatkows. Rownania ruchu w tym przypadku sa nastepujace:

v(t) = wvo+gt

(2.18.)

Rozwigzanie ze znakiem '—’ musimy pominaé, poniewaz czas nie moze by¢ ujemny. Co wiecej,
wyrazenie pod pierwiastkiem jest wieksze niz v2, a wiec rozwiazanie ze znakiem '+’ jest na

pewno dodatnie. Zatem czas ruchu w rzucie pionowym w dét wynosi:

—vo + /2 + 2gh
POV (2.19.)
g

Predkosé koricowa:

Vv +2gh —
vp=ov(t,) =vo+g- vo+gg UO:\/U(%—FQgh (2.20.)

Kladac vy = 0 mozemy sprawdzi¢, ze otrzymamy ¢, i vy takie jak dla spadku swobodnego.

2.3.4. Rzut poziomy

W przypadku rzutu poziomego mamy do czynienia z ruchem w dwoch wymiarach (patrz:
Rysunek . Ulozymy wiec dwie pary réwnarn ruchu - osobno w kierunku z i y. Wzdtuz
osi y cialo posiada przyé$pieszenie g zwrocone w dol, nie ma natomiast sktadowej pionowe]
predkosci poczatkowej. Predkosé poczatkowa vy jest skierowana poziomo (stad nazwa rzutu).
Zatem wzdluz osi y mamy do czynienia z ruchem jednostajnie przyspieszonym z przys$pie-
szeniem g bez vy, czyli spadkiem swobodnym. W kierunku osi x z kolei nie mamy zadnego
przy$pieszenia, wiec predkosé cialta sie nie zmienia i zawsze wynosi vg. A zatem jest to ruch
jednostajny. Mozemy teraz napisa¢ rownania ruchu wzdtuz obu kierunkow:

el = fuln) = gt
X'{s(t) = gt Y'{S(ﬂ _ %th (2.21.)

Znajdziemy teraz wzory na czas ruchu, predkos¢ konicowa, kat, pod jakim cialo upadnie na
ziemie 1 zasieg rzutu.

Czas ruchu obliczymy doktadnie tak jak w przypadku spadku swobodnego - zauwazymy,
ze w kierunku pionowym ciato przebylo droge rowna wysokosci h, z jakiej je wyrzucono.

1 2h
Y:s(t)=h = Egtf =h = t.=4/— (2.22.)
g
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Predkosc konicowa bedzie miata dwie sktadowe - vy, oraz vy, przy czym predkoSé vy, = vy,
bo w kierunku x ruch jest jednostajny. PredkoS¢ vy, liczymy tez tak samo jak w przypadku
spadku swobodnego:

2h
Vi =v(t) =gt =g4/ i V 2gh (2.23.)

Ostatecznie, predkosé koricowa v, znajdziemy z tw. Pitagorasa:

Uk = \/Vre T Vpy = \/ V5 T 290 (2.24.)

Zauwazmy, ze jest to wynik taki sam jak w przypadku rzutu pionowego w dét. Jednak wektor
Uy, jest tym razem zorientowany pod pewnym katem o do podloza. Znajdzmy przyktadowe
funkcje trygonometryczne tego kata:

Uy V29D | Uke Vg Vky V2gh

tgay = — = CosSQ = — = ————u sin o = = ———— (2.25.)

Uk Vo Uk /U3 + 2gh Uk /U3 + 2gh

Zasieg rzutu z definiujemy jako droge pokonana w kierunku osi poziomej po czasie ruchu.
Skorzystamy wiec z rownan dla sktadowej z:

X: z=s(t) =vot, =vg- | — (2.26.)

Poniewaz mamy do czynienia z ruchem w plaszczyznie, zasadnym jest zapyta¢ o tor
ruchu w rzucie poziomym. Aby otrzymaé rownanie y(z) krzywej, po ktorej porusza sie cialo,
musimy napisa¢ rownania potozenia. Do opisania polozenia ciala na plaszczyznie w dowolne]
chwili ¢t wystarcza nam dwa rownania - x(t) oraz y(t):

~

o) — ZO_ (2.27.)

gt®
Zeby znalez¢ rownanie y(x) musimy wyeliminowaé z rownan zmienna ¢. Mozemy np. wyzna-
czy¢ t z pierwszego rownania (t = x/vg) 1 wstawi¢ do drugiego. Otrzymujemy wowczas:

1 z\? g x?
h——gq- I S 2.28.
y(z) 29 <Uo> 200 (2.28.)

Torem ruchu ciata w rzucie poziomym jest wiec parabola. Szybko mozemy sie teraz prze-
kona¢, ze jest to poprawny wynik. Po pierwsze, wspolczynnik przy z? jest ujemny, a wiecc
parabola jest zwrocona ramionami w dot. Po drugie, wspolrzedna p = —b/a wierzchotka
paraboli jest zero, co tez si¢ zgadza z Rysunkiem [2.5]1 przyjetym przez nas uktadem wspol-
rzednych.

Przyklady
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1. Jaka minimalna predkos¢ poczatkowa trzeba nada¢ kamieniowi, aby rzucony poziomo
z 1. pietra przelecial przez ptot o wysokosci h = 2 m. Pietro znajduje sie na wysokosci
h1 = 3 m, ramie rzucajacego ho = 1,5 m nad podloga, a odlegtos¢ budynku od ptotu
to d =10 m.

Proponujemy to zadanie rozwigzaé¢ uzywajac rownan potozenia.

o) =vot, ()= H~ gt
gdzie H = hy + hy = 4,5 m jest wysokoscig poczatkowa kamienia. Rozwazmy sytu-
acje graniczna, gdy kamien trafia w wierzchotek plotu. Znajdziemy wtedy predkosé
minimalng - aby kamien przeleciatl ponad ptotem, potrzebna bedzie oczywiscie wicksza
predkosé. W chwili zderzenia, kamien znajdzie sie w potozeniu x(t.q) = d, y(t,q) = h, co
jest potozeniem wierzchotka plotu. Zapisujac wiec uktad tych dwoéch rownan mozemy
obliczy¢ dwie niewiadome - czas do uderzenia i predkosé poczatkows.

_d d2
Vo tzd =d = tzd o % 2 = Yo = Z(I‘g{*h) =14 m/S
H—39t2,=h H-4g-(5) =n b = /2 = 0.7Ls

2. 7 jakiej wysokoSci nalezy wyrzuci¢ poziomo z predkoscia vy cialo, aby uderzyto o ziemie
pod katem a = 60°7
Wykorzystamy jedna za zaleznodci (2.25.) na kat uderzenia ciala o ziemie. Np.

V2gh

vitg?a 30}

tga = = h=—7""—=
& Vo 2g 2g
rzut poziomy rzut ukosny
Vo _
ﬁ\\ VOX
Vo VO |
h ho
Vy(t) \ _ max |
\\ V(t) VOy H
\\ VO 0* V](X
7 a Vox a
_ z Vi
Viy _
Vk

Rysunek 2.5.: Tlustracja rzutéw w plaszczyznie.
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2.3.5. Rzut uko$ny

Rzut ukos$ny réwniez rozpatrujemy w rozbiciu na dwa kierunki z i y. W kierunku po-
ziomym cialo porusza si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia vg, (patrz Rysunek 2.5]). W
kierunku pionowym w pierwszej cze$ci mamy do czynienia z rzutem pionowym do gory z
predkoscia poczatkowa vg,, a w drugiej - ze spadkiem swobodnym z wysokoSci Npez. W
pierwszej kolejnosci jednak, nalezy rozltozyé¢ predkosé poczatkowa vy na dwie sktadowe:

Voz = Vg COS (X

. (2.29.)
Voy = VoS &

Zapiszmy teraz réwnania ruchu w rzucie uko$nym. Napiszemy dwie pary rownan - dla ruchu
jednostajnego w kierunku x oraz rzutu pionowego w kierunku osi y. Wykorzystujemy w
ten sposob fakt, ze ruch w dot po osiggnieciu wysokosci maksymalnej jest symetrycznym
odbiciem ruchu w gére. W zwigzku z tym czas ruchu i droga w kierunku poziomym bedag w
obu przypadkach takie same.

ve(t) = vor = vpcoSa
X
s(t) = woet = wpcosat
(2.30.)
v vy(t) = woy—gt = wpsina — gt
Tls(t) = vy t—3gt* = wvesinat— 3 gt

Parametrami, ktore sa interesujace w rzucie uko$nym sa czas ruchu, wysokos¢ maksymal-
na oraz zasieg. Calkowity czas ruchu jest dwukrotnie wiekszy od czasu wznoszenia ¢, = 2t,,.
Czas wznoszenia policzymy przyréwnujac sktadows pionowa predkosci v, (t,,) do zera:

Vp sin o

. 2vg sin
vy(ty) =0 = yysina—gt, =0 = t,= -0 -

t, =

- 2.31.
p . (2.31.)

Teraz tatwo policzymy maksymalng wysokos¢ - ktadac ¢ = t,, do rownania na droge w
kierunku y.

Y i hinae = $(tw) = vo sina - (2.32.)

— =9
g 2 g 29

vosina 1 (2vosina)2_ v2 sin® o
Zasieg jest rowny drodze przebytej w kierunku osi x po catkowitym czasie ruchu t = t,.

2upsina g sin(20)
g g

(2.33.)

X : z=s(t,) = vy cosa -

gdzie wykorzystaliémy tozsamo$é trygonometryczna: 2sin «cos o = sin(2«).

Zapiszemy teraz rownania polozenia ciata w rzucie uko$nym. Znéw bazujemy na ogdlnej
postaci rownan (2.9.).
x(t) = vy cosat

y(t) = vosinat — 5 g t* (2.34)

Mozna pokazaé¢ (zostawiamy to jako ¢wiczenie), ze roOwnanie toru w rzucie ukosnym jest
nastepujace:
9 2
T) =rtgoy — —5———1x 2.35.
y(z) = atg 7o a (2.35.)
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2.3. Rzuty ROZDZIAL 2. Kinematyka

Przyklady

1. Sprawdzimy teraz, dla jakiego kata zasieg w rzucie ukosnym jest maksymalny.
Pamietamy wzor na zasieg w funkcji kata (2.33]). Aby znalezé, dla jakiego argumentu
funkcja osiaga wartos¢ najwieksza (lub najmniejsza) wystarczy przyrownaé pierwsza
pochodna tej funkcji do zera. DyskutowaliSmy to w Rozdziale

203 2
z'(a)zwz() & cos(2a) =0 & 20=90° & a=45°
g

Zatem wyrzut ciala pod katem 45° do poziomu daje najwickszy zasieg rzutu. Zapewne
kulomioci i oszczepnicy to wiedza :-).

2. Bedziemy chcieli wykazaé, ze zasiegi rzutow ukosnych dla katow « i (90° — «) sa sobie
rowne przy tej samej predkosci poczatkowej.
Rowniez skorzystamy ze wzoru na zasieg. Interesuje nas tylko, czy zmienia sie
wyrazenie sin(2a) przy zamianie o na (90 — «).

sin (2(90° — «)) = sin (180° — 2ar) = sin(2«)

Zasiegi sa wiec rowne. W ostatniej rownosci skorzystaliémy z trygonometrycznych wzo-
row redukeyjnych (przy wyrazeniu (180° —«) funkeja nie przechodzi w ko-funkeje, sinus
w drugiej ¢wiartce uktadu wspotrzednych jest dodatni).

Czy réwniez czasy sg rowne?

W tym przypadku korzystamy ze wzoru na czas ruchu, gdzie wystepuje funkcja
sin a, w odréznieniu od sin(2a) we wzorze na zasieg. sin(90° — «) = cos «, poniewaz
przy redukcji o 90° funkcja zmienia sie w ko-funkcje. Zatem czasy nie sg réwne, o ile
kat nie wynosi 45°. (Ogolnie sin o # cos av.) Rzut pod wiekszym katem trwa diuzej.

Zadania

1. Rzucone poziomo cialo osiagneto ziemie po czasie ¢ = 10 s. Z jakiej wysokosci i z
jaka predkoscia wyrzucono cialo? Prosze sprobowaé¢ wyprowadzi¢ odpowiednie wzory
z roéwnan ruchu.

2. Cialo A wyrzucono ukosnie po katem a = 45° z predkoscia vo = 3 m/s. Z jakiej
wysokosci musialo zosta¢ rzucone poziomo ciato B z ta sama predkoscig, jesli zasiegi
obu cial byly takie same? Prosze sprobowa¢ wyprowadzi¢ odpowiednie wzory z réwnan
ruchu.

3. Prosze wykazaé, ze torem ruchu w rzucie ukosnym jest parabola zwrocona ramionami

w dol (rownanie [2.35.).

4. Pod jakim katem nalezy ustawi¢ wyrzutnie pociskow, ktorym nadawana jest predkoscé
vo = 120 m/s, aby trafi¢ w obiekt oddalony o d = 1 km umieszczony na wysokosci
h = 100 m nad horyzontem? Dla jakiej maksymalnej wysoko$ci h; pocisk moze trafi¢
obiekt?
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2.4. Ruch po okregu

Ruch po okregu jest przykladem ruchu krzywoliniowego. Jesli wybierzemy uktad odnie-
sienia w S§rodku okregu, to matematyczny opis ruchu ciala bedzie prosty - polozenie ciata
dane jest wektorem wodzacym o statej dtugosci (rownej promieniowi okregu), zataczajacym
okrag. W takim razie wygodnie bedzie definiowaé polozenie ciata poprzez kat zataczany
przez wektor wodzacy, mierzony od jakiegos ustalonego potozenia poczatkowego. Do opisu
ruchu punktu materialnego po okregu, a takze ruchu obrotowego bryly sztywnej, uzywa sie
wielkosdci kinematycznych ,katowych”. Zamiast mowi¢ o potozeniu z(t), méwimy o polozeniu
katowym 6(¢). Jednostka kata w uktadzie ST jest radian (rad). Podobnie definiujemy predkosé
katowa w (w odroznieniu od predkosci liniowej) oraz przys$pieszenie katowe € (w odroéznieniu
od przyspieszenia). Ponizej podajemy definicje tych wielkosci i ich jednostki

w=4% [w] =rad/s
(2.36.)

g=% [£] = rad /s’

Predkos¢ katowa i przyspieszenie katowe sa wielkosciami wektorowymi. Ich kierunki pokry-
waja sie. JeSli ponadto zwroty sa zgodne, mamy do czynienia z ruchem przys$pieszonym po
okregu. Gdy zwroty sa przeciwne, ruch jest op6zniony. Polozenie katowe nie jest wektorem,
dlatego pierwszego wyrazenia z nie zapisujemy wektorowo. Mozemy tak zrobi¢, jesli
potraktujemy kat 6 jako kat skierowany (o zadanym kierunku, np. zgodnie z kierunkiem
ruchu wskazowek zegara). Wtedy kierunek wektora & wynika z zasady prawej dloni (albo
sruby prawoskretnej) i jest zwiazany z kierunkiem kata skierowanego 0. Wektory €1 & sa
zawsze prostopadte do ptaszczyzny okregu, a ich punkt przytozenia jest w §rodku okregu.

Predkos¢ katows, szczegOlnie w kontekscie ruchu jednostajnego po okregu, nazywamy
czestoscig i dla kazdego ruchu okresowego (ruch po okregu jest ruchem okresowym) mozemy
powigzac¢ z okresem T i czestotliwoscia:

2
w= % oraz w =2nf (2.37.)

gdzie: okres T jest czasem trwania jednego pelnego okrazenia (obrotu), a czestotliwosé¢ f to
ilo$¢ obrotow na jednostke czasu.

Dla krzywoliniowego ruchu jednostajnie zmiennego (ze staltym przys$pieszeniem katowym)
definiujemy rownania ruchu, analogicznie do rownarn (2.8.) w przypadku ruchu postepowego.

w(t) =wotet
(2.38.)
O(t) =wot £ et
Znaki dobieramy podobnie jak dla ruchu postepowego, tzn. '+’ dotyczy ruchu przys$pieszo-
nego, '—’ dotyczy ruchu opé6znionego.
Okazuje sie, ze istnieja zwiazki pomiedzy predkoscia liniowa a katows oraz przyspiesze-
niem stycznym a katowym. Sg to zwigzki wektorowe nastepujacej postaci:

v=wr, dla Z(d,r) =90°

=

X

&l

U=
(2.39.)
as =er, dla Z(&r) =90°

=l

X

S
I
oy
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2.4. Ruch po okregu ROZDZIAL 2. Kinematyka

gdzie 7 jest wektorem wodzacym punktu na okregu (jego dtugosé jest réwna promieniowi
okregu). W przypadku ruchu obrotowego bryty sztywnej (dyskutowanego w Rozdziale
powyzsze relacje zachodza tylko dla przypadku ruchu bez poslizgu.

Rysunek 2.6.: Ruch po okregu - wektory predkosci katowej 1 przyépieszenia katowego, oraz
wektor predkosci i sktadowe przy$pieszenia liniowego.

Przyklady

1. Wirnik silnika elektrycznego w chwili wylaczenia wykonywal 600 obr./min. Chcemy

znalez¢ opo6znienie katowe i ilos¢ obrotow wirnika do zatrzymania, jesli nastapito ono
po czasie t, = 2 min.
[los¢ obrotow (na sekunde, minute itd.) jest to po prostu czestotliwosé (wyrazona w
hercach, czyli 1/s). Znamy wiec czestotliwosé poczatkowa w ruchu obrotowym wirnika,
do zatrzymania, a wiec i czestos§é¢ poczatkowa wo = 27 fy. Z réwnan ruchu obrotowe-
go opoznionego (2.38)), a konkretnie z warunku na w(t,) = 0 znajdziemy opo6znienie
katowe.

2
W) =0 = wo—el=0 = e= 0205
t t

z z

llo$¢ obrotéow znajdziemy majac catkowity kat zatoczony przez wirnik w czasie ¢, i
dzielac go przez miare kata pelnego.

71-f()tz _ f(]tz

o 5~ 600 obr.

1
0.=0(t.) =wot. — 55152 =7fot, = Ny =

2. Ile obrotow na sekunde wykonuje tylne koto roweru, gdy my krecimy pedatami 5 razy
w ciagu sekundy, jesli promieni przedniej zebatki to 8 cm, a tylnej - 2 cm? Z jaka liniowa
predkoscia jedzie wtedy rower, ktorego kota maja rozmiar 28"7
Mechanizm przenoszenia napedu w rowerze jest prosty: tylne koto jest napedzane za
pomocy tancucha, ktory taczy zebatke przednia, sprzezona z pedatami, z zebatka tyl-
na, sprzezona z tylnym kotem. Zrodlem napedu jest oczywiscie czlowiek, ktory obraca
pedatami. To jak szybko jedziemy, zalezy od przetozenia, czyli ile razy szybciej obroci
sie koto pod wpltywem jednego obrotu pedatami. W zadaniu pytaja wtasnie o to prze-
tozenie. Lancuch laczacy obie zebatki zapewnia to, ze predkosci liniowe na obwodach
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obu zebatek sa sobie réwne i réwne predkosci liniowej kazdego z ogniw tancucha. Tak
samo dziataja pasy transmisyjne w maszynach rolniczych czy paski klinowe w osprzecie
silnika samochodowego. Skoro predkosci liniowe maja by¢ rowne, zapiszemy:

™p

Vg = Up = Wiy = WpTp = Wy = Wp ,
t

gdzie oznaczylismy czestosci zebatki przedniej/tylnej przez w,/w, oraz promienie z¢ba-
tek przez r,/r;. Stosunek promieni nazwiemy wtasnie przelozeniem. Znajac czestotli-
wosé obrotu pedalow f,, a wiec takze czestotliwo$é obrotu przedniej zebatki (przednia
tarcza jest sprzezona z pedalami) obliczymy w, = 27 f,. Zatem czestotliwosé¢ obrotu
tylnego kota:

Wy Wy Tp

fe=

Tp

= = = f, — = 20 obr./s

21 2 Tt fp Tt /
Poniewaz przetozenie, dane stosunkiem promieni zebatek, jest rowne 4, to czestotliwosc
obrotu tylnego kota jest 4-razy wieksza niz czestotliwosé obrotu pedatow. Teraz, znajac
fi i zakladajac ruch kota bez poslizgu (por. Rysunek i dyskusja w Rozdziale
3.6.4.), mozemy znalez¢ predkosé liniowa $rodka masy tylnego kota, a wiec i predkosé
roweru:

D
v =wy R = 27rft§ = ﬂDfp@ = 17,6 m/s = 63,4 km/h
Tt

Mamy wiec do czynienia raczej z kolarzem szosowym niz turysta ;-).

Zadania

1.

Koto zamachowe o érednicy D = 80 cm wykonuje ruch obrotowy z czestotliwoscia
fp = 1000 obr./min. Jaka jest predkosé¢ liniowa punktéw na obwodzie kota, a jaka w
polowie promienia?

Koto z poprzedniego zadania laczymy pasem z innym kolem o $rednicy d = 20 cm.
Prosze obliczy¢ czestotliwo$é obrotu drugiego kota. Uwaga. Jesli dwa kota polgczone
sq pasem, to punkly na obwodach obu kot muszqg miec jednakowq predkosé liniowaq.

3. W czasie t = 10 s jesteSmy w stanie rozkreci¢ kolo rowerowe (uniesione w powietrze)

do czestotliwosci f = 5 obr./s. Jaka jest wtedy predkosé liniowa punktow na obwodzie
kota. Z jakim przyépieszeniem katowym koto byto rozkrecane?

Lopaty $migtowca w momencie wylaczenia zaptonu wykonywaty 2000 obr/min. Jesli
zatrzymaly sie catkowicie po 10 min, to jakie bylo opdznienie katowe w tym ruchu.
Ile obrotow jeszcze wykonalo $miglo z topatami? Jakiego przyspieszenia stycznego
doznawaly czubki topat o dtugos$ci 3 m? Ile wynosito catkowite przyspieszenie liniowe
czubkow topat na tuz po wylaczeniu zaptonu? Poréwnaj wartoséci przys$pieszen z g.

Predkos¢ katowa wirujacego wokét wlasnej osi walce o promieniu r jest funkcja zalezna
od czasu w(t) = 2 — 3t2. Znajdz zaleznosé¢ przys$pieszenia stycznego i dosrodkowego od
czasu dla punktu na obwodzie walca. Dla jakiej chwili czasu t wartosci tych przyspieszen
sa sobie rowne?
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Rozdzial 3.

Dynamika

Dynamika jest dziatem fizyks, ktory zajmuge sie badaniem przyczyn ruchu, tzn. skqd wzie-
to sie przyspieszenie (lub przyspieszenie kqtowe), powodujgce, Ze ciato porusza sie ruchem
zmiennym. Sprowadza sie to zazwyczaj do zdefiniowania wypadkowych sit (lub momentow
sit) dziatajgcych na ciato. Podstawq dynamiki sq 8 zasady dynamiki podane przez Newtona.
Od ich podania zaczniemy niniejszy rozdziat. Wezesniej jednak zdefiniugmy pojecie sity.

Sila jest wektorows wielkoscia fizyczng, stanowigca miare oddziatywan miedzy ciatami.
Moéwimy, ze ciato A jest ciagniete sila o danej wartosci i w danym kierunku. Taka informacja
jest dla nas wystarczajaca, zeby rozstrzygnaé, czy cialo bedzie przyspieszac, czy w ogole ru-
szy z miejsca, jaky predkosé osiggnie itd. (jesli znamy ew. inne warunki). Ponadto jesteSmy
w stanie porownywaé¢ miare réznych oddziatywan.

Sitla wypadkowa jest wektorowa suma wszystkich sit dzialajacych na ciato: F, = > E.
W szczegolnosci, jesli wszystkie sity dzialaja w jednym kierunku, sume wektorowa zastepu-
jemy zwykla suma algebraiczna (ze znakami) - tzn. sity w wybranym kierunku traktujemy
jako dodatnie, a przeciwne do nich jako ujemne. Jesli jaka$ sita zorientowana jest pod pew-
nym katem do wybranego kierunku (wybranego uktadu odniesienia), to rozkladamy ja na
sktadowe.

3.1. Zasady dynamiki

I zasada dynamiki

Jezeli na cialo nie dzialaja zadne sily lub dzialajace sity sie r6wnowaza, to cialo
pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Mozemy to zapisa¢ wzorem:
(ﬁ:o lub ZE:O) = (F=0 lub 7= const) (3.1

Przypadek z ruchem jednostajnym prostoliniowym dotyczy sytuacji, gdy cialo miato juz
wczesdniej predkosé poczatkowa. I zasada mowi, ze predkosé ta jako wektor sie nie zmienia,
jesli spelniony jest wspomniany warunek.

I zasade stosujemy zawsze, gdy mamy do czynienia z sytuacja, ze ciato jest w spoczynku
lub nie zmienia swojej predkosci. Natychmiast mamy wtedy informacje o sitach - musza sie
rownowazy¢, zatem sita wypadkowa jest zero.
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IT zasada dynamiki

Jedli na cialo dziala niezré6wnowazona sila wypadkowa, to cialo ma przy$pie-
szenie wprost proporcjonalne do wektora silty wypadkowej i odwrotnie propor-
cjonalne do masy ciala, zgodnie ze wzorem:

F
a=— 3.2.
- (32,
IT zasada bedzie przez nas uzywana bardzo czesto. Dzigki niej, znajac site wypadkowa F,,
bedziemy w stanie okresli¢ przy$pieszenie ciata a. Czesto bedziemy zapisywaé réwnowazna

postaé 11 zasady, definiujac wartosé¢ sity wypadkowej F, = m - a.

Chociaz wzor bedzie dla nas w zupetnosci wystarczajacy, to jednak musimy mieé¢
$wiadomo$¢, ze nie jest on najogdlniejszym sformulowaniem II zasady dynamiki. Uogélniona
IT zasada dynamiki brzmi: Wystepowanie niezré6wnowazonej sily wypadkowej powo-
duje zmiane pedu ciala w czasie i moze by¢ zapisana przy pomocy wzoru:
=

dt
Ped jest wektorowa wielkosScig fizyczng zdefiniowang w p6zniejszym Podrozdziale wzorem
(3.20). Zauwazmy, ze jezeli masa rozpatrywanego ciala jest stala w czasie (we wszystkich

naszych problemach tak bedzie), to pochodna po czasie dr 4 (mi) = m¥ = md, co jest

at —dt dt
rownowazne definicji (3.2.)).

(3.3.)

ITI zasada dynamiki

Jezeli cialo A dziala na cialo B silg F‘AB, to cialo B dziala na cialo A sila F‘BA
o tej samej wartosci i przeciwnym zwrocie.

Innymi stowy ﬁAB = —ﬁBA. Zasade te nazywa sie czesto zasadg akcji-reakcji. Wykorzystamy
te zasade np. w sytuacji, gdy bedziemy opisywaé ruch ciata po ptaskim podtozu (lub réwni
pochytej), gdzie powiemy, ze sila nacisku ciata na podloze (lub réwnie) jest rownowazona
przez sile reakcji podloza (rowni). Wowcezas, zgodnie z I zasada, w kierunku prostopadtym
do podloza (rowni) cialo nie bedzie sie porusza¢. Zazwyczaj takiej szczegolowej analizy nie
bedziemy jawnie przeprowadzac¢ - przyjmiemy jg po prostu niejako w pamieci.

Mozemy tez wypowiedzie¢ nieco inaczej tres¢ 111 zasady dynamiki: sity wewnetrzne uktadu
sie zawsze znosza (rownowaza) - np. sity naciagéw nierozciagliwych lin w uktadach bloczkow.

3.2. Rownia pochyla

Roéwnia pochyla jest modelem fizycznym zbudowanym z ptaskiej powierzchni nachylone;j
do poziomu pod pewnym katem. Jest to jedna z maszyn prostych (obok dzwigni, krazka,
prasy hydraulicznej itd.). Podstawowym parametrem definiujacym réwnie pochyta jest kat
nachylenia réwni do podltoza. Czasem w zadaniach jest tez wazna wysoko$é rowni. Na Ry-
sunku przedstawiono uktad sit wystepujacych dla rowni, w szczegdlnosci rozktad sity
ciezkosci Cj na sktadowa réwnolegta @1 i prostopadly @2 do réwni.

Sprobujmy teraz obliczy¢ przyspieszenie ciata z Rysunku [3.1] Wystarczy tylko znalez¢
wypadkows site dziatajaca na cialo i zapisa¢ 11 zasade dynamiki.

F,=01 = ma=mgsina = a=gsino (3.4.)
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' 0
Rysunek 3.1.: Schemat rowni pochytej i uktad sit.

Sktadowa @2 jest rownowazona przez sile reakcji réwni ﬁr, wiec obu tych sit nie uwzgledniamy
w sile wypadkowe]j (znosza sie). Bardziej precyzyjnie: rownia reaguje na nacisk ze strony
klocka. Role sity nacisku pelni w tym przypadku sktadowa Q.

Przyklady

1. Cialo zsuwa sie z réwni pochylej o kacie nachylenia o = 30° bez tarcia. Wysoko$¢ rowni
to h = 2 m. Ile czasu zajmie ciatu ruch do korica réwni?
Policzyliémy przed chwila, ze przy$pieszenie ciata zsuwajacego sie bez tarcia z rowni
wynosi a = gsin a. Ruch ciata na réwni jest ruchem jednostajnie przy$pieszonym bez
predkosci poczatkowej. W tym ruchu ciato pokonuje droge réwna dtugosci rowni w
czasie ruchu t,. Dhugoéé rowni s = ="~ (zgodnie 7z oznaczeniami na Rysunku .

sin &
Czas znajdziemy z rownania na droge:

1 [2s | /
s(t,) =~at? = t,=
2 gSIIl « sin av

Zauwazmy, ze czas zsuwania z rowni bez tarcia jest ——dluzszy sina < 1) niz czas
spadku swobodnego z wysokodci h (por. ze wzorem 1}

Jaka predko$é¢ uzyska ciato u dotu réwni?
Tym razem uzyjemy wzoru na predko$é¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym:

) 1 2h
vp = v(t,) = at, = gsina - sinoﬂ/? = \/2gh

Zatem predkosé ciata u dohu rowni jest sama jak w przypadku wzoru (2.12.) na predkosé
koncowa w spadku swobodnym.

2. Cialu nadajemy szybkos¢ poczatkowa vy = 10 m/s, z ktora cialo zaczyna ruch bez
tarcia w gore rowni o kacie nachylenia o = 45°. Jak wysoka moze by¢ réwnia, aby ciato
nie spadlo z réwni (nie przeleciato poza nia)?
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Znowu, zaczynamy od znalezienia przyspieszenia dziatajacego na ciato. W tym przy-
padku bedzie to opdznienie, bo sita wypadkowa dziata przeciwnie do wektora predkosci
poczatkowej vyg.

F,=01 = a=gsina

Ciato porusza sie ruchem jednostajnie op6znionym do zatrzymania. Droge przebyta
w tym ruchu znalezliémy podczas omawiania rzutu pionowego do gory, albo ruchu
opdznionego do zatrzymania (samochod na $wiattach). Wynosi ona:

Yo v

S = — = -
2a  2gsina

Znajac droge s, czyli maksymalng dhugo$é¢ rowni i kat nachylenia rowni do poziomu,
obliczymy wysoko$¢ rowni:
v

. =5
2gsin «v o

sino =

2
h=ssina = s
29
A wiec jest to wysokosé maksymalna, na jaka wzniesie sie ciato rzucone pionowo do
gory z predkoscia vy.

W powyzszych dwoch przykiadach pokazalismy jak podobny jest ruch ciala na réwni
pochytej bez tarcia do spadku swobodnego i rzutu pionowego do gory, co przejawia sie w
podobnych lub takich samych wzorach kinematycznych. Jedyna réznica w przypadku réwni
pochytej jest to, ze cialo oprécz ruchu w pionie, przemieszcza sie takze w poziomie, stad np.
czas ruchu na réwni jest dtuzszy, a ruch odbywa si¢ z mniejszym przyspieszeniem.

3.3. Uklad cial polaczonych linami

Schemat uktadu cial potaczonych przedstawia Rysunek Uktad taki stanowi kilka
cial polaczonych ling, co sprawia, ze wszystkie ciata uktadu poruszaja sie¢ z jednakowym
przys$pieszeniem. Problem dotyczy zazwyczaj dwoch sytuacji: uktad cial na poziomej po-
wierzchni i zwisajacych (po jednej lub obu stronach) - rys. po lewej, oraz bloczek, przez
ktory przewieszona jest lina a do niej zaczepione ciala - rys. po prawej. Mozemy tez sobie
wyobrazié¢ sytuacje, gdy ciala umieszczono po dwoch stronach podwojnej rowni pochytej
(o katach a1 ) itd. Wazne jest tu zalozenie dot. liny, ktéra musi by¢ nierozciagliwa, tzn.
przenosi¢ oddziatywanie jednego ciata na drugie bez zmian sity, i niewazka, tzn. nie posia-
da¢ masy. Z takim zalozeniem mamy do czynienia prawie zawsze. Co wiecej, takie zalozenie
gwarantuje, ze naciggi wzdluz tej samej liny, ale przytozone do réznych cial sy takiej samej
wartodci. Dodatkowo w przypadku gdy lina jest przewieszona przez bloczek (krazek), czesto
dla uproszczenia pomija si¢ takze wptyw ruchu obrotowego bloczka. Taka ogolniejsza sytu-
acje bedziemy rowniez rozpatrywaé w rozdziale dot. bryty sztywnej.

Rozwiazanie problemu cial potaczonych podlega pewnemu schematowi, ktory tutaj przed-
stawimy. Sytuacja dotyczy 3 cial potaczonych jak na Rysunku po lewej. Schemat roz-
wigzania jest nastepujacy:

1. Robimy rysunek, na ktorym oznaczamy wszystkie sity dzialajace na ciata uktadu (cie-
zar, naciag liny, tarcie, ...). To jest najwazniejsze! ;-)
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3.3. Uklad ciat potaczonych linami ROZDZIAL 3. Dynamika
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Rysunek 3.2.: Ciala polaczone linami: dwie przykladowe realizacje problemu.

2. Wybieramy kierunek ruchu uktadu (w lewo lub prawo) - najczesciej na podstawie
oceny, ktora ze zwisajacych mas jest ciezsza. Jesli zwisa tylko jedna masa, sprawa jest
oczywista. Ogoélnie jednak, wybor ten nie rzutuje na rozwigzanie. Najwyzej moze sie
okazac, ze warto$¢ przyspieszenia wyjdzie ujemna, co oznacza tylko, ze kierunek ruchu
cial jest przeciwny do przyjetego przez nas na poczatku. My przyjmiemy m; > ms,
zatem ruch uktadu w lewg strone.

3. Zapisujemy II zasade dynamiki dla kazdego z ciat uktadu. Przyjmujemy dodatnia war-
tos¢ sit w kierunku ruchu, a ujemng - w kierunku przeciwnym. W naszym przypadku
bedzie tak:

mia =myg — N
moa =N — N’ (3.5.)
msa = N' —msg

Ciezar masy ms nie wplywa na ruch uktadu (dziala prostopadle do kierunku ruchu i
jest rownowazony przez reakcje podloza), o ile nie wystepuje tarcie.

4. Dostaliémy uklad trzech rownan na trzy niewiadome a,N,N’. Powyzszy uklad najwy-
godniej jest rozwiaza¢ dodajac wszystkie rownania stronami. Zyskamy wtedy to, ze
naciagi sie zniosg (majg przeciwne znaki) i od razu znajdziemy przy$pieszenie uktadu.

my —1mg
mi + Mo + M3

(my +mg+mg)a=mg—mszg = a= (3.6.)

W tego typu zadaniach naciagi (ile by ich nie bylo) zawsze sie znoszg! Wynika to z 111
zasady dynamiki (sity naciagow sa silami wewnetrznymi).

5. Teraz, majac a mozemy wykorzysta¢ np. rownanie 1 i rownanie 3 z uktadu (3.5.), zeby
znalez¢ naciagi lin:

2
o _ o _ mi—mims _ mi(ma+2ms3)
N =mig —mia=mg mitmatms 9 = mitmatms I

(3.7.)

mlmgfmg
mi1+ma+ms3

ms (2m1 +m2)

! —
N'=mga +myg = mitmatms I

g+ msg =

20



ROZDZIAL 3. Dynamika 3.4. Wazne przyktlady sit

3.4. Wazne przyklady sil

3.4.1. Sila tarcia

Sita tarcia jest miarg zjawiska tarcia, czyli oporu, jakiego doznaje cialo ze strony oto-
czenia, np. podloza. Tarcie utrudnia ruch ciata wzgledem podloza, czasem mowimy takze,
ze tarcie przeciwdziala ruchowi ciata. Bardziej precyzyjne okreslenia tarcia, a takze wzory
okreslajace jego wartos¢, wymagaja rozréznienia, o jakie tarcie nam chodzi. Wyr6zniamy 2
podstawowe rodzaje tarcia. Wektor i wartos¢ sit tarcia bedziemy oznaczaé jako T'.

Tarcie kinetyczne

Wystepuje, gdy cialo przemieszcza sie wzgledem podtoza (lub innego ciata). Nazywamy
je czasem takze tarciem poslizgowym lub suwnym. Jego kierunek jest przeciwny do wektora
predkosdci ciata, a mowigc Scislej: tarcie kinetyczne ma zwrot przeciwny do wzglednej pred-
kosci ciata wzgledem podtoza (lub innego ciata). Na schematach przyktadamy wektor tarcia
kinetycznego (a takze statycznego) do ciala w poblizu punktu styku z podtozem. Wektor
tarcia jest rownolegly do powierzchni styku (w przypadku punktu styku - do ptaszczyzny
stycznej). Wartos¢ sity tarcia kinetycznego Ty definiujemy jako iloczyn sity nacisku F), i
wspolezynnika tarcia kinetycznego fi. (oznaczanego tez czasem ), ktory jest bezwymiaro-
wy:

Ty = fr Fy (3.8.)

Role sity nacisku pelni najczesciej ciezar (lub jego sktadowa), ale nie zawsze. Czasem jest to
sita zewnetrzna lub bezwtadnosci, a takze inne sity. Zwracamy na to uwage w Przyktadach.
Tarcie kinetyczne przeciwdziala ruchowi (utrudnia go), powodujac np. rozpraszanie energii
w ukladzie. W tym sensie mowimy, ze jest to sita dyssypacyjna - rozpraszajaca energie, co
bedziemy dokladniej dyskutowa¢ podczas omawiania zasady zachowania energii.

Tarcie statyczne

Wystepuje w sytuacji, gdy cialo jeszcze nie jest wprawione w ruch, ale jaki§ czynnik (np.
sila zewnetrzna) ten ruch wymusza. Gdy chcemy przesunaé¢ po podlozu jakis obiekt (np.
szafe po podlodze) i przykladamy zewnetrzna sile, pojawia sie sila tarcia statycznego, prze-
ciwdziatajaca sile zewnetrznej. W efekcie obiekt sie nie porusza, chociaz przytozono do niego
site zewnetrzna. W tym sensie mozemy powiedzie¢, ze tarcie statyczne nie ma statej wartosci,
ale sie zmienia. Jest rowne sile zewnetrznej i ma przeciwny do niej zwrot. Ruch ciata zaczyna
sie po przekroczeniu maksymalnej wartoéci tarcia statycznego, ktora wynosi:

Ts,max = stn (39)

gdzie f, jest bezwymiarowym wspoélczynnikiem tarcia statycznego.

O tarciu statycznym méwimy czasem, ze przeciwdziata poslizgowi ciala - uniemozliwia ruch
slizgowy ciala wzgledem podltoza (lub innego ciata). W tym sensie tarcie statyczne moze
mie¢ bardzo pozadany wplyw na ruch cial, powodujac np. toczenie bez poslizgu kot naszego
samochodu na §liskiej nawierzchni, lub umozliwiajagc nam chodzenie. W przypadku toczenia
(bez poslizgu) tarcie statyczne wystepuje, chociaz samo ciato sie porusza. Nie wystepuje
jednak poslizg miedzy punktem styku ciata z podlozem a podtozem.

Przywolujac w mysli przyktad z proba przesuniecia szafy, szybko skojarzymy, ze tatwiej
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utrzymacé ruch szafy niz ja w ruch wprawi¢. W zwiazku z tym prawdziwy jest wniosek, ze
fs = fr. Tak rzeczywiscie jest w przypadku doskonatej wiekszosci materialow. fr oraz f
sa stalymi materialowymi, typowymi dla rodzaju dwoch stykajacych sie powierzchni (np.
guma-asfalt, drewno-beton, metal-lod itd.). Wspotezynnik tarcia (kinetycznego i statyczne-
go) nie zalezy od: (i) masy ciala naciskajacego, (i) wielkosci powierzchni styku cial, (ii7)
predkosci ciata (dotyczy f).

W podejsciu niektorych autoréw podrecznikéw do fizyki, tarcie statyczne zawsze okresla
sie wzorem Ty = f I, a wspolczynnik f, nie jest wowczas staly i zmienia sie wraz ze wzro-
stem sily zewnetrznej. Wyrdznia sie wowczas graniczny (maksymalny) wspolezynnik tarcia
statycznego, fsmaz, ktory jest stablicowany. My jednak bedziemy uwazaé, ze tarcie statycz-
ne ma zupekie inny charakter niz tarcie kinetyczne, i zmienia si¢ ono proporcjonalnie do
przyktadanej sity zewnetrznej, az do osiagniecia pewnej granicznej wartosci sity, dla ktorej
definiuje si¢ wspotczynnik tarcia statycznego (fs = Tsmax/Fn)-

Na koniec nalezy wyjasni¢, ze natura tarcia nie jest do konica poznana i nie dysponujemy
satysfakcjonujaca i prosta teorig tarcia. Wspotezynniki fi i fs czesto wyznacza sie ekspery-
mentalnie. Z pewnodcig tarcie jest zjawiskiem mikroskopowym i mozemy je rozumieé jako
efekt oddzialywania punktéw styku chropowatych powierzchni ciata i podtoza. Oczywiscie z
jednej strony zmniejszamy tarcie wygtadzajac obie powierzchnie (redukujac chropowatosé),
z drugiej jednak bardzo doktadnie wypolerowane powierzchnie tracych o siebie ciat wykazuja
wieksze wspolezynniki tarcia - oddziatujacych ze soba na bardzo bliskiej odlegtosci fragmen-
tow powierzchni (atoméw) jest po prostu wiecej, skutkiem czego tarcie rosnie.

Przyklady

1. Cialo zsuwa sie z réwni o nachyleniu o = 30°. Prosze znalez¢ przyspieszenie ciala, jesli
wspolezynnik tarcia (kinetycznego) wynosi f = 0,27
Ciato zsuwa sie w dot réwni, wiec sita tarcia bedzie zwrécona w gore. Role sity nacisku
pelni sktadowa ()5 ciezaru. Tarcie wynosi T' = f@Q)>. W takim razie na site wypadkowa
sktadaja sie przeciwnie zwrocone sity le i T

F,=Qi—T = ma=mgsina— fmgcosa = a=g(sina—fcosa)~3,3m/s

W zadaniach, w ktorych mamy do czynienia z ruchem wystepuje zawsze tarcie kine-
tyczne, wiec nie bedziemy dodatkowo oznaczaé¢ wspotczynnika tarcia przez fr, a po
prostu przez f.

2. Przy jakim najmniejszym kacie ciato bedzie sie¢ zsuwaé z réwni pochytej, jesli wspol-
czynnik tarcia (kinetycznego) wynosi f7
Wykorzystajmy wynik poprzedniego przyktadu. W granicznym przypadku (gdy ciato
jeszcze sie nie zsuwa, ale za chwile zacznie) mozemy przyréwnaé przyspieszenie ciala
do zera:
a=g(sina— fecosa) =0 = tgamin = f

Zatem, aby ciato moglo sie zsuwaé z rowni, kat musi by¢ taki, aby jego tangens byt
wiekszy od wspotezynnika tarcia kinetycznego. Inng sytuacja jest, gdy cialo spoczywa
na réwni i chcemy je dopiero wprawi¢ w ruch. Wtedy musimy pokonaé¢ maksymalne
tarcie statyczne. Kat graniczny wynosi tga,., = fsmaz- Poniewaz fs e > f (mamy

min
na mysli f = fx), to kat graniczny o/, > Qumin - znowu, trudniej ciato jest wprawi¢ w
ruch niz ruch podtrzymac.
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3. Jaka musi by¢ wartos¢ sity F', ktora dociskamy ksiazke do $ciany, aby ta nie spadla,
jesli wspotezynnik tarcia ksiazki o $ciane wynosi pu?
Mamy tutaj do czynienia z sytuacja, kiedy role sity nacisku pelni nie ciezar, a inna
sita. Mianowicie sita dociskajaca ksigzke do $ciany F'. Zatem sita tarcia ma wartosc
T = puF (jest to tarcie statyczne). Jest ona zwrdcona do gory, bo cialo ,chee” spadaé
w dot. Zatem II zasada dynamiki moéwi nam, ze:

ma=Q, —T =mg— puF

Aby ksigzka nie spadla, sita wypadkowa musi by¢ zero, skad znajdujemy warto$é¢ po-
szukiwanej sity F:
mg—pul'=0 = F= my
1

4. Chlopiec ciggnie pod gore sanki za sznurek skierowany pod katem = 30° do stoku
gory, ktory z kolei jest nachylony pod katem a = 20° do poziomu. Ile wynosi sita, z
jaka chlopiec ciggnie sanki, jesli wspolczynnik tarcia wynosi f = 0,2, a masa sanek jest
rowna m = 20 kg? Przyjmij, ze chlopiec porusza sie ruchem jednostajnym.
Po pierwsze musimy roztozy¢ wszystkie sity na sktadowe. Nazwijmy site, z jaka chtopak
ciggnie sanki F. Nie robimy rysunku, ale zgodnie z wytycznymi zadania sktadowe sit
maja postac:
Q1 = mgsin « - sktadowa Sciggajaca ciezaru.
Q2 = mg cos a - sktadowa dociskajaca ciezaru.
F} = F cos 8 - skltadowa rownolegta sity F' do rowni.
Fy = F'sin § - sktadowa prostopadta sity F' do rowni, skierowana w gore.
Na site nacisku sktadaja sie sity Q)2 oraz Fy, zwrocone przeciwnie, obie prostopadte do
rowni. Zatem tarcie wynosi (zaktadamy oczywiscie, ze mimo wszystko ciato dociska do
rowni, skad Q2 > Fy):

T = f(Qs— F5) = f(mgcosa — Fsin )

Teraz zapiszemy II zasade dynamiki i znajdziemy site wypadkowa dzialajaca na sanki.
F,=F —Q—T=Fcosf—mgsina — fmgcosa+ f Fsinf

7 tresci zadania wiemy, ze sanki poruszaja sie ruchem jednostajnym, zatem I zasada
dynamiki natychmiast méwi nam, ze wypadkowa sita musi si¢ rowna¢ zero. Wobec
tego, z powyzszego zapisu dostajemy wartos¢ sity F', z jaka chtopiec ciagnie sanki:
mg(sina + f cos o
Fo—0 = p="9 feosa) _ 007N
cos B+ fsinf
Jaki wynik otrzymamy, jesli pominiemy tarcie?
Wystarczy w powyzszym wzorze polozy¢ f = 0. Mamy wtedy:

o mIsma oy
cos 3

5. W uktadzie przedstawionym na Rysunku znamy kat nachylenia o do poziomu oraz
wspotczynnik tarcia f miedzy powierzchnig réwni a ciatem m;. Mase krazka i nici oraz
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tarcie w krazku zaniedbujemy. Dla jakiego stosunku mas msy/m; uktad pozostaje w
spoczynku?

Mamy do czynienia z uktadem mas potaczonych linami, a wiec skorzystamy ze sche-
matu przedstawionego w Rozdziale Musimy tylko znalez¢ sily dzialajace na ciata
my 1 me. Zakladamy poczatkowo, ze uktad porusza sie w prawo, aby ustali¢ znaki sit.
Zapisujemy uktad réwnan i znajdujemy przys$pieszenie:

mia = N —mygsina — fmygcosa N me — my(sina — f cosa)
o=
m2a:m29—N my + Mo

Poniewaz chcemy, aby uktad pozostawal w spoczynku, przys$pieszenie ciata musi by¢
zero, skad dostajemy warunek na stosunek mas:

M2 .
a=0 = — =sina+ fcosa
my

A co by byto gdybysmy zalozyli ruch w lewo? Wtedy zapisaliby$my:

mia = mygsina — N — fmygcosa -

2 .
mea = N — mag = — =sina— fcosa
a=20 mi

Otrzymaliémy inny wynik! Jak to jest mozliwe. Zauwazmy, ze przy zmianie kierunku
ruchu (potencjalnego) zmienily sie zwroty wszystkich sit, z wyjatkiem tarcia. Tarcie jest
przeciwnie zwrdcone do kierunku ruchu (czyli kierunku a). W obu uktadach réwnaniach
powyzej jest z minusem. Ktory wynik jest wiec poprawny? Oba. To, ktory wybraé,
zalezy od relacji mas - jesli mo > my(sina + fcosa), to ruch bedzie w lewo, jesli
mo < mq(sina — f cos ), to ruch bedzie w prawo. Zauwazmy, ze w przedziale (sin o —
feosa) < 72 < (sina + fcosa) ruch w ogole jest niemozliwy. Uklad zawsze bedzie
w spoczynku. Ponadto, musi byé¢ sina — fcosa > 0, aby stosunek mas byt dodatni.
Z tej nieréwno$ci wynika znany nam warunek na kat graniczny na réwni: tga > f.
Prawdziwe jest nastepujace spostrzezenie:

UWAGA! W zadaniach na uktad ciat potaczonych z tarciem, po otrzymaniu wyniku
a < 0 nie wystarczy zmiana znaku, trzeba napisa¢ nowy uktad réwnan i na nowo go
rozwiazac.

Rysunek 3.3.: Tlustracja do zadania z bloczkiem i réwnig.

Zadania

1. Z rowni pochytej o kacie nachylenia o = 30° zsuwa sie klocek, ktory w czasie t = 1,7 s
pokonat cala jej dtugos$é s = 90 cm. Prosze znalez¢ wspotezynnik tarcia klocka o rownie.
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2. 7 predkoscia vy popychamy klocek w gore rowni o kacie nachylenia a. Jaka musi by¢
jej wysokos¢, zeby klocek nie spadl z rowni (nie przelecial rowni)? Wspolezynnik tarcia
wynosi f.

3. Dwa ciata o masach M; i M, lezace na stole polaczono linami miedzy soba i ze zwisaja-
cymi po obu stronach stoltu ciatami m; i my odpowiednio. Prosze znalezé¢ przyspieszenie
uktadu uwzgledniajac tarcie o wspolczynniku f.

4. Rozwazmy uktad podobny do tego na Rysunku [3.3] w ktorym masa mgy nie zwisa, ale
lezy na drugim zboczu réwni o kacie 8. Tarcie pomijamy. Jaki musi by¢ kat 3, aby
uktad poruszal sie ruchem jednostajnym w prawo. Przyjmij dane: m; = 2mo, o = 15°.

3.4.2. Sila dosrodkowa

Sita dosrodkowa dziata na kazde ciato w ruchu krzywoliniowym, w szczegdélnosci po okre-
gu. Jest ona proporcjonalna do przys$pieszenia dosrodkowego, a wiec na podstawie ((2.5.)
zapiszemy jej definicje:

2
muv 9

F, = ma, Fy=mag = — =T (3.10.)
W ostatnim przejs$ciu skorzystalismy ze zwiazku (2.39.) predkosci liniowej i katowej w ruchu
po okregu. Zgodnie z definicja, kierunek sity dosrodkowej jest zawsze do $rodka krzywizny
(okregu). Wektor sity dosrodkowej jest przyczyna, dla ktorej ciato porusza sie po okregu.
Role F, moga pelni¢ rézne sily, np. sila grawitacji lub Coulomba (o sile grawitacji dysku-
tujemy w Rozdziale . Jesli jakakolwiek sita ma cechy sity dosrodkowej (jest prostopadia
do toru ruchu, w kierunku $rodka krzywizny), to mozemy opowiedzie¢, ze ona pelni role sity
przyciagajace;j.
W nastepnym rozdziale poznamy pojecie sity odsrodkowej, ktora jest tzw. sitg bezwladnosci.
Jest ona réwna co do wartoéci sile dosrodkowej, ale ma przeciwny zwrot.

Przyklady

1. Z jaka czestotliwoscig musi wirowaé karuzela, aby sita dosrodkowa dziatajaca na pasa-
zera o masie 70 kg karuzeli byta rowna jego ciezarowi? Srednica karuzeli to d = 3 m.
Wykorzystamy definicje sity dosrodkowe;j:

1 /2
29 0,41 Hz

d 2
F=Q = mw-=mg = w= 29 = [f=—
27V d

2 d
Wynik oczywiscie nie zalezy od masy.

2. Koralik nawleczono na drucik zwiniety w okrag o promieniu R, ktory ustawiono w
plaszczyznie pionowej i wprawiono w ruch wirowy wokot pionowej osi. Koralik wytra-
cono z polozenia rownowagi, wiec wychylit sie o kat . Jak kat ¢ zalezy od czestotliwosci
wirowania drucianego kota w?

Na Rysunku przedstawiamy sytuacje fizyczng i rysujemy wszystkie sity. Na koralik
dzialajg 3 sily: sita grawitacji Q = mg, sita dosrodkowa Fj; = mw?r, gdzie r jest odle-
gloscia koralika od osi obrotu (w szczegdlnosci, ogolnie r # R), sila reakcji ze strony
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druciku F,, ktorej nie znamy (nie musimy). W sytuacji, gdy koralik jest wychylony o
kat ¢ i nie odchyla sie juz bardziej (ani nie obniza), porusza sie on po okregu ze stala
szybkoscia. Jedyna (wypadkowa) sila jest wtedy sita dosrodkowa. Innymi stowy: kora-
lik juz nie opada w dol, wiec sita grawitacji jest rownowazona przez sktadows pionowa
reakcji (spojrz na rysunek), wiec mozemy napisac, ze

Q) =F,cosp oraz Fy=F.singp

widok z boku

Rysunek 3.4.: Tlustracja do zadania z koralikiem (sity w uktadzie inercjalnym).

Odlegtosé r od osi obrotu, potrzebna do okreslenia sity Fy, jest rowna: r = Rsin ¢ (na
podstawie rysunku: odcinek r jest przyprostokatna trojkata prostokatnego, naprzeciw
kata ostrego ¢, a R jest przeciwprostokatna). W takim razie:

mg . N
sin CoS p = ——
COS ¢ 7 7T R

mw?Rsinp =

Nalezy skomentowac, ze dokonaliémy rozwigzania w tzw. ukladzie inercjalnym odnie-
sienia. Wiecej o tym w nastepnym podrozdziale.

3.4.3. Sila oporu

W wielu zagadnieniach kinematyki i dynamiki czesto pomijamy wpltyw na ruch ciat osrod-
ka, w ktorym ten ruch zachodzi. Rozwazamy przypadki wyidealizowane. Rzeczywiscie opor
o$rodka bywa czesto pomijalnie maly, a z drugiej strony jest do$¢ trudny do uwzglednienia.
W rzeczywistych przypadkach nalezy go jednak uwzglednia¢. F.atwo sobie wyobrazié¢, ze n a
ruch spadochroniarza z otwarta czasza spadochronu sita oporu ze strony powietrza jest bar-
dzo duza i w zasadniczej mierze determinuje ona ruch skoczka. Z kolei w przypadku spadku
malej, ciezkiej kulki w polu grawitacyjnym, opd powietrza odgrywa mniejsza role.

Miara oporu ze strony osrodka na ruch cial jest sila oporu, ktéra zalezy od predkosci
i jest przeciwnie skierowana do wektora predkosci (czyli kierunku ruchu, podobnie jak sita
tarcia). Czesto dyskutuje sie sile tarcia jako przyktad sity oporu, co jest prawda. W tym
skrypcie poswiecamy sile oporu zaleznej od predkosci osobny podrozdziat. Fakt zaleznosci
sit oporu (np. powietrza) tatwo zauwazy kazdy, kto jezdzi na rowerze; im szybciej jedziemy,
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tym bardziej ,wiatr” rozwiewa nam wlosy, czy uderza silniej w twarz (chodzi tu oczywiscie
o tzw. wiatr pozorny). Site oporu zdefiniujemy nastepujaco:

—

F,=—bs, Fp=—bv (3.11.)

gdzie stala b oznacza tzw. wspotczynnik oporu. Moze on zalezeé¢ od wielu czynnikow, takich
jak wielkosé /ksztalt /optywowosé obiektu, gestosé i rodzaj osrodka, jego lepkosé itd. W kolej-
nych czesciach skryptu bedziemy bardziej szczegétowo dyskutowaé¢ opér hydrodynamiczny,
gdzie te zaleznosci pokazemy. Znak minus w powyzszym wzorze (zapisany takze dla relacji
miedzy wartoscig sity, a wartoscia predkosci) oznacza, ze sita jest przeciwnie skierowana do
wektora predkosci.

Podobnie jak tarcie, tak i opor osrodka jest zjawiskiem, ktore fizyka opisuje bardziej
fenomenologicznie niz teoretycznie. Dlatego czesto mowi sie, ze zaleznosé sity od predko-
Sci w pierwszej potedze dotyczy niewielkich predkosci. Przy wickszych predkosciach ruchu
cial, sita oporu moze zaleze¢ od drugiej, a nawet trzeciej potegi predkosci (tak przyjmuje sie
np. w kontekscie ruchu bolidow wyscigowych, czy rakiet). Wrocimy do tej kwestii pozniej,
teraz ograniczymy nasze rozwazania do zaleznosci danej wzorem IT zasada dynamiki
z uwzglednieniem sity oporu prowadzi do réwnania, ktére staje sie trudne do rozwigzania.
Rozwazmy prosty przyktad ruchu pod wptywem stalej sity F (np. grawitacji) i jednoczesnie
7z oporem ﬁop. Dodatkowo zal6zmy ruch wzdluz prostej (wszystkie wektory leza na wspolnej
prostej). Sita wypadkowa wynosi:

— — —

F,=F+F,=F—b, ma=F—b (3.12.)

Z réwnania tego wynika, ze przyspieszenie ciala zalezy od predkosci. Pierwszy raz spotykamy
sie z taka zalezno$cig. Powoduje ona, ze réwnanie staje sie trudnym do rozwiazania
rOwnaniem rozniczkowym: przypomnijmy sobie, ze przys$pieszenie jest pochodna predkosci
po czasie (wzor , u nas: a = %, zatem poszukiwana predkosé jako zaleznosé od czasu,
v(t), wystepuje w tym réownaniu w postaci pochodnej (stad nazwa: rownanie rozniczkowe).
Oczywiscie w pewnych przypadkach, réwnanie to daje sie rozwiazac¢ stosunkowo nietrudno

(sprobujemy w Przyktadach).

Przyklady

1. Ustal wielkos¢ tzw. predkosci granicznej v, skoczka spadochronowego, na ktorego pod-
czas spadku w powietrzu, oprocz sily ciezkosci, dziala takze sita oporu powietrza o
wspotczynniku oporu b.

Sprobujmy najpierw przesledzié¢ sytuacje fizyczng podczas skoku na spadochronie. Za-
ktadamy tu, ze w trakcie swojego ruchu nie ma on innej sktadowej predkosci niz tylko
pionowa. Tuz po wyskoczeniu z samolotu na skoczka dziata w zasadzie tylko sita gra-
witacji (jego pionowa predkos¢ jest z poczatku zerowa, a po chwili ciagle jeszcze mala,
wiec sita oporu jest pomijalna). Wobec tego skoczek zaczyna ruch z duzym przyspie-
szeniem, rownym poczatkowo g. Po chwili jego predko$¢ wzrasta, pojawia sie zatem
coraz wieksza sita oporu (przypomnijmy, Ze jest wprost proporcjonalna do predkosci).
W mysl réwnania sita wypadkowa, a takze przy$pieszenie, zaczyna male¢. Pred-
kos¢ wiec nadal sie zwiecksza, ale coraz wolniej, bo przyspieszenie jest coraz mniejsze
od g. Mozemy latwo zauwazy¢, ze po pewnym czasie predkos¢ jest juz na tyle duza,

o7
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ze sila oporu jest tak duza, ze rOwnowazy sile grawitacji. Przy$pieszenie jest wtedy 0
i predkos¢ skoczka przestaje wzrasta¢. Osiaga on wtedy wtasnie predkos¢ graniczna.
Rownanie w tej chwili wyglada wiec nastepujaco:

0=mg—bv, = v43=—

Jesli zalozymy dosé realistycznie, ze predkosé graniczna (zwana czasem w literaturze
fachowej skokow spadochronowych predkoscia opadania) ma wartos¢ vy, = 3 m/s, a
masa skoczka (wraz ze spadochronem i calym sprzetem) to m = 90 kg, to mozemy
oszacowaé, jakiego rzedu jest wielko$¢ statej oporu b. Z powyzszego wzoru mamy:

b= % ~ 300 % = k?g . Przy okazji poznaliémy jednostke wspotezynnika oporu.

*2. Po jakim czasie od rozpoczecia ruchu koczek z poprzedniego zadania osiagnie potowe

3.9.

swojej predkosci granicznej?

OdpowiedZ na to pytanie wymaga ustalenia zaleznosci predkosci od czasu, a wiec roz-
wiazania rownania [3.12] Jest to, przypomnijmy, rownanie rozniczkowe ze wzgledu na
v (matematycy positkuja sie tutaj jeszcze kilkoma cechami: zwyczajne, I rzedu, o sta-
tych wspotezynnikach i niejednorodne). Zaktadamy przy tym tzw. warunek poczatkowy
v(t = 0) = 0 (skoczek zaczyna ruch bez pionowej predkosci). Pominiemy szczegoty roz-
wigzania rownania i podamy tylko wynik, ktory zinterpretujemy. Zaleznosé predkosci
skoczka od czasu wynosi:

v(t) = 5 <1 — e_%t>

Zauwazmy, ze charakter tej zaleznosci od czasu jest zgodny z naszymi oczekiwania-
mi; predkosé¢ poczatkowo szybko rosnie, a z biegiem czasu rosnie coraz wolniej, az po
diugim czasie (formalnie: nieskoriczenie diugim) ustala si¢ na poziomie %2, co jest pred-
kodcig graniczna. Pytanie jest wiee o taki czas ¢ 5, po ktorym v(tos) = 0,5 2. Wynosi
on tos = In2- 4, co dla danych z poprzedniego zadania daje o5 ~ 0,2 s. Szybko! A
po jakim czasie skoczek uzyskuje 90% vy,.? to9 = In10 - =~ 0,7 s. Tak szybkie czasy
osiggania predkosci granicznej w tym przypadku wynikaja z dos¢ duzej wartosci wspot-
czynnika oporu b = 300 kg/s. Przeklada sie ona na calkiem duza wartos¢ sity oporu.
Zastanowmy sie, jak duzego obcigzenia musi wiec doznawac skoczek spadochronowy w
trakcie otwierania spadochronu, kiedy bardzo nagle zaczyna dziata¢ na niego tak duza
sita oporu.

Uklady nieinercjalne. Sita bezwladnosci

Jadac windg, szczegodlnie taka starego typu, odczuwamy czesto dodatkowe obcigzenie
przy ruszaniu windy w gore. Jest to uczucie jakby zwiekszonego ciezaru lub jakby ,ktos/cos”
nas dociskato do podtoza. Analogicznie, gdy winda rusza w dét, czujemy sie jakby ,lzej-
si”. Ruszajaca lub hamujaca winda doznaje przyspieszenia. W ukladach poruszajacych sie z
przyspieszeniem (nadanym przez sile zewnetrzng) dziala dodatkowa sila, zwana sila bez-
wladno$ci lub silg pozorng. Takie uktady, w ktorych wystepuje zewnetrzne przys$pieszenie,
nazywamy nieinercjalnymi uktadami odniesienia. Z kolei uktad, ktory nie doznaje tego do-
datkowego przy$pieszenia nazwiemy inercjalnym uktadem odniesienia. Mowiac krotko: w
nieinercjalnych ukladach odniesienia wystepuja pozorne sily bezwladnosci.
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Sita bezwtadnosci wystepujaca w uktadzie poruszajacym sie z przy$pieszeniem dy zdefi-
niowana jest wzorem:
Fy, = —mdy (3.13.)

Jest wiec przeciwnie skierowana do przyspieszenia. Wracajac do przykladu z winda (patrz:
Rysunek [3.5]), zauwazamy, ze jesli winda rusza do gory (dy jest zwrocone w gore), to sila
ﬁb jest zwrocona w dol. Rzeczywidcie pojawia sie dodatkowa sita skierowana w doét, jak
ciezar, dlatego nasze uczucie docigzenia, czy dociskania do podlogi windy, jest uzasadnione.
W zadaniach, gdy bedziemy potrzebowali wartosci sity bezwladnos$ci, oczywiscie zapiszemy
F, = mag (bez minusa). Minus uwzgledniamy na rysunku, odpowiednio rysujac wektor sily
F, (przeciwnie do przy$pieszenia dy).

&

UNI UNI

R i
%, ki m

fblla |50 ve

Rysunek 3.5.: Sita bezwladnosci dzialajaca na cialo w windzie poruszajacej sie z
przyspieszeniem ag. Obserwatorzy ,,UI/UNI” naleza odpowiednio do Uktadu Inercjalne-

go/Nieinercjalnego odniesienia.

Sl

Mowimy, ze w uktadzie nieinercjalnym obserwator ,widzi” site bezwladnosci. Obserwator
ten sam doswiadcza sity bezwladnosci. Jezeli bedziemy chcieli opisa¢ ruch ciata w ukladzie
nieinercjalnym, to powiemy, ze opisujemy ruch ciala wzgledem obserwatora poruszajacego
sie (wraz z uktadem) z przyspieszeniem. Przeciwnie, obserwator z uktadu inercjalnego nie
,widzi” ani nie do$wiadcza zadnej sity bezwtadnosci. W przypadku naszej windy, obserwa-
torem takim moze by¢ np. kto$ stojacy na parterze, ktory widzi tylko, ze pasazer razem z
windg porusza sie z przys$pieszeniem ag, a jedyna sita, ktora rejestruje, jest ciezar. Rozroz-
nienie miedzy opisem w uktadzie inercjalnym a opisem w ukladzie nieinercjalnym wyjasni
sie bardziej w Przyktadach.

Przyklady

1. Klocek o masie m umieszczamy na réwni o kgcie nachylenia o, ktora porusza sie wzgle-
dem podloza z pewnym przyspieszeniem ag w lewo (Rysunek . Jaka musi by¢ war-
tos¢ przyspieszenia ag, aby klocek pozostal nieruchomy wzgledem réwni? Rozwazyé
przypadek z tarciem statycznym miedzy klockiem a réwnia, o wspotczynniku f.

Zadanie wprost klasyczne. Oczywiscie zaczniemy od rozrysowania wszystkich sit dzia-
tajacych na klocek i roztozenia ich na sktadowe (rysunek). Ruch klocka opiszemy wzgle-
dem poruszajacej sie z przyspieszeniem ay réwni, a wiec w uktadzie nieinercjalnym. Na
klocek dziala wiec sita bezwladnosci Fj, ktora zaznaczyliSmy na rysunku. Sktadowe sit
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maja wartosci:

Q1 = mgsina, Qo = mg cosa

Fy1 = magcos a, Fyp = magsina

Pozostaje sila tarcia. Jak zawsze, T' = f - F},, gdzie F,, to sila nacisku. Tym razem
sita nacisku jest réwna ()2 + Fjo. Ruch réwni w lewo powoduje dodatkowe dociskanie
klocka do réowni. Zwicksza si¢ wiec tarcie, a dzieki temu mozliwe bedzie, zeby klocek
sie nie zsuwal. Zatem tarcie:

T = fm(gcosa+ apsin )

Chcemy, aby klocek spoczywal wzgledem réwni, musi wiec wystepowaé¢ réwnowaga
sktadowych sit wzdtuz réowni: Q1 = T + Fy;. Skltadowe prostopadte do réwni sie row-
nowaza (sita reakcji podloza rownowazy site nacisku)- klocek nie zapada si¢ w roéwnie,
ani nie unosi w powietrze.

sina — fcosa

mgsina = fm(gcosa+ agsina) + magcosa & ag = — g
cosa + fsina

To jest nasz wynik. Jezeli pominiemy tarcie miedzy klockiem a réwnia, wystarczy, ze
w powyzszym wzorze potozymy f = 0 i automatycznie otrzymamy ag = gtga. Wypro-
wadzenie tego wzoru od poczatku (jakby zadanie byto sformutowane 7z pominieciem
tarcia) pozostawiamy jako dobre ¢wiczenie dla Czytelnika.

Zadanie to mozna rozwigza¢ takze w ukltadzie inercjalnym (zwigzanym ze spoczywaja-
cym obserwatorem, np. stojacym obok). Obliczenia jednak sa bardziej skomplikowane.
Obserwator taki widzi, ze klocek razem z réwnig porusza sie z przy$pieszeniem ag w
lewo, nie widzi zadnej sity bezwladnosci. To, jak opisa¢ ruch klocka w uktadzie iner-
cjalnym, pozostawiamy bardziej dociekliwym Czytelnikom. Polecamy jednak opis w
uktadzie nieinercjalnym, ktory zazwyczaj jest prostszy.

2. 7 jaka maksymalnie predkoscia samochod moze wejs¢ w zakret na oblodzonej jezdni,
gdy wspolezynnik tarcia kinetycznego kol o podtoze wynosi 0,2, zeby nie wypadl z
zakretu? Promieni krzywizny zakretu to 100 m.

Samochod jadacy na zakrecie porusza sie po tuku okregu. Skoro porusza sie po okregu,
to doznaje przyspieszenia do$rodkowego ag, ktore zdefiniowaliémy za pomoca wzoru
. Jest ono zalezne od predkosci liniowej na obwodzie okregu i promienia okregu
oraz skierowane do $rodka okregu. Zakladajac, ze warto$¢ predkosci samochodu sie nie

o' Q

Rysunek 3.6.: Tlustracja do zadania z klockiem na réwni poruszajacej sie z przys$pieszeniem
ag. Opis w ukladzie nieinercjalnym.
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zmienia (samochod nie przyspiesza ani nie zwalnia na zakrecie), przyspieszenie dosrod-
kowe jest jedynym przyS$pieszeniem w uktadzie.

Opis w uktadzie nieinercjalnym

W uktadzie nieinercjalnym na samochdd dziala wiec sita bezwladnosci:
Fb:Fod:mad:m: )

ktora w przypadku ruchu po okregu nazywamy sita odsrodkowa bezwladnosci. Skie-
rowana jest ona na zewnatrz okregu (przeciwnie do przys$pieszenia dosrodkowego) i
powoduje ,wypadanie” samochodu z zakretu. Co utrzymuje samoch6d na jezdni? Si-
la tarcia, ktora, jak zawsze, przeciwdziata (nawet potencjalnemu) ruchowi. Samochod
,chcialby” poruszaé sie na zewnatrz zakretu, wiec tarcie dziata w kierunku do $rodka
okregu (Rysunek . Aby samochéd nie wypadt z zakretu sita tarcia musi réwnowa-
zy¢ site odsrodkowa:

2
Fouu+T=0 = Fu=T = ﬂ:fmg = wv=+/fgr~14m/s =50km/h
r

widok z boku widok z gory widok z gory

Rysunek 3.7.: Ilustracja do zadania z samochodem na zakrecie. Opis w ukladzie nieinercjal-
nym (UNI) i inercjalnym (UI).

Opis w ukladzie inercjalnym

W uktladzie inercjalnym nie ma sity bezwtadnosci. Obserwator z boku widzi tylko,
ze samochod jedzie na zakrecie, a wiec dziala na niego sita dosrodkowa F, = may
skierowana do Srodka okregu, ktora powoduje zakrzywienie toru ruchu. Obserwator w
uktadu inercjalnego powie: sita tarcia petni role sity dosrodkowej. Dzieki wystepowaniu
tarcia samochod nie wypada z zakretu i porusza sie po okregu. Zapiszemy wtedy:

2

- - mu
=T = —=fmg = wv=+/fgr
r
czyli dokladnie ten sam wynik. Tak musi by¢. Wybor opisu (w ukladzie inercjalnym
lub nieinercjalnym) nie zmienia fizyki, a jedynie matematyczny opis.
Zadania

1. Winda rusza w dot. Jakie jest przyspieszenie windy w momencie ruszania, jesli wska-
zanie wagi umieszczonej w tej windzie, na ktorej lezy 1-kilogramowy odwaznik przez
chwile wyniosto 0,8 kg?

61



3.6. Dynamika bryty sztywnej ROZDZIAL 3. Dynamika

2. Rownia pochyta o kacie nachylenia o porusza sie w prawo (przeciwnie niz na Rysun-
ku [3.6.]). Jakie powinno by¢ przyspieszenie ag, aby klocek nie wywieral nacisku na
rownie? Prosze rozwazy¢ osobno przypadek z tarciem o wspotczynniku f i bez tarcia.

3. Chlopiec macha nad glowa potkilogramowym kamieniem przywiagzanym do potmetro-
wego sznurka, tak ze ten wiruje po okregu w plaszezyZnie poziomej (sznurek zatacza
plaskie okregi w trakcie wirowania). Jaka moze by¢ maksymalnie czestos¢ wirowania w,
aby sznurek, ktorego wytrzymalosé na rozerwanie wynosi 100 N, nie zerwal sie. Uwaga.
Site odsrodkowg bezwtadnodci mozna wyrazié przy uzyciu czestosci: F' = mw?r.

4. Samochdéd sportowy startujacy w wyscigu NASCAR musi pokonaé z duza predkoscia
ostre zakrety na torze. Aby mu to utatwié, tor na zakretach jest nachylony do ptaszczy-
zny pod pewnym (do$¢ duzym katem). Jaki musi by¢ kat nachylenia toru na zakrecie,
aby samochod pokonal zakret o promieniu 50 m z predkoscia 200 km/h? Zalozmy

2

wspotezynnik tarcia kot o asfalt rowny 1. Odp. tga = #, o~ 36°.

3.6. Dynamika bryly sztywnej

Bryta sztywna, w odr6znieniu od punktu materialnego, ktorego jedyng cecha jest ma-
sa, jest modelem fizycznym, w przypadku ktorego wazny jest réwniez przestrzenny rozktad
masy. Innymi stowy jest to ciato, ktére posiada mase i skoriczone rozmiary, a jego ksztalt
nie zmienia sie 7 trakcie ruchu (kojarzymy z przymiotnikiem ,sztywna”). Przyktadami bryly
sztywnej jest np. kula, walec, pret, cienka obrecz, sze$cian itd. Bryta sztywna, oprocz ruchu
postepowego, moze takze wykonywac¢ ruch obrotowy. Dlatego na poczatku tego rozdziatu
zdefiniujemy kilka podstawowych wielkosci, opisujacych dynamike bryty sztywnej.

3.6.1. Moment bezwladnoSci

Jest to odpowiednik masy w ruchu postepowym dla ruchu obrotowego bryty sztywnej.
Moment bezwladnosci punktu materialnego dany jest przez:

I =mr? (3.14.)

gdzie m jest masa punktu materialnego, r - odleglodcia punktu od osi obrotu. Uktad kilku
punktéw materialnych ma moment bezwtadnosci bedacy suma momentow wszystkich mas
sktadowych: I. = Y. m;r? (np. masy punktowe umieszczone w narozach kwadratu).

Bryta sztywna cechuje sie cigglym rozkladem masy, wiec moment bezwladnosci brytly
sztywnej podaje definicja catkowas:

I /ﬁdm (3.15.)

Calkowanie w odbywa sie po masie bryty, jednak najczesciej zmienia si¢ zmienng cat-
kowania dm tak, by catkowaé po jakiej$ zmiennej przestrzennej (dtugosci, promieniu, kacie,
w zaleznosci od symetrii bryly). W ponizszych Przyktadach wyjasniamy metode obliczania
momentu bezwladnosci w oparciu o wzor (3.15.).

Gdy méwimy o momencie bezwladnosci zawsze mamy na mysli (i musimy to sprecyzowac)
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moment bezwtadnosci bryly wzgledem jakiejs osi obrotu. Moment bezwladnosci, podobnie
jak masa, jest miara bezwladnosci ciala (w ruchu obrotowym), czyli moéwi nam o tym, jak
trudno wprawic¢ cialo w ruch. Logiczne jest wiec, ze bedzie on mial inng wartosé¢ dla réznych
osi obrotu (np. tatwiej obraca¢ w palcach dtugopis wzgledem jego $rodka geometrycznego
niz wzgledem jednego z koncow). Generalnie wiekszg bezwladnos$é wykazuje masa roztozo-
na dalej od osi obrotu. Definicyjne momenty bezwtadnosci podstawowych bryt sztywnych
(wymienione w Przykladach) podane sa zazwyczaj wzgledem osi przechodzacych przez ich
srodek geometryczny. Aby znalez¢ moment bezwtadnosci 1o wzgledem dowolnej osi obrotu
O, rownolegtej do osi przechodzacej przez srodek geometryczny S, stosujemy tw. Steinera:

Io = I +md? (3.16.)

gdzie Ig jest momentem bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek geometryczny
bryly, m - masa bryly, a d - odlegtoscia miedzy obiema osiami (osie sa rownolegte!).

Tw. Steinera pozwala np. znalez¢é moment bezwladnosci preta wzgledem osi przechodzacej
przez jeden z jego koncow, bez potrzeby stosowania catkowego wzoru (3.15.).

Moment bezwtadnosci dowolnego uktadu bryt sztywnych lub punktéw materialnych jest
zawsze suma momentéow bezwladnosci wszystkich ciat sktadowych (wzgledem ustalonej osi)
- podobnie jak masa catkowita uktadu jest suma mas cial wchodzacych w sktad tego uktadu.
Tym samym, jesli bedziemy rozwaza¢ ukltad: obracajgca sie tarcza + ciezarek umieszczony
na niej, catkowity moment bezwladnosci bedzie suma momentow bezwladnosci tarczy (bryta
sztywna, np. walec...) i ciezarka (punkt materialny).

Przyklady

1. Znajdziemy moment bezwtadnosci preta o dtugosci L i masie m wzgledem osi przecho-
dzacej przez jego srodek geometryczny (Rysunek .
Bardzo wygodnie bedzie nam catkowa¢ po dtugosci preta (w granicach od '—L /2’ do
'L/2%). Dlatego musimy wyrazi¢ element masy przez element dlugosci. Zrobimy to w
oparciu o gestosé liniowa masy preta \ (zakladamy, ze pret jest jednorodny i w kazdym
punkcie wykonany z materialu o tej samej gestosci):

m
)\_f = m=)-L = dm—)\-dx—fdz

W takim razie caltka (3.15.)) bedzie rowna:

L)2 L/2 37L/2 I3 1
[g—/x2dm—/ 2t Dy = xde—E{x_] LU W A
_L/Q L L —L/2 L 3 7L/2 3.[/ 8 12

2. Korzystajac z tw. Steinera znajdziemy moment bezwtadnosci /o wzgledem osi prze-
chodzacej przez koniec preta.
Odlegtosé ,starej” osi od ,nowej” wynosi d = L/2. W takim razie zastosowanie tw.

Steinera (3.16.) daje:

1 L\? 1 1 1
Io = —mlL? =) = —mL?+-mL?=-mlL?
0= M +m<2) g 3"
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3. Momenty bezwladnosci wzgledem osi przechodzacych przez srodek geometryczny dla
podstawowych bryl (m - masa, L - dtugo$¢, R - promien):
e pret: [ = %mL2
e walec: I = imR?
e kula: I = %mR2
o sfera: I = ZmR?
e cienka obrecz (rura cylindryczna): I = mR?

e wydrazony walec (r - promiefi wewnetrzny, R - promien zewnetrzny): I = gm (r? + R?)

dx
x=-L/2 iy x=0 x=L/2
| !
dm 0$ obrotu S M

L

Rysunek 3.8.: Ilustracja do obliczenia momentu bezwladnosci preta.

3.6.2. Moment sity

Moment sity jest wektorem zdefiniowanym jako:
%
Mp=T7xF (3.17.)

gdzie ? jest wektorem sity, a 7 jest wektorem wodzacym wektora ? wzgledem osi obrotu
(tzw. ramie sity, jego dltugos¢ jest rowna odleglosci punktu zaczepienia sity od osi obrotu).

Zwrot i kierunek wektorow ?,?,]\—/} r okresla reguta sruby prawoskretne;j.

Jesli kat pomiedzy ramieniem sity a wektorem sity jest prosty, to warto$¢ momentu sity
jest po prostu: Mp = rF. Sila zaczepiona w osi obrotu daje zerowy moment, innymi sto-
wy taka sita nie moze wprawi¢ ciatla w obrot. Jesli na bryle dziata kilka sil, to wypadkowy
moment sily znajdujemy dodajac wektorowo wszystkie momenty sktadowe, podobnie jak w
przypadku wypadkowej sity. Wektorowo - to znaczy z uwzglednieniem kierunkéw i zwrotow.
Najczesciej mamy do czynienia z sytuacja, kiedy momenty sit leza wzdtuz jednego kierunku,
wtedy wartos¢ wypadkowego momentu sit znajdujemy dodajac algebraicznie (ze znakami)
wartosci momentéw sktadowych. Jako dodatnie traktujemy momenty tych sit, ktore ,poma-
gaja’ cialu w obrocie. Ujemny znak maja momenty sit, ktore ,przeszkadzaja” w obracaniu.

3.6.3. 1II zasada dynamiki dla bryly sztywnej

Zwana tez ogoélnie: I zasada dynamiki w ruchu obrotowym. Jest ona doktadnie tak samo
sformutowana jak w przypadku II zasady dynamiki w ruchu postepowym , tylko wiel-
kosci Jiniowe” zastepujemy ,obrotowymi”, tzn. F' <+ Mp, m <> I, a <> €.

IT zasada dynamiki w ruchu obrotowym moéwi, ze jesli na cialo (bryte) dziala niezrownowa-
zony wypadkowy moment sit, to ciato to porusza sie ruchem przyspieszonym obrotowym z
przyspieszeniem katowym ¢, a stata proporcjonalnosci jest moment bezwladnosci.

%
Mpwy=1e, Mpw)y=17F (3.18.)
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Uzycie tej zasady polega na znalezieniu wypadkowego momentu sit, co pozwala nam ustali¢
przy$pieszenie katowe obracajacego sie ciata. Czesto dodatkowo stosujemy zwiazek przy-
$pieszenia katowego z przyspieszeniem liniowym ([2.39.), zeby dosta¢ dodatkowe rownanie
pozwalajace znalez¢ kolejng niewiadoma. Zrobmy przyktad.

Przyklady

1. Przez ruchomy bloczek w ksztalcie niskiego walca o masie M i promieniu R przewieszo-
no line, na ktorej po obu stronach zawieszono ciezarki o masach my i mo (Rysunek
po lewej). Cheemy znalezé przyspieszenie uktadu (uwzgledniajac ruch obrotowy blocz-
ka, co we wczesniejszych wariantach takich zadan pomijalismy).

Uwaga! Tym razem sity naciagu liny po obu stronach bloczka sg rézne (na Rysun-
ku sity N i N’). Dlaczego? Bo bloczek sie obraca, a wiec musi na niego dziata¢
niezrownowazony moment sit. Sity N i N’ sa zwrocone przeciwnie (wzgledem liny i
ruchu bloczka), wiec jesli bytyby rowne co do wartosci, ich momenty zerowalyby sie.
Znajdujemy wypadkowy moment sity dzialajacy na bloczek:

M, = RN — RN’

Sita NV daje dodatni moment sity, bo dziata w kierunku zgodnym z kierunkiem obrotu
bloczka. Moment bezwladnosci bloczka jako walca wynosi [ = %MRQ. Stosujac 11
zasade dynamiki (w ruchu postepowym mas m; i my oraz w ruchu obrotowym bloczka,
o masie M), a takze zwiazek przyspieszen (2.39)), zapisujemy uklad rownai, ktory
nastepnie dodajemy stronami:

mia =myg — N

moa = N' — mag mia =mig — N )
Je= RN —RN' = dmya=N —myg = o%omy -, _ T
_a 1 _ / stronami mi+ma+;
e=4 IMa=N-N
I=1vR?
=
M,
' M,
N N
N . N
N' Lo
m, h
. m2 a :

Q, 1 m
Q. T

Rysunek 3.9.: Tlustracja do Przyktadu 1 (po lewej) i Przykladu 2 (po prawej).
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2. Mamy line nawinieta na bloczek o masie M i promieniu R zamocowany na wysokosci
h nad ziemia. Do liny przymocowane jest ciatlo o masie m. Zwalniamy bloczek tak, ze
lina zaczyna sie rozwija¢, a cialo m spada w doét. Checemy znalezé predkosc koricows, z
jaka cialo m uderzy o ziemie.

Sytuacje obrazuje Rysunek po prawej. Po pierwsze, znajdziemy przys$pieszenie
uktadu, a potem utozymy réwnania ruchu dla masy m. Pozwoli nam to znalez¢ predkosc¢
konicows.

ma =mg — N

Ie = RN N ma =mg — N N dodajemy ~ 4 mg
e=4 iMa=N stronami T omtgM
I =L1MR?

Masa m porusza sie ruchem jednostajnie przy$pieszonym z policzonym przed chwilg
przyspieszeniem a bez predkosci poczatkowej. Zatem jej rownania ruchu sa nastepujace:

v(t) =at

s(t) = % at?
Po czasie t = t, masa m pokona droge h, stad s(t,) = h = t, = ,/%. Zatem predkosé
koticowa vy:
(t) y S 2mgh
k r r m -+ %M

Mozemy takze zapytaé ile obrotéw wykona bloczek do chwili osiagniecia przez cialo m
ziemi. [lo§¢ obrotéw mozemy znalezé jako stosunek catkowitego kata zatoczonego przez
bloczek i miary kata pelnego (27), czyli N = 2. Aby znalez¢ calkowity kat, napiszemy
rownanie na polozenie katowe w czasie i podstawimy ¢ = ¢,.:

2
1 1 a 2h
o(t) = §5t2 = 0.=0(t)= SR < ;> ==

Zatem ilo$¢ obrotow: h

2R
Zauwazcie, ze wzor h/2m R wyraza stosunek dlugosci rozwinietej linki (masa m poko-
nata droge s = h, a wiec rozwinela linke na diugosé¢ h) i obwodu bloczka (bloczek
jest walcem o promieniu R). To jest przeciez logiczne, bo cala linka o dlugosci h byta
pierwotnie nawinieta na walec o obwodzie 27 R. Stad stosunek dtugosci linki do ob-
wodu bloczka wyraza ile razy linka nawinigta byta na walec, czyli ile obrotéw musial
wykonaé¢ walec podczas rozwijania linki.

3.6.4. Toczenie

Wyobrazmy sobie, ze patrzymy na koto rowerowe w ruchu. Zauwazamy, ze zaréwno cale
koto przemieszcza si¢ po prostej, jak i punkty na obwodzie kota obracaja sie wokot srodka
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kota. To wlasnie nazywamy toczeniem - ztozenie ruchu postepowego srodka masy oraz ruchu
obrotowego wokot srodka masy.

Kazdy punkt nalezacy do toczacego sie ciatla ma predkosc vy, z jaka ruchem postepowym
przemieszcza si¢ $rodek masy ciata. Ponadto kazdy punkt na obwodzie ma predkosé liniowa,
wr - patrz: wzor (2.39.)). Jesli méwimy o toczeniu bez poslizgu (Rysunek [3.10)), to punkt
stycznodci ciata z podlozem ma zerowa predkos$c. Z tego natychmiast wynika, ze predkos¢
liniowa na obwodzie wr musi by¢ rowna vg. To jest istota toczenia bez poslizgu.

V=V, 2v,

Rysunek 3.10.: Toczenie kota. W przypadku bez poslizgu: v = vy.

Skoro traktujemy toczenie jako zlozenie ruchu postepowego i obrotowego, aby opisa¢
dynamike toczenia musimy jednoczesnie skorzysta¢ z Il zasady dynamiki dla ruchu poste-

powego (3.2.) i obrotowego (3.18.). W Przyktadach rozwiazujemy problem toczacego sie na
rowni walca. Wezesniej jednak musimy przedyskutowaé kwestie tarcia w przypadku toczenia.

Tarcie podczas toczenia

W przypadku toczenia z poslizgiem, kiedy punkt styku toczacego sie ciata slizga sie po
podtozu, mamy do czynienia ze zwyklym tarciem kinetycznym (o wspotczynniku tarcia f).
Szukajac sity wypadkowej dzialajacej na $rodek masy ciata, uwzgledniamy site tarcia w for-
mie T' =T}, = fi - F,, gdzie F,, jest silg nacisku.

Jesli rozwazamy toczenie bez poslizgu, sytuacja jest inna. Zadne powierzchnie o siebie nie
tra, wiec nie ma tarcia kinetycznego. Punkt styku ciata nie przemieszcza sie wzdtuz podtoza,
wiec tarcie jest statyczne. Przy czym nie potrafimy okresli¢ jego wartosci, bo niekoniecznie
ma ono warto$¢ maksymalng, dla ktorej okreslony jest wspotczynnik f,. Tarcie T jest jedna
z niewiadomych w problemie toczenia sie cial bez poslizgu.

Moglibysmy zapytaé, czy tarcie w ogole wystepuje w uktadzie? Owszem, sita tarcia musi
wystepowaé, bo inaczej nie byloby mowy o obrocie ciata wzgledem $rodka masy z przy-
spieszeniem katowym (patrz: Rysunek . Sita tarcia jest jedyna sila dajaca niezerowy
moment w $rodku masy. Moment sity grawitacji liczony wzgledem osi obrotu jest zero, bo
sita ta zaczepiona jest w osi obrotu. Pamietamy, ze aby wprawi¢ cialo w ruch obrotowy
z przySpieszeniem trzeba przyltozy¢ niezerowy moment sity, zatem tarcie jest niezbedne do
wprawienia w obrot toczacego sie ciata, o ile ruch ten ma by¢ zmienny. Tak jest np. w przy-
padku cial toczacych sie na rowni. Jezeli jednak toczenie wystepuje po ptaskim podtozu, to,
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aby byto ono mozliwe, nie jest potrzebny moment silty (ciato moze porusza¢ sie ruchem jed-
nostajnym obrotowym). Woéwczas, zgodnie z I zasada dynamiki w ruchu obrotowym bryly
sztywnej (wigcej o tym powiemy w Podrozdziale 3.6.5]), na cialo nie moze dziataé¢ wypadkowy
moment sity, wiec tarcie statyczne nie wystepuje.

Przyklady

1. Rozwiazemy problem walca toczacego sie na réwni - Rysunek
Zapisujemy uktad rownan wigzacy Il zasade dynamiki dla ruchu postepowego i obro-
towego:
Ma=0Q,—T
{ le=RT

Pamietamy, ze moment bezwtadnosci walca wynosi I = %M R? oraz przypominamy
sobie zwiazek a = R (2.39.) dla przy$pieszen, obowiazujacy przy toczeniu bez poslizgu.
Podstawiajac te zwiazki do uktadu, dostajemy rozwigzanie:

Ma = Mgsina —T Ma= Mgsina —T az%gsina
= =
%MRQ-%:RT T:%Ma T:%Mgsina

Mg,

yQ o

Rysunek 3.11.: Toczenie walca na réwni.

3.6.5. Statyka bryly sztywnej

Statyka zajmuje sie cialami lub uktadami ciatl pozostajacymi w spoczynku. Wiemy, ze
pojedyncze ciato, traktowane jak punkt materialny, nie bedzie sie poruszaé¢ (lub bedzie sie
porusza¢ ruchem jednostajnym, ale tylko jesli uprzednio mialo predkosé), jesli spelniona
jest I zasada dynamiki. Bryta sztywna z kolei, oprocz ruchu postepowego, moze wykonywac
ruch obrotowy. Dla warunku statyki potrzebna jest wiec takze I zasada dynamiki w ruchu
obrotowym. Mozemy wiec podaé¢ 2 warunki statyki bryty sztywnej:

Warunki statyki bryly sztywnej:

I zasada dynamiki ruchu postepowego: > ﬁz =0

2 3.19.
I zasada dynamiki ruchu obrotowego: > . Mp; =0 ( )
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Zatem zeby bryta, lub caly uktad (np. flaga zawieszona na drzewcu zamocowanym do $ciany
budynku, podtrzymywana linka) pozostawal w spoczynku, nie tylko wszystkie sity dzialaja-
ce na niego musza sie rownowazy¢, ale takze nie moze wystepowaé zaden niezrownowazony
moment sity. Aby poprawnie okresli¢ warunki statyki, musimy zidentyfikowaé¢ wszystkie sity
dzialajace na uktad, w tym takze sily reakcji (np. ze strony $ciany, lub punktow podpar-
cia itd.). Pamietajmy, ze sita reakcji jest zawsze skierowana prostopadle do kierunku sily
nacisku. Czasem wygodne moze sie okazaé roztozenie sity reakcji na sktadowe wzdtuz ,wy-
godnych” kierunkéw. W szczegdlnodci nie interesuja nas sity nacisku, a tylko te sity, ktore sa
przylozone do naszego ciata lub uktadu ciat.
Druga wskazowka dotyczy wyboru potencjalnej osi obrotu. Uktad ma sie nie obraca¢ w ogo-
le, wzgledem dowolnego punktu, zatem zupetnie dowolnie mozemy wybraé¢ punkt obrotu,
wzgledem ktoérego definiujemy momenty sit. Skoro zupelnie dowolnie - to mozemy wybraé
najbardziej ,wygodny” punkt, a wiec pewnie taki, do ktorego przytozonych jest najwiecej sit.
Ich momenty sie wtedy zeruja i mamy mniej sktadnikow w rownaniach. Zupelnie na wyczucie
mozemy tez okresli¢ znaki wartosci momentow sit w réwnaniach algebraicznych: sity, ktore
,usituja” obraca¢ w lewo mogg dawaé¢ ujemne momenty, a sity ,usilujace” obraca¢ w prawo
- dodatnie.

Warunki statyki mozemy wykorzysta¢ we wszelkich zagadnieniach dot. dzwigni (pod-
partych jednostronnie, dwustronnie), drabiny opartej o $ciane, obiektow zawieszonych na
masztach itd. Przedyskutujemy niektore z nich w Przyktadach.

Przyklady

1. W ktorym punkcie nalezy podeprze¢ metalowa sztange (pret o dlugosci 150 c¢m i jedno-
rodnej masie 10 kg), utozona poziomo, na ktorej dwoch koncach zamocowano ciezarki
(punktowe masy 25 i 50 kg), aby uktad pozostawal w spoczynku?
Sprytny” (a na pewno ,szybki”) Czytelnik zgadtby moze wynik bez liczenia i odpowie-
dzialby, ze punkt podparcia musi znajdowac sie w odleglosci od jednego korica sztangi
danej utamkiem dtugosci sztangi takim jak stosunek masy ciezarka na jednym koricu
do masy obu ciezarkow. Tak byltoby rzeczywiscie, gdyby pomina¢ mase samej sztangi.
Dokonajmy poprawnych obliczeri, aby poznaé¢ prawdziwa odpowiedZ na nasze pytanie.
Zastosujemy warunki statyki dane wzorem Najpierw ustalmy wszystkie sily i
momenty sil dzialajace na uklad (Rysunek [3.12.a). Mase sztangi zaczepiamy doklad-
nie w polowie jej dlugosci. Ciezarki traktujemy jak punkty materialne.
Warunek rownowagi sit: Qu + ij +Qm+EB=0 (wektorowo zawsze sumal).
Algebraicznie: Qyr + @, + @ = R.
Powyzsze rownanie w o-zasadzie nic nam nie daje - znamy wszystkie masy, a wiec i
ciezary, wiec mozemy co najwyzej policzy¢ site reakcji. W tym przypadku nie jest nam
ona potrzebna, bo nie bedzie nic wnosi¢ do réwnania dla momentow sit. Wektor R jest
zaczepiony w punkcie podparcia (oczywiscie), a w tym punkcie przyjmiemy tez punkt
obrotu. Moglibysmy go przyja¢ gdzie indziej - wtedy oczywiscie potrzebowaliby$my
zna¢ wartosc sity reakeji.
Warunek rownowagi momentow: My + M, + Mp +R=0.
Algebraicznie: My = M, + M,, << Mgx=m,g (é — x) +mg (I — x).

m—i—%mp

ml, a po podstawieniu danych

Po przeksztalceniu obliczamy niewiadoma: x =

otrzymujemy: x = 0,431 = 64,5 cm.
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Gdyby pomina¢ wpltyw masy sztangi (czyli ktadac m, = 0), otrzymalibySmy spodzie-

wany wynik: z = -l = %l = 50 cm.
R1 1
X . /2
yd RN
yws I =
_ Qnm, T_
QM Qm
(a) Tlustracja do zadania ze sztangg z Przy- (b) Tlustracja do zadania z drabing z Przy-
ktadu 1. Realizacja zasady dziatania dZzwigni ktadu 2. Realizacja zasady dziatania dzwigni
obustronne;j. jednostronne;j.

Rysunek 3.12.

2. Drabine o dtugosci L = 300 cm, ustawiona na podtozu o wspotezynniku tarcia f = 0,4,

oparto o $ciane pod katem 6 = 65° do poziomu. Mase drabiny i tarcie o Sciane pomija-
my. Na jaka wysoko$¢ wzgledem drabiny moze wejs¢ cztowiek o masie m = 70 kg, aby
drabina nie przewrocita sie?
Zacznijmy od rysunku, na ktorym zaznaczymy wszystkie sity dziatajace na uktad (Ry-
sunek [3.12.D]). Poniewaz w punkcie podparcia drabiny o podloze przylozonych jest
najwiecej sil, tam przyjmiemy punkt (potencjalnego) obrotu drabiny - wyzerujemy
wtedy az dwa momenty sit, przez co uktad réwnan bedzie prostszy do rozwigzania.
Nasz problem jest teraz dwuwymiarowy - mamy do czynienia z sitami skierowanymi w
roznych kierunkach plaszczyzny pionowej. Dlatego zapiszemy 2 réwnania na rOwnowa-
ge sit: w kierunku poziomym i pionowym. Zauwazmy, ze drabina naciska na podtoze i
Sciane w dwoch punktach, ze strony podloza i éciany dziataja wiec na drabine 2 sily
reakcji. Zapiszmy od razu algebraicznie:

Ry, =T

(T:le) R2:fmg I:ft 01
= Qm = fh =myg = {xz%gcm
(Qm = mg) mgx sin (90°+60) = fmgl sin (180°—0)

Mg, = Mg,

Na tak ustawiong drabine cztowiek moze wej$¢ niemal do samego jej konca. Jest to
mozliwe dzigki stosunkowo duzemu katowi ustawienia drabiny oraz wspoélczynnikowi
tarcia drabiny o podloze. Gdyby ustawi¢ drabine na lodzie przy zerowym tarciu, to
nawet przy kacie 89° ustawienia drabiny nie byloby mozliwe wejscie na nia.

Zadania

1. Na bryte sztywna zamocowana w punkcie [0,0] ukladu wspotrzednych dzialaja dwie sity
o wektorach Fy = [-3,—2] N, I, = [4,0] N, ktorych ramiona wynosza 7, = [—2,0] cm i
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75 = [3,0] ¢cm, odpowiednio. (a) Oblicz momenty obu sil wzgledem punktu zaczepienia.
(b) Jaki jest wektor wypadkowego momentu sit? (¢) Jesli moment bezwladnosci bryty
wynosi 0,05 kg-m?, to z jakim przy$pieszeniem katowym obraca sie bryta?

2. Zmajdz przyspieszenie kuli toczacej sie na rowni pochytej o kacie nachylenia a = 30°.

3. Jaka minimalng predkos¢ nalezy nada¢ toczacej kuli, aby ta zdotala dotrze¢ do szczytu
rowni o wysokosci b = 1 m i kacie nachylenia ov = 30° (wystarczy, ze na szczycie rowni
sie zatrzyma)?

4. Szpula o promieniu zewnetrznym R jest ciagnieta po ptaskim podtozu sita F' przylozong
do nici nawinietej na jej wewnetrzny korpus o promieniu r < R. Oblicz przySpieszenie
liniowe szpuli, jesli sita jest przylozona pod katem « do poziomu. Kiedy (dla jakiego
kata) ruch szpuli bedzie w lewo, kiedy w prawo, a kiedy szpula bedzie spoczywac?
Zaktadamy ruch bez podlizgu.

5. Na jaka wysoko$¢ moze wyj$¢ na drabine z Przykladu 2 w Podrozdziale cztowiek,
jesli dodatkowo uwzgledniamy mase drabiny M = 10 kg, tarcie o Sciane o wspolczyn-
niku f; = 0,1, (*) oraz sile pomocnika dopychajacego drabine do $ciany sitg 100 N
skierowang poziomo?
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3.7. Zasada zachowania pedu

Ped jest wielkoscig wektorowa zdefiniowang przez iloczyn masy ciata i wektora predkosci:
p=mu (3.20.)

Wektor pedu ma wiec kierunek i zwrot predkosci ciata. Masa jest stalg proporcjonalnosci.
Wypowiemy teraz zasade zachowania pedu, obok zasady zachowania energii najwazniejsza
zasade w mechanice.

W uktadach izolowanych od otoczenia (bez wpltywu sit zewnetrznych) catkowity ped uktadu
jest zachowany:
Pe = const = ﬁu(p) = ﬁu(k) (3.21.)

gdzie Py, Pu(p) 0znaczajy odpowiednio ped uktadu na poczatku i na koiicu (rozpatrywanego
procesu, np. zderzenia).

Zauwazmy, ze zachowany jest ped jako wektor. Zatem zaréwno warto$¢ catkowitego pedu,
jak i jego kierunek i zwrot sie nie zmieniaja. W przypadku proceséw w jednym wymiarze
(np. zderzenn wzdhuz jednej prostej) zapiszemy zasade zachowania w postaci algebraicznej
(nie wektorowej), analogicznie do wyrazenia (3.21]). Wybieramy wowczas pewny o8, wzgle-
dem ktorej bedziemy okresla¢ znak pedu. Pedy w kierunku dodatnim osi beda mialy znak
dodatni, pedy zwr6cone przeciwnie - ujemny. Zazwyczaj wybieramy o§ x zwrécong w pra-
wo. Dla przypadku ruchu w dwoch wymiarach musimy zadba¢ o zachowanie pedu jako 2-
wymiarowego wektora, a wiec zapiszemy zasade zachowania obu skladowych wektora pedu
uktadu. Wyjasni sie to w Przykladach.

Nalezy sobie jasno powiedzie¢, ze zasada zachowania pedu jest spelniona zawsze w ukla-
dach izolowanych. Co to znaczy izolowanych? Takich, ktore nie oddziatuja z jakims uktadem
zewnetrznym, a sktadniki uktadu oddziatuja jedynie ze soba. Np. w przypadku zderzen pomi-
jamy oddziatywanie grawitacyjne, takze wplyw tarcia miedzy powierzchniami obu cial; na-
tomiast w przypadku zderzen niesprezystych uwzgledniamy strate energii na zmiane ksztaltu
ciala, czy zmiane jego temperatury. W przypadku zasady zachowania energii, o ktorej be-
dziemy mowi¢ w Rozdziale [4.2] obszar jej stosowalnosci jest bardziej ograniczony. Nalezy
wiec zapamietac - ped uktadu izolowanego jest zawsze zachowany.

W nastepnych kilku podrozdzialach oméwimy kilka podstawowych proceséow fizycznych,
typowych na zastosowanie zasady zachowania pedu (z.z.p.). Przy jej pomocy najczesciej
bedziemy chcieli znalez¢ predkosci i ich kierunki w danych procesach.

3.7.1. Odrzut

7 odrzutem mamy do czynienia, gdy poczatkowo spoczywajacy uktad wysyta jakies ciato
obdarzone predkoscia (np. armata wystrzeliwuje pocisk lub jadro atomowe emituje neutron
podczas rozpadu promieniotworczego). Sytuacja jest zobrazowana na Rysunku u gory.
Zapisujemy zasade zachowania pedu:

w(p) = 0 muv
{g ((g:mv—Mu Pulp) = Puk) = O0=mv—Mu = UZM (3.22.)

Wyliczylismy predko$é odrzutu ciata o masie M, oczywiscie mozemy obliczy¢ dowolng inng
wielko$¢, znajac pozostale. JeSli armata o masie 2 t wystrzeliwuje 1-kilogramowa kule z
predkoscia 100 m/s, to jej predkosé odrzutu wynosi tylko 5 cm/s.
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Rysunek 3.13.: Przyktady zastosowan zasady zachowania pedu.

3.7.2. Zderzenie niesprezyste

Ze zderzeniem niesprezystym mamy do czynienia, gdy po zderzeniu niecalta energia ukta-
du zostata wymieniona miedzy cialami. Ma to miejsce wtedy, gdy ciata w wyniku zderzenia
zmieniaja swoj ksztalt (wtedy czes¢ energii zderzenia idzie na odksztalcenie ciala, tatwo to
sobie wyobrazi¢ w przypadku zderzenia np. samochod6w), lub zmienia sie ich energia we-
wnetrzna (np. ro$nie temperatura, cho¢by w przypadku uderzenia kulka $niegowa o Sciane,
gdy ta w wyniku zderzenia moze sie stopi¢). Istota jest tutaj to, ze ped jest owszem zachowa-
ny, ale catkowita energia nie. Méwimy o zderzeniach catkowicie niesprezystych, gdy ciata w
wyniku zderzenia sczepiaja sie i dalej poruszaja razem. Rozpatrzmy taki wtasnie przypadek,
zobrazowany na Rysunku w $rodku.

Ciato m uderza z predkoscia v; w spoczywajace cialo moy i dalej poruszaja sie razem z
predkoscia u, ktorag chcemy wyliczy¢.

Pu(p) = M1
Puy = (M1+ma)u

miv;

Pup) = Dutk) = av1 = (mi+me)u = u= (3.23.)

mi1+mao

Czesto w zadaniach dot. zderzen niesprezystych pytamy o strate energii kinetycznej (albo
ogoblnie: ubytek energii). Aby ja znalez¢, wystarczy, majac predkodci cial uktadu przed i po
zderzeniu, znalezé roznice catkowitej energii kinetycznej uktadu przed (Eje ) i po zderzeniu
(Eke2). Tzn. strata energii kinetycznej w zderzeniu niesprezystym wynosi

AE = Ejt — Ejes (3.24.)

Ped jest zawsze zachowany, takze w zderzeniach niesprezystych, gdzie wystepuje strata ener-
gii (méwimy: dyssypacja energii), bo w ukladzie dzialajg tylko sily wewnetrzne, ktore sie
wzajemnie znosza (zgodnie z I zasada dynamiki). Sila akcji ciata uderzajacego jest row-
nowazona sita reakcji ciala uderzanego. To rozumowanie jest prawdziwe takze w przypadku
wszelkich rozpadow ciat, wybuchoéw pociskow itd., o ile nie wystepuje zadna sita zewnetrzna
(uktad jest izolowany).
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3.7.3. Zderzenie sprezyste

W zderzeniu sprezystym zachodzi przekaz calej energii, obowiazuje zasada zachowania
energii, a pedy zderzajacych sie wymieniaja. Obie zasady zachowania pozwalaja nam znalezé¢
dwie nieznane wielkosci. Niech cialo my zderzy sie sprezyscie ze spoczywajacym cialem meo
- Rysunek Chcemy znalez¢ z jaka predkoscia poruszaja sie oba ciala po zderzeniu.
Ale! Musimy najpierw zalozy¢ kierunek predkosci ciata m; po zderzeniu. Moze sie ono odbié¢
lub porusza¢ dalej w prawa strone. Zatézmy, ze sie odbija i odwraca kierunek predkosci,
czyli po zderzeniu porusza sie w lewo. Ten wybor nie ma wpltywu na poprawnosé¢ wyniku.
O tym, czy cialo m; sie odbije czy nie, decyduje relacja mas obu cial, podobnie jak w
przypadku cial polaczonych linami lub na bloczku, gdy wicksza masa wymuszata wybor
kierunku przyspieszenia catego uktadu. Jesli nasze zalozenie o kierunku okaze sie zte, to
predkos¢ u; wyjdzie ujemna, a wtedy powiemy, ze ciato m; po zderzeniu jednak dalej porusza
sie W prawo.

Zapisujemy zaroéwno zasade zachowania pedu, jak i energii (kinetycznej w tym przypadku).
Szczegoly dot. zasady zachowania energii omawiamy w Podrozdziale Rozdziatu 4.

= myv
{p“(p) 1¥1 DPu(p) = Puk) => MiV1 = Mally — MUy

Pu(k) = Mol — MUy

(3.25.)

k? ]. - 1U1 2 2 2
E c E E
2 kel — kc2 = TTL1U1 == mlul + m2u2

2 2
_ mjuj mouy
EkCQ - 2 + 2

Otrzymujemy uktad rownan:

_ m2
miv1 = Molly — MU N Uy = m—1U22— U1
2 _ 2 2 m
mavy = maui + mouj Wty = T2u3 — 2mayviug + mrty + mau3
. m
ul—m—fu2—vl u2:2m_1vl
= Enl-i-mz )
g — = — (ma—mi)u
Us [(ml + 1) Ug 21}1} 0 U .

(3.26.)
Skomentujmy wyniki. Szybko$¢ wuy ciala o masie my wyszta bezwzglednie dodatnia, tak
musiato by¢, bo cialo my nie miato innej mozliwosci, jak zaczaé¢ poruszaé sie w prawo.
Natomiast ciato m; ma dwie mozliwosci - jesli my > my, to u; > 0, czyli bedzie sie poruszato
w lewo, tak jak przyjelismy. W przeciwnym wypadku, gdy mo < my, ciato my po zderzeniu
bedzie sie dalej porusza¢ w prawo. Ciezszy obiekt niechetnie zmienia kierunek ruchu.

3.7.4. Zderzenie w dwéch wymiarach

Rozwazmy zderzenie catkowicie niesprezyste dwoch ciat tak jak na Rysunku |3.14. przy
czym znamy kat padania jednego ciala (np. «) i predkosci poczatkowe obu cial i chcemy
znalez¢ kat padania drugiego ciala oraz wspolng predkosé obu cial po zderzeniu.

X Pu(p)z = M1V1 COS O + Moty oS 3 v Pu(p)yy = —M1v1 Sin o + movy sin 3 (3.27.)
Pu(k)e = (ml + m2)u Pu(k)yy = 0
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sin f = ™% ¢in o
- mav2
{Puco)z =P (3.28.)
pu(p)y - pU(k)y _ Mmyv1cos a—&-\/m%v%—&—m%v% sin? o
U= mi+ma
Vi
p A
u
mz Vl

Rysunek 3.14.: Zderzenie dwoch cial na plaszczyznie.

3.7.5. Wahadlo balistyczne

Wahadlo balistyczne jest to masa M zawieszona na dwoch linach. Masa m (pocisk)
uderza w mase M z predkoscia v caltkowicie niesprezyscie. Uklad taki moze stuzy¢ do pomiaru
predkosci pocisku (np. w wojskowosci). Przyktadowa realizacja takiej sytuacji jest przypadek
pocisku trafiajacego w kloc, ktoéry grzeznie we wnetrzu kloca i odchyla go od pionu o pewien
kat. Rozwazmy taki przypadek, zilustrowany na Rysunku [3.15]

Problem ma dwa etapy. W pierwszym etapie rozwazamy zderzenie catkowicie niesprezyste
pocisku m z wahadlem M. Stosujac zasade zachowania pedu obliczymy predkosé¢ u uktadu
pocisk+wahadto po zderzeniu. Bedzie to predkos¢ poczatkowa w ruchu wahadta w drugim
etapie, gdzie stosujac zasade zachowania energii catkowitej znajdziemy kat o jaki odchyli sie
wahadlo. Znajac ten kat obliczymy predko$é¢ uderzenia pocisku.

Moment zderzenia: {];Z(é)) z T(nn: + M)u Pu@2) = Du@) = U= m"r&
(3.29.)
. ECQ — (m—i—M)uZ 2
Po zderzeniu: Euy = (m i M)gh Eo=FEs5 = h= 5

Na Rysunku widzimy, ze wysoko$¢ h na jaka wzniesie sie §rodek ciezkosci wahadta
mozemy zwigza¢ z katem « i dlugoscia lin nastepujaco:

h—1
— - =cosa = h =1(1 — cos ) (3.30.)
Laczac powyzsze wyniki dostajemy:
u? m2v? m+ M
h = % = W :l<1—COSOé) = v = m 29l<1—COSO[) (331)
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I-h | /
/
h
SRR R R S
—- 1
m ' ! m+M
»— Rl —
M m+M ! u

Rysunek 3.15.: Wahadlo balistyczne. W pierwszym etapie (1)—(2): z.z.p. w zderzeniu nie-
sprezystym. W drugim etapie (2)—(3): z.z.E. przy odchylaniu wahad?a.

3.7.6. Rozpad pocisku

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej pocisk wystrzelony pod katem o po poziomu z
predkodcig vg w najwyzszym punkcie swojego lotu rozrywa sie na 2 czesci o rownych masach, z
ktorych pierwsza upada pionowo w dot ze znang predkoscia. Nalezy znalez¢ wartosé i kierunek
predkosci drugiej czesci pocisku. Sytuacje obrazuje Rysunek [3.16.] Oczywiscie w przypadku
rozpadu pocisku na czesci nie bedzie obowiazywaé zasada zachowania energii, poniewaz do
rozerwania potrzebna byta dodatkowa energia wytworzona np. wskutek wybuchu. Pod koniec
obliczen przyjmiemy: m; = my = 0,5m.

X : JPup)z = Mlocosa v . [Puy =0
Du(k)z = MaVs COS 0 Pu(k)y = MaV2 sin 6 — myv;
(3.32.)
miv _ 2ugcosa
Pups = Put)z . JV2 = 75 L, [oteh = Buine
Pu(p)y = Pu(k)y muy cos @ = myv;ctgh vy = U
d

Rysunek 3.16.: Ilustracja rozpadu pocisku.

Aby wyrazi¢ koncowy wzor na predkosé ve musieliby§my wyrazi¢ sin @ przez funkcje ctgf.
Nie bedziemy tego robic.

Zadajmy sobie teraz pytanie - w jakiej odlegtosci od punktu wystrzelenia pocisku upadnie
czesS¢ mo po rozerwaniu? Ciato mo wykonuje rzut ukosny pod katem 6, jednak zaczyna swoj
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lot na wysoko$ci h,q, 1 W odlegtosci %z wg oznaczen z rysunku. Sprobujmy najpierw znalezé
wzor na zasieg takiego rzutu. Skorzystamy w rownar potozenia (2.9.), przypominamy sobie

Wwzory na hpq 1 2.
17@) = %Z + vt
{y(t) = Rmaz + vyt — 29t (3.33.)

Czas do upadku na ziemie ¢, znajdujemy z warunku y(t,) = 0. Stad

Vay + Vay + Qth(m

Yy(ty) =0 = t,=
() g

(3.34.)

Odrzucamy rozwiazanie z minusem jako ujemne. Odleglos¢ upadku ciata msy od punktu
wystrzelenia pocisku m, czyli odlegtosé d, obliczymy jako z(t,).

1 Vog
d=x(t,) = 2% + % <v2y + \/Ugy + Qghmax> =

2 .
vgsin2a vy, 5 2 - 2
= ———+ — | vgy +4/v3, + vgsIn” «
29 g (2y 2y 0

(3.35.)

Wiemy juz, ze potrzebujemy zna¢ jedynie sktadowe predkosci vy czedci pocisku ms. Przepi-
szemy wiec rownania (3.32.) tak, aby obliczy¢ vy, oraz va,.

MV COS O = MoUay Voy = %vo COoS v (3.36.)
MUy — myivy = 0 Vgy = U3

Podstawiajac sktadowe predkosci vy do wzoru (3.35.)) znajdujemy koricowy wzor na odleglosé
d, zalezny tylko od vg,vq 1 a.

Zadania

1. Dwa ciata o masach m; = 10 kg i ms = 5 kg zderzaja sie czolowo catkowicie niespre-
zyScie. Z jaka szybkoscig i w jakim kierunku poruszaja sie po zderzeniu, jesli przed
zderzeniem miaty predkosci v; = 2 m/s i vy = 3 m/s. Jaka jest strata energii kinetycz-
nej w tym zderzeniu?

2. Kula bilardowa uderza w inna, spoczywajaca kule o takiej samej masie tak, ze po
rozbiciu obie kule odlatuja pod katem prostym w kierunkach z i y z tymi samymi
predkosciami u. Pod jakim katem wzgledem osi z i z jaka predkoscig padata uderzajaca
bila? Zatozy¢ zderzenie sprezyste.

3. Odchylone wahadto balistyczne o masie M puszczamy tak, ze w najnizszym potozeniu
zderza si¢ z pociskiem o masie m i predkosci v. O jaki kat musialo by¢ odchylone wa-
hadto, jesli po zderzeniu calty uktad sie zatrzymal? Dtugosé lin, na ktorych zawieszono
wahadto, wynosi [. Jaki warunek na stosunki mas musi by¢ spetniony, aby problem byt
fizycznie mozliwy?
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3.8. Zasada zachowania momentu pedu
Moment pedu jest wielkoscig wektorowa zdefiniowana jako:
L=Iw, L=1I& (3.37.)

gdzie I jest momentem bezwladnosci ciata, a w - predkoscia katowa w ruchu obrotowym.
Posta¢ ta jest wiec zupelnie analogiczna do wzoru na ped p = muv.

Zasada zachowania momentu pedu mowi, Ze wektor catkowitego momentu pedu uktadu
wzolowanego jest staty © niezmienny w trakcie ruchu

=

L.=const = El = EQ = [1(21'1 = [2032 (338)

Najczesciej mamy do czynienia z sytuacja, ze uklad zmienia swoj rozktad masy, a przez
to moment bezwladnosci, wobec czego i predkosé¢ katowa sie zmienia. Interesuje nas tylko
zmiana wartosci predkosci katowej, przez co stosujemy zasade zachowania momentu pedu
postaci Ly = Lo, tak jak w przypadku jednowymiarowym dla zasady zachowania pedu.
Spojrzmy na prosty Przyktad.

Przyklady

1. Na brzegu obracajacej sie tarczy o promieniu R i masie M stoi mrowka o masie m

(traktujemy ja jak punkt materialny). Uklad obraca sie wokol osi tarczy w czestoscia
wi. Co zmieni sie, jesli mrowka przemaszeruje do $rodka tarczy?
Odpowiedz jest prosta i daje ja zasada zachowania momentu pedu. Oczywiscie zmie-
ni sie czestos¢ obrotu uktadu, bo zmienil sie jego moment bezwladnosci (przemiesz-
czenie mrowki zmienito rozktad masy). Calkowity moment bezwladnosci uktadu tar-
cza+mrowka na poczatku wynosi Iy = I;+1,,, jest po prostu sumg momentéw bezwtad-
nosci tarczy i mrowki. Mréwka jest punktem materialnym o masie m, oddalonym od
osi obrotu o R, wiec jej moment bezwtadnosci wynosi I,, = mR?. Dla tarczy (cienkiego
walca) I, = $ M R?. Zatem:

1 1
I, = m+[t:mR2+§MR2: (m+§M) R?

Po przejsciu mrowki do $rodka tarczy, jej moment bezwladnosci wynosi zero, bo znaj-
duje sie ona dokladnie w osi obrotu. Pozostaje tylko moment bezwladnosci tarczy
I, = I;. Zapisujemy zasade zachowania momentu pedu:

1 1 M +2
Li=Ly, = Lwuy=Dhw = (m+-M)Rw =-MRuw = w= St mm
2 2 M
2. Do wirujacej w czestotliwoscig f; = 10 Hz kuli o promieniu R; = 10 cm i masie

M, = 0,5 kg dolagczamy w pewnym momencie druga kule o masie M; = 0,2 kg i
nieznanym promieniu Rs, sczepiajac je wzdtuz osi obrotu pierwszej kuli (w zwiazku
z tym kierunek predkosci katowej sie nie zmienia). Trzeba znalezé¢ Ry, jesli wiemy, ze
polaczone kule wykonuja 5 obrotow na sekunde (f, = 5 Hz).
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Moment bezwtadnosci uktadu po polaczeniu: I, = % (M, R? + M, R3). Zapisujemy za-
sade zachowania momentu pedu:

L1 = L2 = Ilwl = [2&)2 = %MlR% . 27Tf1 = % (MlR% + MQR%) . 27Tf2
= B=MR(L-1) = R=158em

Zadania

1. W naczyniu o ksztalcie powloki sferycznej wypelnionym woda zrobiono u dotu otwor,
przez ktory po pewnym czasie cala woda wylata sie. Puste sferyczne naczynie wiruje z
czestotliwoscia fo =10 Hz. Z jaka czestotliwoscia musialo wirowaé¢ naczynie wypelnione
woda? Masa naczynia M =100 g, promien sfery R=10 c¢m, gesto$¢ wody p=1 g/cm?.

2. W wyniku kolapsu grawitacyjnego pewna planeta kurczy sie tak, ze doba na tej planecie
skraca sie m-razy. Prosze obliczy¢ ile razy i jak zmienil si¢ promienr tej planety, jesli
zalozymy jej kulisty ksztalt. Jak zmienia sie gestos¢ masy tej planety?

3. Baletnica w piruecie z rekami Sciggnietymi do siebie wykonuje f; = 6 obr./s. Ile obrotow
bedzie wykonywac, jesli wyciggnie jedng reke, a ile gdy obie? Potraktujmy reke jak
punkt materialny o masie m = 2 kg umieszczony w odlegtoéci d = 75 cm od osi
obrotu. Moment bezwladnosci baletnicy z rekami $ciagnietymi do tutowia to I = 0,45
kg-m?.

4. Prosze rozwiazaé to samo zadanie z baletnicg zaktadajac, ze wyciggnieta reke traktu-
jemy jako pret o masie m i dlugosci d obracajacy sie wokol osi przechodzacej przez
jeden z jego kornicow.

3.9. Ruch ukladu o zmiennej masie*

W tym dodatkowym podrozdziale zastanowimy si¢ nad problemem ruchu ciat o zmienne;j
masie. Chodzi tu np. o ruch rakiety, ktéra wydala gazy wylotowe, albo ruch barki, na ktéra
z podajnika sypie sie piasek itp. Zagadnienie to zasadniczo nie jest tatwe i z pewnoscig wy-
kracza poza podstawowy kurs fizyki, dlatego oméwione zostato w podrozdziale z gwiazdka.

W rozdziale podalismy II zasade dynamiki w postaci uogolnionego wzoru (3.3.).
Nalezy tutaj wyjasni¢, ze sita F, w tym wzorze to sita wypadkowa, a wiec catkowita sita
dzialajaca na cialo lub uklad cial. Zatem jest to suma wszelkich sil zewnetrznych (np. sila
ciagu silnika, oporu powietrza, grawitacji). Sity wewnetrzne (np. sita odrzutu gazéw wyloto-
wych rakiety) nie wnosza wktadu do sity wypadkowej, zgodnie z III zasada dynamiki. Wzor
ten jest stuszny takze dla ruchu cial o zmiennej masie, jednak nalezy pamietaé, ze w row-
naniu dynamiki musimy uwzgledni¢ wszystkie masy (takze wielkos¢ ubytku lub przyrostu
masy) oraz wszystkie sily zewnetrzne. W konkretnych problemach fizycznych zapiszemy 11
zasade dynamiki nastepujaco:

dp. = ' — = p(t + dt) — p(t) = F.dt (3.39.)

Zmiana pedu dotyczy w tym przypadku calego ukladu (np. nie tylko samej rakiety, ale tez i
gazow wylotowych). Chodzi wiec nie o ped samego ciala o zmiennej masie, ale catego ukltadu.
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Wyjasni sie to w Przyktadach. Skomentujmy, ze jesli w uktadzie nie wystepowalyby zadne
sity zewnetrzne, F, = 0, to zmiana pedu d(ftc = 0. Z tego za$ wynika zasada zachowania
pedu: p. = const. Tak rzeczywiscie musi by¢ - w uktadzie izolowanym (bez udzialu sit

zewnetrznych) ped catego uktadu jest zachowany.

W tym sensie mozna powiedzie¢, ze wzor (3.3)), lub rownowaznie wzor (3.39), dotyczy
ruchu ciata o statej masie, przez co zachowana jest konsystencja ze wzorem podstawowym
, czyli F,, = ma. Chodzi tutaj o to, ze w powyzszym wzorze uwzgledniamy
wszystkie masy w uktadzie - np. mase rakiety (ktora sie zmienia) i mase gazoéw wylotowych,
a wiec catkowita mase uktadu, ktora jest stata. Nie jest to wiec wzor na Il zasade dynamiki
dla ciala, ale uktadu ciat. Taka interpretacje preferuja autorzy niektérych podrecznikéw.
Jednoczesnie za ,dobry” wzor na Il zasade dynamiki dla ciata o zmiennej masie podaje sie
wOwCzas:

m— =F,+uu lub —=F, +uw 3.40.
% p & p (3.40.)
gdzie:
e m jest zmienna w czasie masa ciala, a tempo zmian wyraza wielko$¢ p = %—T w jed-
nostkach kg/s (jesli masa przyrasta, to p = +92, a jesli maleje, to p = —92),

e ¥ jest wektorem predkosci ciala w uktadzie inercjalnym (wzgledem spoczywajacego ob-
serwatora - np. na brzegu, z ktoérego obserwowany jest ruch barki, albo na powierzchni
Ziemi, skad obserwuje sie start rakiety),

e W jest wektorem predkosci ubytku/przyrostu masy (np. ziarenek piasku wylatujace-
go/spadajacego z/na barke lub czasteczek gazow wylotowych) wzgledem nieruchomego
obserwatora (w ukladzie inercjalnym),

e U = W — ¥ jest wektorem predkosci ubytku/przyrostu masy wzgledem poruszajacego
sie ciata (barki lub rakiety),

o I, jest wektorem silt zewnetrznych (np. sit oporu powietrza, ciggu silnika barki itp.)
Na pierwszy rzut oka wzory oraz wydaja sie ze sobg sprzeczne. Jednak w
pierwszym z nich mamy na my$li zmiane calkowitego pedu uktadu (a wiec przykladowo
ukladu rakieta-gazy wylotowe), natomiast w drugim tylko zmiane pedu ciata o zmiennej
masie (a wiec np. samej rakiety). W tym drugim przypadku p'= mt oraz dp’= mdv' + dm v.

Jeszcze inaczej, na podstawie zasady zachowania pedu catkowitego, mozna powiedzie¢,
ze przyrost pedu ciala o zmiennej masie dp’ jest rowny sumie: (i) popedu sity zewnetrznej
F, w przedziale czasu (t,t + dt), F.dt, oraz (7i) pedu unoszonego przez mase dm (np. mase
gazow wylotowych lub piasku), dm @, co prowadzi do wzoru:

dp = F,dt + dm @ (3.41.)

zgodnego ze wzorem ([3.40.)).

Wyrazenie ﬁc = pu = :I:CL—TIT pelni role sity ciagu (np. rakiety - nabytej na skutek od-
rzutu gazow wylotowych, lub barki - uzyskanej pod wplywem poziomej sktadowej predkosci
piasku). F. jest po prostu sita odrzutu (np. gazow wylotowych). Gdyby piasek padal na
barke prostopadle do jej kierunku predkosci, to sita E, miataby sktadowa pionowa, ktora
dziatataby prostopadle do barki, a wiec zapewne bytaby rownowazona przez reakcje podtoza
(wody). Wypadkowo w rownaniu dynamiki sktadowa ta zniklaby. II zasade dynamiki dla
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ciatla 0 zmiennej masie mozemy wiec zapisa¢ nastepujaco:
mi=F,+F,, gdzde F,=+—1u (3.42.)

Jezeli mamy do czynienia z ubytkiem masy w czasie (np. podczas ruchu rakiety), to %—T < 0,
a sita ciagu jest skierowana przeciwnie do wektora predkosci @ (gazéow wylotowych), czyli
zgodnie ze zwrotem wektora predkosci ¢ (rakiety) - w efekcie rakieta przyspiesza. Jesli na-
tomiast cialo nabiera masy (np. tadujemy piasek na barke), to CL—T > (i sita ciaggu ma zwrot

dm

wektora 1. Ogolnie: F, ~ <3 oraz F, ~ +u.

Oznaczenia wielkosci fizycznych Czytelnik moze poréwnaé z Rysunkiem ilustrujacym
tre$¢ zadania w Przykladzie. W Przyktadach tez szczegbétowo pokazujemy stosowanie wyto-
zonego powyzej formalizmu. W szczegblnosci, najczesciej rozwazamy przypadek jednowymia-
rowy, przez co powyzsze wzory redukuja sie do postaci algebraicznej (bez strzatek wektorow).
W przypadku ruchu rakiety szybkosci gazéw wylotowych wzgledem rakiety sa duzo wieksze
niz szybko$¢ samej rakiety, dlatego dtugos$¢ wektora u jest znacznie wieksza niz dtugosé wek-
tora U, a wowczas wektor W jest skierowany przeciwnie do kierunku ruchu rakiety (czyli w
dot).

t: = t+dt: Cidv

m m-dm,

i I
dm,

<
2

Rysunek 3.17.: Ilustracja ruchu rakiety, idea odrzutu gazéw wylotowych. Wektor w to pred-
kos¢ gazow wylotowych w uktadzie inercjalnym (wzgledem Ziemi), a wektor i to predkosé
gazow wzgledem ukladu nieinercjalnego (zwiazanego z poruszajaca sie rakieta).

Przyklady

1. Na podstawie og6lnych rozwazan o zmianie pedu w uktadzie rakieta-gazy wylotowe
wyprowadz réwnanie Ciotkowskiego dla startujacej pionowo rakiety.
Przyjmujemy, ze rakieta startuje w chwili £ = 0, kiedy jej masa wynosi mg. W do-
wolnej chwili ¢ predkosé rakiety wzgledem ukladu nieruchomego wynosi v, natomiast
w krotkim przedziale czasu dt rakieta emituje mas¢ dmy, = —dm gazéw wylotowych
o predkosci u wzgledem rakiety. Znak minus w wyrazeniu na mase gazu wynika w
faktu, ze jest ona réwnowazna ubytkowi masy rakiety. W dalszych rachunkach be-
dziemy dodawaé¢ pedy, co mozemy zrobi¢ tylko, jesli sa zdefiniowane w tym samym
uktadzie odniesienia. Dlatego musimy okresli¢ szybkosé gazow wylotowych wzgledem
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ziemi, w, jako: v = w — v (zakltadamy, ze u > v, dlatego kierunek w jest w te sama
strone, co kierunek u). Stosujemy zapis skalarny, bo ruch rakiety w naszym zadaniu
jest jednowymiarowy. Chociaz w tym zadaniu nie bedzie nam to potrzebne, to od razu
mozemy zapisa¢, ze zalezno$¢ masy rakiety od czasu wynosi: m(t) = mg — pt, gdzie
o= dgzg = —% jest szybkodcig emisji gazow wylotowych (czyli szybkoscig ubytku
masy). Mozemy teraz zapisa¢ ile wynosi ped ukladu rakieta-gazy wylotowe w chwili ¢
(przed emisja masy gazu —dm) oraz po czasie dt, gdy rakieta wyemitowala gaz, a jej

predkos$¢ zmienita sie o dv:

p=p(t) =mv

P =pt+dt) =(m—dm)(v+dv) —dmyw =
= (m—dm)(v+dv) +dmw =
=mv+mdv +dm (w —v) =
=mv+mdv +dmu

Kierunki wektorow predkosci ustalilismy tutaj, zgodnie z Rysunkiem [3.17.] w konwen-
cji: wektory w gore z plusem, wektory w dét z minusem. Zatem przyrost pedu:

dp=p' —p=p(t+dt) —p(t) =mdv+dmu
Zgodnie z IT zasada dynamiki w postaci wzoru ((3.39.):

dv dm
dp=F.dt = mdv+dmu=F.d = my=1F —GFu

Jezeli teraz przypomnimy sobie, ze 9 = —/;, to otrzymamy koncowy wzor identyczny

z rownaniem ([3.40.)). v

Zauwazmy, ze w pierwszym rownaniu zapisaliSmy przyczynki do pedu catkowitego ukta-
du od wszystkich mas: rakiety oraz czasteczki gazu wylotowego. W ostatnim wzorze z
kolei wystepuje juz tylko zmiana predkosci (pedu) rakiety, a wpltyw gazéw wylotowych
zaznaczony jest w dodatkowym sktadniku sumy (sile ciagu).

2. Wyprowadz wzor Ciotkowskiego na zaleznosé predkosci rakiety swobodnej od czasu.
Rakieta swobodna nie jest poddana dziataniu zadnych sit zewnetrznych (w szczegol-
nosci pomijamy tu wplyw sily grawitacji czy sit oporu), zatem F, = 0. Roéwnanie
dynamiki rakiety swobodnej jest wiec postaci (wzor (3.40.))):

dv_ _dm
T T

Zauwazmy, ze tatwo rozwigzemy to réwnanie rozniczkowe eliminujac z niego czas i
catkujac tylko po predkosci i masie. Mnozac obustronnie przez dt, otrzymamy:

mdv = —udm = dv:—ud—m = ov=—ulnm+C
m

Stala catkowania C' znajdujemy z warunku poczatkowego: v(0) = 0 oraz m(0) = my.
Zatem C' = Inmy. Ostatecznie otrzymujemy wzor Ciotkowskiego:

v=uln 2 lub  o(t) =uln (&)
m mo — i
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albo w postaci wektorowej (wektory vU'i i sa przeciwnie skierowane):

7(t) = —i In (&)
mo — ut

Ciekawym wydaje sie pytanie o konicowa predkosé, jaka osiagnie rakieta po wypaleniu
catego paliwa. Niech masa poczatkowa rakiety z paliwem wynosi my = m, + my, gdzie
m, jest masa poczatkowa paliwa, a my masa korpusu rakiety (niezmienna w trakcie
lotu), przy czym masa paliwa jest zasadniczo wielokrotnie wieksza od masy korpusu
rakiety, m, > my,. Masa rakiety po wypaleniu calego paliwa pozostaje tylko m = my.
W takim razie predkosé¢ koncowa:

v = uln <w> =uln (14—@) zuln@
my my my

Ostatni (przyblizony) wzor czesto bywa nazywany rowniez wzorem Ciotkowskiego, a
stosunek m,/my jest waznym parametrem w technologii rakietowej. Wydajnosé ra-
kiety zalezy od dwoch wielkosci: szybkosci gazéw wylotowych wzgledem rakiety oraz
stosunku mas paliwa i korpusu rakiety. Jest to jednocze$nie powazne ograniczenie w
zastosowaniu paliw ciektych (chemicznych).

3. Barka o poczatkowej masie my = 1000 kg porusza sie po rzece pod wplywem statej,
poziomej sity F' = 1 kN (Rysunek . W pewnej chwili barka podptywa pod po-
dajnik piasku, z ktorego prostopadle na barke sypie sie piasek w tempie p = 50 kg/s.
Znajdz zaleznos¢ predkosci barki od czasu. Jaka predkos$é¢ ustali sie po dtugim czasie,
jezeli piasek ciagle sypie sie na barke z szybkoscia u?

Zadanie mozemy rozwigza¢ wykorzystujac oba dyskutowane w tym podrozdziale spo-
soby. Tak wiec zrobmy. W pierwszej kolejnosci mozemy zastosowaé wzor dla
samej barki. Ruch barki i oznaczenia zilustrowano na Rysunku

Sposob 1
Predkos¢ pozioma (ta nas interesuje) piasku wzgledem brzegu wynosi zero, czyli w = 0.
Ponadto, masa barki przyrasta wskutek dostarczania piasku, wiec u = —1—‘3—’?. Na pod-

stawie wzoru (3.40.) mozemy zapisac:

dv
m— = F + u(—v

P (=)
gdzie m = m(t) = mo-+ pt. Dostalismy dos$¢ trudne rownanie rozniczkowe, ktore jednak
rozwigzemy ,sprytnie”. Sprébujmy tak:

dv dv dm d
m—=F-w = m—+—v=F = —(mv)=F
a dt ' dt a ")

Teraz catkowanie jest juz proste, jesli potraktujemy wyrazenie ‘'muv’ jako jedng zmiennag.
Rozwiazanie jest nastepujace:

Ft Ft

mv=Ft+C = )= +(C=——
t) m(t) mo + pt

+C

Stata catkowania znajdujemy z tzw. warunkéw poczatkowych. Zatdézmy, ze na poczatku
naszej obserwacji (albo ruchu barki) predkos¢ barki wynosita vy = v(t = 0) = 0.
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Wowcezas nasze rozwiazanie: v(0) = ﬁ + C = 0 = C = 0. Ostatecznie, zaleznos¢

predkosci barki od czasu jest nastepujaca:

Et

) = ——
o) mo + ut

Jest to rosnaca funkcja czasu, co tatwo mozna sprawdzié¢ szkicujac jej przebieg. Pred-
kos¢ barki przyrasta, ale coraz wolniej (ciagle dziala na barke stala sita, ale jej masa
wefektywnie” rognie, przez co wielko$¢ przyspieszenia spada). Sprawdzmy jak wyglada
zaleznos$¢ przys$pieszenia barki od czasu (spodziewamy sie malejacej funkeji czasu):

d F'my
0= 3" Gng+ iy

Rzeczywiscie, zaleznosé przys$pieszenia od czasu jest dana hiperbola. Przyspieszenie
maleje w czasie, wiec predkosé rosnie coraz wolniej. Maksymalna predko$é, jaka osia-
gnie barka, znajdziemy, obliczajac granice wyrazenie na v(t) w nieskonczonosci (na
podstawie wykresu v(t) mozemy przekonadé sie, ze funkcja ta ma pozioma asymptote).

Liczmy:
Ft F
t—o0 t—o0 my + l’l’t M

co, po podstawieniu danych, daje wynik 20 m/s.
Sposob 11

Teraz sprobujmy zastosowaé pierwsze podejscie omowione w tym podrozdziale, miano-
wicie, zapiszmy zmiane pedu calego ukladu barka-piasek w przedziale czasu (¢,t 4 dt):

p=p(t) =mv
P =pt+dt) = (m+dm)(v+ dv)
dp=p' —p=(m-+dm)(v+dv) — mv =mdv + vdm = d(mv)

Stosujac wzor (3.39.)) dostajemy rownanie d(mv) = Fdt. Dalsze rozwiazanie rownania
rozniczkowego jest analogiczne do przedstawionego w Sposobie I. Ostatecznie dostaje-
my dokladnie takie samo rozwiazanie.

t: t+dt:
L\ L\
P _ i o
m 4 m+dm v+dv
’%ﬁé %—%
F F

Rysunek 3.18.: [lustracja ruchu barki, na ktora z podajnika sypie sie piasek.

Zadania

1. Rakieta startuje pionowo w gore wskutek sity odrzutu gazéw wylotowych, doznajac
jednoczesnie sity oporu powietrza proporcjonalnej do predkosci (F,, = —bv, gdzie b
jest stalym parametrem). Predkos¢ gazow wylotowych wzgledem rakiety to u, a tempo
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spalania p. (a) Zapisz rownanie dynamiki dla takiej rakiety. (b) Z jakim poczatkowym
przyspieszeniem porusza sie rakieta (w chwili ¢ = 0)? (¢) Jaka hipotetyczna maksy-
malng predkosé moze uzyska¢ rakieta (zakladamy, ze koncowa masa rakiety to my).
Rakieta startuje z vg = 0. Jak wygladataby sytuacja, gdybysmy uwzglednili dodatkowo
ciezar rakiety?

2. Wagon cysterne przewozacy 40 ton wody delikatnie pchnieto wzdluz toréw, nadajac
mu stata predkosé¢ o wartosci 1 m/s. Lokomotywa ciagnie wagon ze stala sita rowna
10 kN. Pomijamy opory ruchu. Przez nieszczelno$¢ w dnie wagonu wylewa si¢ woda z
szybkoscig 100 litrow na minute. Jaka predko$é¢ uzyska wagon w momencie, gdy cala
woda wyleje sie z wagonu? Znajdz zalezno$¢ predkosci od czasu.

3. Sprytny Jasiu robi swoja wlasna ,rakiete”. Na poktad wozka o masie wlasnej 20 kg
zabiera 50 kamieni, kazdy o masie 0,2 kg, nastepnie rozpedza wozek do predkosci 10
m/s na plaskim podlozu i wskakuje do niego. Waga Jasia to 30 kg. Wozek toczy sie
z pomijalnie malymi oporami ruchu. Jasiu wtacza teraz ,naped rakietowy”, tzn. w
stalym tempie wyrzuca do tytu po jednym kamieniu, nadajac mu predkosé¢ wzgledem
wozka 5,5 m/s. (i) Jaka konicowa predkosé¢ (tzn. po wyrzuceniu wszystkich kamieni)
uzyska ,rakieta” Jasia? (i) Ile kamieni powinien Jasiu zabraé¢ na poklad, aby osiagna¢
predkos¢ 15 m/s? (iii) Zamiast zabierania na poktad wiekszej liczby kamieni, Jasiu
postanawia wyrzuca¢ kamienie z wiekszg szybkoscig do tylu. Ile musiataby wynosi¢
nowa szybkos$¢ wyrzutu, aby z uzyciem 50 kamieni rozpedzi¢ ,rakiete” do 15 m/s?
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Rozdziatl 4.

Praca, moc, energia

4.1. Podstawowe definicje

Praca wykonana przez sile F' na przemieszczenie Ar = 75 — 1 jest skalarng wielkoscia
fizyczng zdefiniowang wzorem:

B
W =FoA7F (W—/ ﬁodf) (4.1.)
T1

Podajemy takze pelne definicje catkowe, ale nie bedziemy z nich korzysta¢ w zadaniach. W
szczegblnodci, sita dziatajaca prostopadle do kierunku przemieszczenia nie wykonuje pracy.
Sity, ktorych praca po torze zamknietym wynosi zero, nazywamy sitami zachowawczymi.
Jesli w ukladzie wystepuja tylko takie sity, to spelniona bedzie zasada zachowania energii,
ktora dyskutujemy w kolejnym podrozdziale. Sa to np. sita grawitacji, sprezystosci, elektro-
statyczna. Sila tarcia i oporu powietrza nie sg sitami zachowawczymi, tzn. nie zachowuja
catkowitej energii mechanicznej. Praca sily tarcia jest zawsze ujemna, bo tarcie jest przeciw-
nie skierowane do kierunku ruchu, czyli takze do wektora przemieszczenia. Oznacza to tylko
tyle, ze aby pokonac¢ dziatanie tarcia musimy dostarczy¢ do ukladu energii.

Podobna definicje pracy podajemy dla ruchu obrotowego. Wowczas to moment sity My
wykonuje prace na obrdcenie ciata o kat Ap = ¢y — 1 réwna:

Y2

W = MpAp (W = MFd<p> (4.2.)
1
Jednostka pracy w uktadzie SI jest dzul [J].
Moc jest to praca wykonana w jednostce czasu:

w dW
P=_— P=_— 4.3.
P )

Przydatny jest rowniez zwiazek mocy (chwilowej) ze stala sita dzialajaca na ciato oraz pred-
koscia chwilows, z jaka sie porusza:

P=F-v (Pzﬁoﬁ) (4.4.)

Wzor ten prosto wynika z definicji (4.3.)). Ponadto, jezeli wiemy, ze przez jaki$ czas ciato
poruszalo sie ze $rednig szybkoscia vg, to §rednia sita Fy wytworzyta moc Py = Fyvg,.
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Analogicznie podajemy wzor na moc chwilowg dostarczona przez moment sity Mp w
trakcie ruchu obrotowego z chwilowa predkoscia katowa @:

P=Mp-w (P:MFO@) (4.5.)

Jednostka mocy w ukladzie SI jest wat [W|.

Energia to miara zdolno$ci wykonywania przez cialo pracy. Jednostks energii w uktadzie
SI jest wiec takze dzul |J].
Energia kinetyczna jest zwigzana z ruchem - ciato posiadajace predkos¢ v ma energie kine-
tyczna:
_mw?

B = "o (4.6.)

Energia kinetyczna ciala w ruchu obrotowym wynosi:

Tw?
Eobry = =5~ (4.7)
Energia potencjalna (grawitacji) jest zwiazana z odlegloscia ciata od zrodta oddziatywania
grawitacyjnego, co wyraza prawo powszechnego cigzenia Newtona. W uproszczeniu mozemy
podaé¢ zwiazek energii potencjalnej z wysokoscig h ciala nad powierzchnig Ziemi:

E, =mgh (4.8.)

gdzie g &~ 9,81 m/s? jest przy$pieszeniem grawitacyjnym w poblizu powierzchni Ziemi. Wzor
jest poprawny przy zalozeniu, ze g = const.

Praca sity wypadkowej na odcinku 1 — 2 odpowiada zmianie energii kinetycznej ciata:
Wg, = Er — By = AL,

To samo dotyczy przypadku ruchu obrotowego - praca wypadkowego momentu sity powoduje
zmiane energii kinetycznej w ruchu obrotowym: WMF(w) = Eyobr)2 — Erobr)1 = AEk(obr)-
Praca sily grawitacji zwigzana jest ze zmiang energii potencjalnej: Wy, = E, —E,, = —AE,.

Przyklady

1. Znajdz catkowita energie kinetyczng toczacej sie z predkoscia v po poziomej ptaszczyz-
nie kuli o promieniu R i masie m.
Pamietamy, ze toczenie jest ztozeniem ruchu postepowego §rodka masy i ruchu obroto-
wego wokol §rodka masy. Wobec tego catkowita energia kinetyczna toczacego sie ciata

jest sumg energii kinetycznej ruchu postepowego i obrotowego.
mv? Tw?

Ei(catt) = Epost)y T Ek(obr) = - + 5

Moment bezwtadnosci kuli to [ = %mRQ. Przypomnijmy sobie tez zwiazek predkosci
liniowej 1 katowej w przypadku toczenia bez poslizgu (2.39.): v = wR. Wobec tego:

1 1
B(catr) = §mw2R2 + 5" ngQ cw? = —mw?R? = —mw
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2. Chlopiec pcha szafe o masie 50 kg po plaskim podtozu. Wspoélezynnik tarcia miedzy

szafa, a podtoga wynosi 0,3. Jaka prace wykonuje sita tarcia na odcinku 2 m? Jaka
prace wykonuje chtopiec?
Zeby obliczy¢ prace tarcia, skorzystamy z definicji pracy i sity tarcia . Sita
tarcia jest rowna oczywiscie sile nacisku (u nas caly ciezar szafy mg) razy wspotezynnik
tarcia, czyli T'= fmg. Mamy do czynienia z tarciem kinetycznym, ktore jest zwrdco-
ne przeciwnie do kierunku przesuwania szafy. Jak zawsze, praca sily tarcia jest wiec
ujemna, bo kat w iloczynie skalarnym jest —180°. Tak wiec praca tarcia wynosi

Wr =—fmgs =—-300J

Tresé zadania tego jasno nie precyzuje, ale mozemy zalozyé, ze ruch szafy jest jedno-
stajny. W takim razie, zgodnie z I zasada dynamiki, sita zewnetrzna (chlopca) musi
rownowazy¢ site tarcia, ﬁchlopca =_T. Chlopiec wiec wykonuje prace przeciwna do sity
tarcia, o tej samej na modut wartosci: Weniopea = —Wr = +300 J.

3. Jaka prace wykona sila ciezkosci podczas zsuwania sie ciata o masie m z ré6wni pochytej
o kacie nachylenia a i wysokosci h?
Korzystamy ze wzoru , przy czym kat miedzy przemieszczeniem a cigzarem wynosi
90° — .. Dtugo$é¢ przemieszczenia do dtugoéé réowni s = . W takim razie praca:

S @«
h

Wo=Q-s-cos(90° — a) =
0=Q-s-cos( a) mg - —

sina = mgh

Zauwazmy, ze otrzymany wynik to po prostu energia potencjalna, a $ciSlej mowiagc
roznica energii potencjalnych ciata na szczycie réwni (E,; = mgh) i na dole réwni
(Ey2 = 0), zatem dokladnie tak jak dyskutowaliémy to przy okazji definicji energii
potencjalnej: Wg = E,1 — Epp.

Jaka prace wykona sita tarcia, jesli wspotezynnik tarcia wynosi f?

- h
Wr=Tor=T-s-cos180° = —fmgcosa - —— = — fmgh ctga
sin «

4. Jaka prace wykonal wypadkowy moment sity na rozpedzenie stalowej obreczy o mo-
mencie bezwladnosci I = 0,5 kg-m? od spoczynku do predkosci katowej wy, = 15 rad /s?
Jesli rozpedzanie trwalto t = 10 s, to ile wynosil staty moment sity?

Aby obliczyé¢ prace momentu sity mogliby$smy skorzystaé ze wzoru , ale nie zna-
my ani catkowitego kata, ani wielko$ci momentu sity. Wiemy natomiast, ze wypadkowy
moment sity powoduje przyrost energii kinetycznej ruchu obrotowego. Zatem:

WMF(w) =W = AEk(obr) == Ek:(obr)2 - Ek(obr)l == %]wz —0= %Iw,% = 56,25 J

Skoro rozpedzanie (ze stalym przy$pieszeniem katowym, bo moment wypadkowy jest
staly) trwalo t = 10 s, to calkowity kat zatoczony w tym czasie wynosi

L 1 MF(w) 2
Ag@zéa’ft = MF(w):IE}:éTt
Moment sity obliczymy teraz ze wzoru na prace (4.2.):
1 M, 2AW I
W = MF(M)AQO = 5%752 = Mp(w) = 12 = % = 0,75 Nm
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4.2. Zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii jest wazna zasada w fizyce, ktorg wielokrotnie bedziemy stoso-
wacé do rozwiazania problemoéw fizycznych. W tym rozdziale wypowiemy jej tresé¢ i pokazemy
przyktady zastosowan.

W uktadzie izolowanym, w ktérym wystepujq tylko sity zachowawcze, catkowita energia me-
chaniczna jest zachowana:

E.=const & E,.=FE, < K.+ Epl = FEio + Ep2 (49)

Stosowanie zasady zachowania energii jest proste. Trzeba okresli¢ catkowita energie ukta-
du na poczatku i na koricu naszej obserwacji (np. w momencie puszczenia ciala ze szczytu
rowni i w chwili dotarcia ciata do konca rowni) i porownaé je ze soba. Stosujac te zasade
znajdujemy najczedciej predkosci badz wysokosci cial na jakim$ etapie ruchu. Pokazujemy
to w Przyktadach.

Jezeli w ukladzie wystepuje tarcie (lub inna sila niezachowawcza - np. sita oporu powie-
trza, lepkosci itd.) zasada zachowania energii nie jest spetniona. Stosujemy wowczas bilans
energetyczny, tzn. zastanawiamy sie na co zostala zamieniona catkowita energia mechaniczna
ciala, jakg posiadalo ono na poczatku ruchu. Oczywiscie zamieniona jest w energie mecha-
niczng na koncu, ale cze$é¢ tej energii zostala utracona na wykonanie pracy przeciwko sile
tarcia. Praca przeciwko sile tarcia jest co do wartosci réwna pracy, jaka wykona sita tarcia,
ale ma przeciwny znak. Zasade bilansu mozemy wiec zapisa¢ nastepujaco:

Eg=FEo+Ws & Eu+Ep=FEp+ Ey+Wr

4.10.
FatWr=Eo © B+ By+Wr=Em+ Ep (4.10.)

gdzie W7 jest praca przeciwko sile tarcia, a Wy jest praca sily tarcia. Oczywiscie W = =Wy,
Pamietamy, ze Wr < 0. JakbySmy nie zapisali bilansu energii, pamietajmy o tym, ze w
obecnodci tarcia ,tracimy” energie. Czyli zawsze musi by¢ Fq.o < E.

Przyklady

1. Korzystajac z zasady zachowania energii mechanicznej wyprowadzimy wzory na pred-
kos¢ konicowa w spadku swobodnym i rzucie poziomym, a takze wysokos¢ maksymalng
w rzucie pionowym oraz ukosnym.

Spadek swobodny:

E. =mgh 2
1 m;qQ Eq =E» = mgh= T o Vg = \/2gh
E02 = 2k 2
Rzut poziomy:
2
Eo = mgh + =5 mvs  mu? T
cl 7;:;.)92 + 2 Ecl :E02 = mgh+_oz_k = V= Ug+29h
EC2 - 2k 2 2
Rzut pionowy w goére:
By =20 mu? v
c Ec = Ec = —— =1 hmaz’ = hmax — 0
{E02 = mghma:p ' 2 2 g 29
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Rzut uko$ny:

mu?
Ea = 20
2
mu
Eeo = mghmax + 2090
mu?2 mu? cos? o v2sin? o
Ecl = E02 = 20 = mghmax + 02 = hmax = -0 29

2. Ciato o masie m porusza sie z predkoScia v; bez tarcia. W pewnym momencie przy-
ktadamy do niego site F. Po pokonaniu jakiego dystansu predkosé¢ ciata wzrosnie dwu-
krotnie?

Jesli sita I jest jedynag sila dzialajaca na cialo, to przyspieszenie ciala wynosi a =
Mozemy ulozyé¢ rownania ruchu dla tego ciala i znalez¢ nieznana droge s. ve(t) = 2v;.

vg(t):vl—b—%t t:%
=
s(t) = vt + 12 g = 3mui

2F

Pamietamy stowa, ktore padty przy okazji definicji energii kinetycznej, ze zmiana ener-
gii kinetycznej jest zawsze réwna pracy sily wypadkowej. Praca ta wynosi w naszym
przypadku po prostu Wr = F' - s. Mozemy zapisa¢ zasade zachowania energii i w ten
sposob znalezé s.

mv2  mu? 3mu? 3mu?
Wpr=Fi, —F = F.s= 2 _ L _ L = 1
F k2 k1 S 9 5 9 S Yo

Widzimy, ze zastosowanie zasady zachowania energii jest komplementarne z uzyciem
wzorow kinematycznych. W tym akurat przypadku zysk z jej uzycia nie jest bardzo
duzy, jednak czesto bywa tak, ze jej zastosowanie jest nieocenione, bo znacznie utatwia
rachunki. Nalezy jednak pamieta¢, ze w zasadzie zachowania energii nie wystepuje czas.
Zatem, chcac dyskutowaé¢ o czasie trwania ruchu, musimy uzy¢ réwnan ruchu.

3. Cialu nadajemy szybkos¢ poczatkowa vy = 10 m/s. Po przebyciu drogi s = 5 m w
kierunku poziomym ciato zaczyna ruch w gore rowni o kacie nachylenia o = 45°. Jak
wysoka musi by¢ rownia, aby cialo nie spadlo z rowni (nie przelecialo poza nia)?

Rozwazmy najpierw przypadek bez tarcia. Zadanie to mozna rozwigzac¢ uzywajac ki-
nematyki (piszac rownania ruchu i je rozwiazujac), co polecamy jako dodatkowe ¢wi-
czenie. My zastosujemy zasade zachowania energii, poréwnujac dwa potozenia ciata -
na poczatku ruchu i na szczycie réwni o nieznanej wysokosci, gdzie chcemy, by ciato
sie zatrzymalo (vg = 0).

By =38
Ecg = mgh1

2

Ea=FEs = "™8—mghy, = h=%=5m
el = Lo 5 — mgh 1= 5, =

Zauwazmy, ze gdy pomijamy tarcie nie ma znaczenia jaki dystans ciato przebyto do
osiggniecia szczytu réwni, ani co ,dziato sie¢” z nim podczas ruchu. Wazne jest, ze mo-
zemy stosowaé zasade zachowania energii, bo nie ma sit niezachowawczych. Cialo po
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przebyciu drogi s nadal ma predkosé vy = 10 m/s.

Wprowadzmy teraz do uktadu tarcie scharakteryzowane wspotczynnikiem f = 0,5. Za-
pisujac bilans energetyczny (juz nie zasade zachowania energii) uwzgledniamy prace
sity tarcia na drodze: s+dlugosé rowni, ktora wynosi s’ = Sﬁfa, gdzie hy jest wysoko-
Scig rowni w tym drugim przypadku. Na obu odcinkach sita tarcia ma inng wartos¢,
odpowiednio: T'= fmg oraz T' = fmg cos «. Zatem praca przeciwko sile tarcia na calym

dystansie:

We, =T -s+T' -5 = fmgs+ fmgcosas’ = fmg(s+ cosa Sﬁfa) = fmg(s + hactga)
m'U2
Ecl = 20
Ew =mgh
Wi, = fmg(s+hactga)
’m’u2 'U2— S
Eo = Eo+Wz, = =% =mghy+fmg(s+hactga) = hy = MOH—QC]?M =1,25m

Widzimy, ze r6znica jest spora. Oczywiscie z uwzglednieniem sity tarcia ciato bedzie w
stanie pokonaé¢ o wiele mniejszy dystans. Nie jest to zaskoczenie, bo taka jest natura
sity tarcia.

4. 7 jakiej wysokosci H musi zeslizgnaé sie punkt materialny z rowni, aby pokonaé ,dia-
belska petla”, ustawiong u dotu réwni (Rysunek? Promien petli wynosi R = 20 cm.
Piszemy zasade zachowania energii dla dwoch potozeni ciata - na szczycie réwni o wy-
sokosci H bez predkosci poczatkowej i na szcezycie petli o wysokosci 2R, gdzie ciato ma
predkoscé v.

mu?

mgH:mg-2R+T

Widzimy, ze mamy 2 niewiadome - H oraz v. Musimy wykorzysta¢ jeszcze jedng infor-
macje - na szczycie petli cialo nie moze od niej odpasé. Cialo wykonujac petle porusza
sie po okregu, zatem dziala na niego sita odsrodkowa, u szczytu petli skierowana do
gory, ktora musi co najmniej rownowazy¢ site grawitacji zwrocong w dot. Stad mamy:

TTLU2

2
—=mg = v°=¢gR
R g g

Wracamy teraz do zasady zachowania energii.

mgH—mg-QR—l—%gR—gng = H—gR
Zadajmy sobie teraz pytanie: jaka prace wykonata sita grawitacji przy przemieszczeniu
ciala od startu do najwyzszego miejsca na petli? Zal6zmy mase m = 1 kg. Ciato
przemieszcza sie ruchem krzywoliniowym wzdtuz toru, dlatego trudno byloby nam
obliczy¢ prace sity grawitacji z tym ruchu ze wzoru definicyjnego (4.1.). Bez w pelni
poprawnego wzoru catkowego jest to nawet niemozliwe. Jednak pamietamy, ze praca
sity ciezkosci moze by¢ obliczona jako roznica energii potencjalnych mierzonych w
dwoch skrajnych punktach toru (od startu do mety). Zatem w naszym przypadku:
WQ:Epl—EpgzmgH—mg-QR:mg-gR—mg-QR:%ng.
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\,m

Rysunek 4.1.: Ilustracja do zadania z ,diabelska petla”.

5. Jaka predkos¢ koncowa osiagnie cienka obrecz toczaca sie z rowni pochylej o wysokosci
h u dohu réwni?
Mamy teraz przykltad zastosowania zasady zachowania energii w ruchu bryly sztywne;j.
Dziata ona tak samo, a r6znica polega tylko na tym, ze toczaca sie bryla sztywna ma
zaréwno energie kinetyczna w ruchu postepowym, jak i obrotowym. Moment bezwtad-
nosci cienkiej obreczy wynosi I = mR?. Zapisujemy wiec zasade:

{Ecl = mgh

2 2
Eep =15 4 18 — 2

Eq.=Es5 = mgh=mv* = v=+/gh

Mozna by zapytac¢, czy wolno nam w przypadku toczenia stosowac¢ zasade zachowania
energii, skoro wystepuje sita tarcia? Jednak jest to ,inne” tarcie - nie kinetyczne zwia-
zane z pocieraniem jednej powierzchni o druga. To tarcie statyczne, ktére nie wykonuje
pracy. Powoduje ono, ze pojawia sie¢ moment silty wprawiajacy cialo w ruch obroto-
wy. Wlasdnie przez to, ze cialo wykonuje ruch obrotowy, obok postepowego, energia
potencjalna na szczycie rowni nie zostaje zamieniona w calo$ci w kinetyczna ruchu
postepowego. Dzialanie tarcia jest niejako ,ukryte” w wyrazie na energie kinetyczna
ruchu obrotowego. Zasada zachowania jak najbardziej obowiazuje w przypadku tocze-
nia bryly sztywne;j.

Zadania

1. Jaka predkos¢ osiagnie ciato o masie m=1 kg, ktore pod dzialaniem stalej sity F'=20 N
jest podnoszone na wysoko$¢ h=2 m? Predko$¢ poczatkowa jest rowna 0.

2. Ciato o masie m = 5 kg zsuwa sie z wysokosci h = 1 m po rowni pochytej o kacie
nachylenia o = 30°. Ile wynosi energia kinetyczna ciata u podstawy réwni w dwoch
przypadkach - bez tarcia i z tarciem (wspotczynnik tarcia f = 0,2)7 Jak wyglada bilans
energetyczny uktadu?

3. Jaka predkos¢ poczatkowa nalezy nadaé cialu na szczycie rowni, aby mogto ono pokonaé
,diabelska petle” o promieniu réwnym wysokosci rowni?

4. Jaka prace wykona sita ciagu silnika wjezdzajacego na szczyt réwni o wysokosci h=10m
i kacie nachylenia o« = 10° ze stala szybkoscia v = 15 m/s? Wspolczynnik tarcia
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wynosi f = 0,3. Jaka prace wykona silnik, jesli zjezdza on w dot rowni réwniez ze stala
szybkoscia. Jaka to szybko$¢ (przypominamy zwiazek (4.4.))7

5. Prosze rozwiazaé zadanie dot. rozwijania linki nawinietej na bloczek, do ktorej przy-
mocowano mase m, stosujac zasade zachowania energii. Chodzi o Przyktad 2 z Pod-
rozdziatu B.6.3] w Rozdziale 3.

6. Cienkoscienng obrecz o masie m = 10 kg i promieniu R = 50 cm (I = mR?) pchnigto w
gore rowni z predkoscia poczatkowa vy = 2 m/s. Zauwazono, ze po t = 3 s toczenia bez
poslizgu obrecz sie zatrzymala. Oblicz prace momentu sily tarcia wykonana w czasie
ruchu w gore rowni oraz wielkosc¢ tej sity. Jaki jest kat nachylenia roéwni do poziomu?

_ _1 2 _ muy o} _ 2T
Odp. Wr = —gmug, T'= "2, sina = g
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Rozdzial 5.

Grawitacja

5.1. Prawo powszechnego cigzenia

Podstawowym prawem teorii grawitacji jest podane przez Newtona prawo powszechnego
cigzenia, ktore definiuje site wzajemnego oddziatywania grawitacyjnego dwoch mas M i m
odlegtych od siebie o r:

Mm Fo M
r

F,=G (5.1.)

r?or
Stala grawitacji G ma wartos¢ 6,67 - 1071 Nm?/kg?. Sila grawitacji ma charakter przycia-
gajacy (znak ,,—”) i jest wprost proporcjonalna do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odlegtosci miedzy nimi. Wzor (5.1.) obowiazuje dla mas punktowych oraz kuli-
stych (takze sferycznych). Nalezy przy tym pamietac, ze r we wzorze mierzymy od srodkow
obu mas. Np. na ciato lezace na powierzchni Ziemi dziata ze strony Ziemi sita zdefiniowana
wzorem (5.1.)) z promieniem Ziemi Rz w mianowniku, bo taka jest odlegto$¢ od naszej masy
do $rodka Ziemi. Po drugie, sita grawitacji jest sita wzajemnego oddzialywania, co oznacza,
ze 7 jaka sitla masa M przycigga druga mase m, z taka tez silag masa m przyciaga mase
M. Sily te maja te same wartosci, tylko przeciwne znaki i sa przytozone do réznych ciat:
FM,m = —L'mM-

W codziennym zyciu i w prostych zadaniach stosujemy wzor na site grawitacji (ciezar)
w postaci: () = mg, gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym. Jest to réwniez popraw-
ny wzor na site ciezkosci, w przyblizeniu matych wysokosci nad powierzchnia (Ziemi, innej
planety itd.). Jesli poréwnamy go z prawem powszechnego ciazenia otrzymamy zwiazek mie-
dzy przy$pieszeniem grawitacyjnym ¢ z parametrami masy zrodlowej, wytwarzajacej pole
grawitacyjne, czyli promieniem R i masa M np. Ziemi czy Ksiezyca:
Mm GM
mg =G 7 = g= e
Podstawiajac dane Ziemi: M, = 6 - 10%* kg, R; = 6370 km otrzymujemy warto$é¢ g = 9,86
m/s?, co jest wynikiem niemal idealnie zgodnym z prawdziwa wartoscia (9,81 m/s2). Zwiazek
jest prawdziwy dla wszystkich cial niebieskich, np. planet i gwiazd.

(5.2.)

Jak juz wiemy, sila grawitacji jest sila zachowawcza. Mozna wiec zdefiniowa¢ dla niej

energie potencjalna;
Mm

r

E,=-G (5.3.)

94



ROZDZIAL 5. Grawitacja 5.1. Prawo powszechnego cigzenia

Znowu, znak ,—" (ujemna energia grawitacji) $wiadczy o przyciagajacym charakterze pola
grawitacyjnego. Zauwazmy, ze w szczego6lnosci ciato na powierzchni Ziemi ma niezerowa
energie potencjalng £, = —G Mzm Dotychczas poznaliSmy wzor na energie potencjalng

grawitacji postaci E, = mgh, gd21e h jest wysoko$cig nad pewnym umownym zerowym
poziomem energii potencjalnej, czesto przyjmowanym na powierzchni Ziemi. Wzoér mgh jest
uproszczeniem dokladnego wzoru (5.3)), przy czym zakladamy, ze na powierzchni Ziemi
jest pewien referencyjny poziom odniesienia (przyjmujemy tam E, = 0), a przy$pieszenie
grawitacyjne jest stale.

Przyklady

1. Jaki jest promien Ksiezyca, na ktérego powierzchni cztowiek ,wazy” 6 razy mniej niz
na Ziemi? Wiemy, ze My = 81 M.
Wykorzystamy oczywiscie wzor , bo znamy przy$pieszenie grawitacyjne na Ksie-
zycu. 7 tresci zadania wiemy, ze cztowiek ,wazy” na Ksiezycu 6 razy mniej niz na
Ziemi, tzn. jego ciezar jest tam 6 razy mniejszy. Doswiadczyl tego np. Neil Armstrong
spacerujacy po Ksiezycu 21 lipca 1969 roku, co mozemy oglada¢ na archiwalnych na-
graniach. Ale masa jest oczywiscie taka sama (masa jest miara ilosci materii, a przeciez
cztowieka ,nie ubylo” na Ksiezycu). Zatem gx = égz, czyli uwzgledniajac dla
Ksiezyca i dla Ziemi oraz ktadac My = 81 Mk:

9K = ¢ ez 2
{gK (cj;zvi( s 1G8IMy _ GMyx (R_K> =5 = Rg~027R; ~ 1720km
R2

2. Znajdz punkt na linii Ziemia—Stonce, w ktérym na mase m nie dziala sita wypadkowa
(tzw. punkt rownowagi grawitacyjnej).

Rysunek 5.1.: Tlustracja do przyktadu o punkcie réwnowagi grawitacyjnej.
Przyjmijmy oznaczenia jak na Rysunku (5.1]). Na mase¢ m umieszczona w punkcie K

dzialajg dwie sity - pochodzaca od Slonca F1 i Ziemi F. Chcemy, aby mialy one te
same wartosci 1 przeciwne zwroty. Wykorzystujac definicje (5.1.)) napiszemy réwnosé:

G

M M —z\> M - M
e (7“ x>:VS = = MS - =
x (r—ux) x Z x 2 Ms+1
Przyjmujac mase Storica Mg = 333M 5 oraz odleglos¢ Ziemia—Storice » = 150 000 km
mamy x = 0,057 ~ 7800 km, a wiec ,,tylko” ok. 1500 km nad powierzchnia Ziemi. Wynik

moze by¢ zaskakujacy, ale przeciez jest bardzo logiczny. Punkt rownowagi grawitacyjnej
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pomiedzy masa ogromna i mata musi by¢ bardzo blisko tej matej masy, ktora ,stabo”
oddziatuje na nasza mase m, umieszczona w tym punkcie. Oczywiscie wynik nie zalezy
od tej probnej masy m.

3. Sprawdz, ze wzor szkolny na energie potencjalng grawitacji E], = mgh jest rzeczywi-
$cie tylko przyblizeniem wzoru dokladnego na E, dla niewielkich odlegltosci od
powierzchni Ziemi.

Zadanie jest bardzo ogoélnie sformutowane, ale chodzi w nim o to, zeby obliczy¢ energie
potencjalng przy pomocy obu wzoréw dla dwodch przypadkéw odlegtosci nad powierzch-
nig Ziemi i poréwna¢ wyniki. Mozna bezposrednim rachunkiem obliczy¢ te energie, ale
mozna tez troche bardziej ,profesjonalnie”. Na poczatek wybierzmy dwie wysokosci
hi =10 km (na takiej wysokoci lataja samoloty) i hy = tRy (czyli juz w przestrzeni
kosmicznej). Zeby uniezalezni¢ wynik od masy, na ktora ma oddzialywa¢ Ziemia, ale
pr: Ep , gdzie E], jest energia
potencjalng liczong za pomoca szkolnego wzoru, a F, - za po?nocq wzoru doktadnego.

Masa m sie wtedy ,skroci”. We wzorze doktadnym pominiemy tez znak ,,—”, bo intere-

suje nas tylko wartos¢ bezwzgledna energii. Stosunki te oznaczymy sobie dla wygody

przez e. Jaka interpretacje bedzie mialo e? Bedzie to nic innego, jak blad wzgledny
popelniany przy korzystaniu z uproszczonego, szkolnego wzoru. Blad wzgledny jest
procentowa (utamkows) miarg tego, jak warto$¢ E odbiega od wartodci prawdziwe;

E,. Tm blizsze jednosci (100%) jest e, tym obie wartodci ), i E, sa bardziej zgodne ze

sobg. Liczmy. Dla dowolnego h mamy:

tez zeby moc lepiej go zinterpretowaé, obliczmy stosunki:

E, - E, X E, | _ _mgh GMz| _ | (Rz+h)h
e = —- = _—— = _——— = = — = _—_—
Ep E’p GMZm g R% RQZ
R,+h

Kladac teraz hy = 10 km oraz hy = %R)Z w miejsce dowolnego h mamy: e; = 0,9984 =
99,84% oraz e = 0,25 = 25%. Rozbieznos¢ jest, jak wida¢, ogromna. Jak zinterpretowac
te dwa wyniki? Duzo mniejszy btad, prawie zaden, w stosowaniu uproszczonego wzoru
mgh popelniamy dla bardzo niewielkich odlegtosci od powierzchni Ziemi (h = 10 km
~ 0,15% Rz). Dla duzych odlegtosci blad staje sie bardzo duzy i nie mozemy juz
stosowaé wzoru mgh.

4. Na pewnym etapie swojego zycia gwiazda moze zapasé sie grawitacyjnie pod wpltywem
wtasnej masy. Jak zmieni sie okres obrotu wokot wlasnej osi gwiazdy, ktora zapadajac
sie grawitacyjnie zmniejszyta swoj promien 3 razy?

Bardzo podobne zadanie zaproponowaliSmy do samodzielnego rozwigzania w Zada-
niach do Rozdzialu [3.8] Gwiazdy, jak niemal wszystkie ciata niebieskie, wiruja wokot
wtasnej osi. Np. ,doba stoneczna” trwa ok. 25 dni ziemskich. Wskutek kolapsu grawita-
cyjnego zmniejsza sie promien gwiazdy, a wiec i moment bezwtadnosci gwiazdy, ktora
mozemy traktowa¢ (w przyblizeniu) jako jednorodna kule o masie M (moment bez-
wtadnosci kuli I = %MRQ). Skoro maleje moment bezwtadno$ci, to, zgodnie z zasada
zachowania momentu pedu dla bryly sztywnej, musi wzrosna¢ czestosé¢ w - patrz wzor
. Czestos¢ mozemy powigzac z okresem: T = %’r 7 tresci zadania wiemy tez, ze
R2 = %Rl

2w 27 T2 (RQ

2 2
Luwy = hwy, = —MR%-———MRg-— = = (==
5 Ry

2
1
= = = = T, =-T,
. 5 T, T ) 27 gt
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Zatem okres gwiazdy zmaleje 9-krotnie. W podobny sposéb powstaja pulsary - gwiaz-
dy neutronowe o bardzo duzym okresie obrotu woko6t wlasnej osi, emitujace swiatto
w postaci pulséw o tym samym okresie. Gwiazdy neutronowe powstajg wskutek za-
padniecia sie gwiazd o masie rzedu kilku mas Stonca do rozmiaréw rzedu kilkunastu
kilometrow w $rednicy. Ich okres obrotu musi by¢ wiec bardzo maty - i rzeczywiscie
jest, moze wynosi¢ rzedu milisekund.

5.2. Predkosci kosmiczne, satelity

Satelita nazywamy obiekt, ktory porusza sie wokol masy zrodtowej po orbicie kolowej,
tzn. ani nie oddala si¢ od ani nie spada na zrédto. Np. Ksiezyc jest naturalnym satelita
Ziemi, a Hot Bird jest satelitg telekomunikacyjnym Ziemi. Skoro satelita ma poruszaé sie po
orbicie, czyli po okregu, musi dziatla¢ na niego sila dosrodkowa skierowana do $rodka jego
orbity i powodujaca zakrzywienie toru ruchu. Ale jedyna sita dziatajacg na satelite jest sita
grawitacji. Zatem to sila grawitacji musi petnic¢ role sity dosrodkowej, co zapiszemy:

2
F—F = gMm_m (5.4)

72 r

gdzie wykorzystalismy definicje sit dosrodkowej ([3.10)). Z powyzszej rownosci mozemy np.
obliczy¢ predkosé v satelity poruszajacego sie po orbicie o promieniu r (oczywiscie r liczymy
od $rodka masy zrodlowej - np. Ziemi - do srodka satelity - np. Ksiezyca lub Hot Bird).
Predkos¢ v jest predkoscia liniowa na obwodzie orbity (jest ona styczna do orbity).

5.2.1. 1 predkos$é kosmiczna

Jest to taka predkos¢ pozioma, jaka nalezy nadac cialu na powierzchni Ziemi, aby stato sie
ono satelita Ziemi (Rysunek [5.2.a). Skoro tak, to wystarczy, ze we wzorze (5.4.) podstawimy
My i Rz w miejsce masy zrodta i promienia orbity. Otrzymamy:

Mzm — mv} GMy
G = — = =
B2~ Ry ”I R,

~ 7,9km/s (5.5.)

Pamietajac zwiazek (5.2.) miedzy przySpieszeniem grawitacyjnym Ziemi, a jej promieniem i
masg, mozemy zapisa¢ wzor na vy jeszcze tak:

GM,;
R,

v = gRZ (56)
Wartos¢ pierwszej predkosci kosmicznej jest bardzo duza - az 7900 m/s, czyli ok. 23 razy
wieksza od predkosci dzwieku w powietrzu. Zauwazmy, ze satelita poruszajacy sie na orbicie
na wysokosci h nad powierzchniag Ziemi, czyli orbicie o promieniu r = Rz + h, ma predkos¢

%<U1.

rowng v = 4/ g5

5.2.2. 1I predkos$é kosmiczna

IT predkosé¢ kosmiczna to taka predkos$¢ pionowa, jaka nalezy nadac rakiecie, aby opuscita
ona ziemskie pole grawitacyjne (Rysunek |5.2.b]). Jest ona czasem nazywana takze predkoscia
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(a) I predkos¢ kosmiczna. (b) II predkos¢ kosmiczna. (c) Satelita geostacjonarny.

Rysunek 5.2.: Tlustracja predkosci kosmicznych i satelity.

ucieczki (z pola grawitacyjnego Ziemi). Zeby znalezé¢ wzor na II predkosé kosmiczng vy,
nalezy zastosowacé zasade zachowania energii mechanicznej i zalozy¢, ze w punkcie docelowym
nasza rakieta sie zatrzymala (nie ma juz energii kinetycznej) i jej energia potencjalna wynosi
zero (nie oddzialuje juz z Ziemia, uciekla z pola ziemskiego). Oczywiscie na starcie rakieta
ma i energie kinetyczna, i energie potencjalna, znajduje sie w odlegltosci Rz od §rodka Ziemi.
Wyprowadzenie jest wiec proste:

2 M 2GM.
mvH—G Zm:O = U= G Z

Ec = Ec 0
d ! 2 Ry Ry

)

= V2u ~ 112km/s  (5.7.)

Jest ona wiec, co oczywiste, wieksza wartosé niz vy. Zauwazmy, ze tak vr jak i vy nie zaleza
od masy wynoszonego na orbite satelity lub wystrzeliwanej w kosmos rakiety. W obu wy-
prowadzeniach masa m ,skraca sie”.

W analogiczny do spos6b mozna znalezé tzw. trzecia predkosé vy, ktora umozli-
wia ciatu (rakiecie) opuszczenie pole grawitacyjne Uktadu Stonecznego. Poniewaz praktycz-
nie cala masa Ukladu Slonecznego skupiona jest w Storicu o masie Mg = 2 - 10% kg, do
wzoru na vy wstawimy wtagnie Mg. Zakladajac, ze nasza rakieta startuje z Ziemi, jako
odlegtos¢ we wzorze wstawimy promien orbity Ziemi w ruchu dookota Storica rzg, czyli ok.

150 000 000 km (odlegtosé ta jest tzw. jednostka astronomiczna, j.a. lub a.u.). Otrzyma-

2GMs

- 42,1 km/s. W rzeczywistosci nie potrzeba az tak duzej szybkosci, aby

my vnr =
wystrzeli¢ rakiete poza Uktad Stoneczny. Jesdli uwzglednimy szybkos$¢ Ziemi na jej orbicie
okotostonecznej (ok. 30 km/s), to predkos¢ ucieczki z pola grawitacyjnego Storica staje sie
duzo mniejsza. Czasem definiuje sie takze czwarta predko$é¢ kosmiczng vry. Jest to predkosé

potrzebna do opuszczenia przez rakiete naszej Galaktyki i ma wartosé ok. 350 km/s.

5.2.3. Satelita geostacjonarny

Ten satelita nie dos¢, ze jest satelitg Ziemi (czyli w jego ruchu po okregu wokot Ziemi sita
grawitacji pelni role sity dosrodkowej), to jeszcze ma okres obiegu wokot Ziemi rowny dobie
ziemskiej (dlatego mowimy, ze jest geostacjonarny) - Rysunek Innymi stowy, satelita
ten wisi nad okreslonym punktem nad powierzchnia Ziemi i razem z tym punktem wykonuje
peten obrot w ciagu 24 h. Nalezy od razu skomentowaé, ze taki ruch satelity jest mozliwy
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tylko jesli jego orbita lezy w plaszczyznie rownika Ziemi. A wiec satelita geostacjonarny wisi
nad réwnikiem. Dlatego tez, zeby odbiera¢ sygnal telewizji satelitarnej, np. Hot Bird, ktory
jest satelita geostacjonarnym, musimy skierowaé czasze anteny satelitarnej na potudnie.

Interesujacym zagadnieniem jest znalezienie promienia orbity takiego satelity (lub jego
wysokosci nad powierzchnia Ziemi). Obie potrzebne informacje, ktore musimy wykorzystac,
juz podalisémy - satelita geostacjonarny jest satelita i ma okres obrotu woké6t Ziemi réwny
T = 24h = 86400s. Mozemy wiec zapisaé

_ GM. 2
Fg = Fd ngm == m;) GMzm _m 4q2p2 . 7,,3 — GMZT2 (5 8 )
T = 86400s = 2rr r? ro T2 4m? o
T

Po podstawieniu danych otrzymamy wynik r» ~ 42300 km. Wobec tego wysokos$¢ satelity
geostacjonarnego nad powierzchnia Ziemi wynosi h = r— Rz ~ 36 000 km. Jest to juz daleko
poza ziemska atmosfera.

Przyklady

1. Na jaka wysoko$¢ nad powierzchnie Ziemi wzniesie sie rakieta wystrzelona z powierzch-
ni z predkoscia vy = 1000 m/s?
To jest $wietne zadanie na wykorzystanie zasady zachowania energii. Na powierzchni
Ziemi rakieta ma oczywiscie energie kinetyczna, zwigzana z predkoscia vy, ale i ener-
gie potencjalng - pamietamy dyskusje tuz przed Przykltadami. Gdzie§ na wysokosci h
nad Ziemia, ktorej szukamy, rakieta ma tylko energie potencjalna, bo sie zatrzymuje.
Zapiszemy wiec zasade zachowania energii:

mu? B GMZm _ Mym 2GM 4R,

_ ~ h= — Ry =511k
2 RZ Rz+h QGMZ—USRZ Z ’ o

Ciekawym przypadkiem jest, gdy predkosé poczatkowa rakiety jest jakims utamkiem T
lub IT predkosci kosmicznej. Oczywiscie gdy vy = vir odpowiedz jest prosta i nieciekawa
- rakieta ucieknie do nieskonczonosci. Tego sie spodziewamy, bo wiemy, ze vy jest pred-
koscig potrzebng do opuszczenia pola ziemskiego, a energia potencjalna oddzialywania
grawitacyjnego jest zero dopiero w nieskonczonosci. Czy ten sam wniosek wynika ze
wzoru powyzej? Sprawdzmy. WykazaliSmy w %777.[), ze v} = Q%J‘;Z . Wtedy w liczniku
powyzszego wzoru mamy: 2GMzRz;m — mR - ZR—ZZ = (. Zero w mianowniku oznacza,
ze h = oo.

Obliczmy h, ktore osigga rakieta o predkosci poczatkowej réwnej np. %vl. Na podstawie
1) wiemy w takim razie, ze v3 = 1. Ggiz, a po podstawieniu do naszego ogolnego
TRz =910 km.

[l e

wzoru otrzymujemy: h = %RZ — Ry

2. O ile trzeba zwiekszy¢ predkosé satelity krazacego po orbicie geostacjonarnej, aby mogt
on poruszac sie na orbicie o 2-razy wiekszym promieniu?
To zadanie nawigzuje do manewru przeniesienia satelity na inng orbite. W tym celu
nalezy na chwile odpali¢ silniki naszego satelity i zwickszy¢ jego predkos$¢ na orbicie.
Pomijamy w tym rozwiazaniu kwestie orbity transferowej (elipsy), a jedynie pytamy, o
ile wieksza predkosc jest potrzebna, aby cialo bylo satelita na 2-krotnie dalszej orbicie.
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Wiemy, ze promien orbity i predkos¢ orbitalna sa ze soba powiazane wzorem (|5.4.)).

GMm __ mv%
r% T orm
GMm __ mv; 2 _GM _ GM _ 1,2 S
r% T ore = V2 72 21y 21}1 = U2 \/ivl
o = 2T1

Zatem zmiana predkosci musi wynosi¢ Av = vy — v = (1 — \%) v1 =~ 0,29v; - o tyle
nalezy zwiekszy¢ predkosé satelity, przy czym v; jest pierwotna predkoscig na orbicie
geostacjonarnej. Oczywiscie v; = 2’;’1, gdzie T' =24 h i r; = 42300 km, jak obliczyli-
smy w (5.8). W takim razie Av ~ 0,9 km/s.

Zaszalejmy jeszcze dalej. Zatozmy, ze wiemy, ze w trakcie krotkotrwalego odpalenia sil-
nikow satelity, potrzebnego do nadania dodatkowej predkosci Av, dysponujemy znang
sila ciagu silnikow, np. F,. = 10 kN.

Na marginesie: sita ciggu silnikow bierze sie z odrzutu gazow wylotowych spalanych
przez silnik (silnik odrzutowy, jak w samolocie pasazerskim). Zalezy ona od predkosci
gazow wylotowych wzgledem silnika v, © szybkosci ubytku masy paliwa w trakcie spala-

nia p [kqg/s| poprzez prostq relacje: F = —U,.

Powiedzmy, ze znajac sile ciagu F., mase satelity (np. m = 1 t) i potrzebna zmiane
predkosci Av, chcemy obliczy¢ na jak dlugo nalezy wlaczyé silnik, aby uzyskaé¢ poza-
dany wzrost predkosci. Przypomnijmy sobie wzor (3.3]), ktory wiaze sile wypadkowa
ze zmiang pedu w czasu (uogodlniona II zasada dynamiki). U nas sila wypadkowa jest
F., a zmiana pedu Ap = mAwv. Poniewaz zmiana pedu zachodzi w stosunkowo dlugim
czasie, 11 zasade dynamiki zapiszemy bez pochodnych, a tylko przez ,delty”. Czas At
mozemy wiec tatwo wyliczy¢ jako:

mAv
F,

At = =90s

Okazuje sie, ze wystarczy nam odpalenie silnikéw na stosunkowo krotki czas, aby uzy-
ska¢ potrzebng do zmiany orbity predkos¢. Taki impuls jest bardzo ekonomiczny, bo w
krotkim czasie spalimy niewiele paliwa. Warunkiem jest jednak to, aby silnik pozwalat
na uzyskanie odpowiednio duzej sity ciggu, co wymaga uzycia mocnych silnikéw od-
rzutowych.

Na koniec tego dos¢ dtugiego przykladu musimy jeszcze skomentowa¢ jedna sprawe.
Ciekawostka. Przedstawiony w przykladzie manewr zmiany orbity przez satelite jest
zblizony do tzw. manewru transferowego Hohmanna (od nazwiska niemieckiego na-
ukowca). Jest to najbardziej ekonomiczny sposob zmiany orbity kolowe] statkow ko-
smicznych poprzez tylko dwukrotne uzycie silnikow (dwoch impulsow predkosci). Na
czas manewru statki poruszaja sie po tzw. orbicie transferowej Hohmanna, ktora jest
elipsa (Ziemia znajduje sie w jednym z ognisk elipsy). Dlaczego dwukrotne uzycie silni-
kow? Po osiagnieciu docelowej orbity nalezy przyltozy¢ jeszcze jeden impuls predkosci,
aby utrzymac statek na nowej (np. wiekszej) orbicie kotowej i zeby statek nie powrdcit
na stara orbite po eliptycznej trajektorii Hohmanna. Oczywiécie manewr ten mozna
wykonac nie tylko wykorzystujac ruch po orbicie okotoziemskiej. Po wiecej szczegdtow
odsytamy do innych Zroédet.
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5.3. Prawa Keplera

Na poczatku XVII w. Johannes Kepler podal 3 prawa ruchu planet wokét Stonca, wnio-
skujac na podstawie obserwacji astronomicznych Galileusza i Tyho de Brahe. W tym pod-
rozdziale tylko krotko je dyskutujemy.

I prawo Keplera

Planety kraza wokél Stoiica po orbitach o ksztalcie elipsy, a Stoice znajduje sie
w jednym z ognisk elipsy. Elipsa jest krzywa zamknietg charakteryzujaca sie tym, ze ma
dwa ogniska - punkty takie, ze suma odlegtosci dowolnego punktu elipsy od tych punktow
jest stata. Elipsa ma dwie prostopadte osie o r6znych dtugos$ciach. Dla poréwnania okrag
ma tylko jedna o$ - Srednice. Inna charakterystyczna dla elipsy wielko$cia jest mimosrod,
ktory wyraza stosunek odlegto$ci miedzy ogniskami do dlugiej osi elipsy. Mimosrod okresla
jak bardzo ,sptaszczona” jest elipsa. Mimosrod réwny zero oznacza okrag. Okazuje sie, ze
planety Uktadu Stonecznego maja bardzo mate mimosrody, w wiekszosci rzedu 0,008-0,01.
Oznacza to, ze ogniska orbit ,zbiegaja sie” niemal do jednego punktu w $rodku elipsy, a
wiec orbita jest prawie kotowa. Wyjatkiem jest tutaj Merkury i Pluton, ktérych mimosrody
wynosza ok. 0,2. Orbity Merkurego i Plutona sa wiec bardziej rozciagniete (,mniej okragte”).

II prawo Keplera

Promienie wodzace planet w ruchu po orbicie zakre$lajag w ré6wnym czasie row-
ne pola powierzchni. Inne wyrazenie II prawa Keplera brzmi: predkos¢ polowa planety
(czyli zmiana wektora powierzchni w czasie) jest stala. Dla niewielkich czasow At mozna
przyjac, ze promien wodzacy planety 7 zakresla pole tréjkata S = %vAt -1, gdzie v jest
predkoscig planety w danym punkcie orbity. Poniewaz orbity sa eliptyczne i planety zmie-
niaja nieco swoja odlegto$¢ od Stonica, II prawo Keplera oznacza, ze w r6znych punktach
orbity predkosci planet na orbicie sa rozne. I tak w peryhelium (punkt na orbicie najblizej
Storica) predkos¢ planety jest najwicksza, natomiast w aphelium (najdalej od Stonca) - naj-
mniejsza. Mozna tatwo pokaza¢, ze II prawo Keplera jest konsekwencja zasady zachowania

ds

momentu pedu planety w ruchu po orbicie okotostonecznej. Ot6z, moment pedu L=2m- T

gdzie m jest masag planety, a ‘é—‘f jest predkoscig polowg. Zachowanie momentu pedu oznacza
zachowanie predkosci polowej, co jest trescig II prawa Keplera.

III prawo Keplera

Stosunki sze§cianéw promieni orbity do kwadratéw okreséw obiegu wokét Stori-
ca sg rowne dla wszystkich planet.
R3 GM

—_— = t P
T2 cons A2

(5.9.)

Przez M rozumiemy tu mase Slonca, czyli centrum pola grawitacyjnego w ruchu planet.
Zauwazmy, ze podobny stosunek (r3/T?) otrzymaliSmy przy okazji dyskusji o satelicie geo-
stacjonarnym - wzor . Na tej podstawie mozemy zidentyfikowaé¢ czym jest stala (po
prawej stronie) w IIT prawie Keplera.

Tak sformulowane III prawo dotyczy przyblizenia orbit kotowych (o stalym promieniu R).
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Postac¢ IIT prawa Keplera dla orbit eliptycznych jest identyczna, przy czym promienie R
musimy zastapi¢ przez potos wielka a elipsy (jest to potowa dtugiej osi elipsy). W kazdym
przypadku (orbita kotowa czy eliptyczna) zakladamy, ze wplyw masy planety na jej ruch
orbitalny jest pomijalny wobec duzo wiekszej masy Stonica, co oznacza, ze Srodek obrotu
ukladu Storice—planeta jest dokladnie w $§rodku Stonca.

Przyklady

1. Stosunek okreséw obiegu Jowisza i Ziemi wokot Storica wynosi 12. Zaktadajac, ze orbity
planet sa okregami, chcemy obliczy¢ stosunek odlegtosci Jowisza i Ziemi od Stonca.

Skorzystamy tu oczywiscie z III prawa Keplera. Co wiemy? Znamy stosunek T,/T; =
12. Zgodnie z (5.9.):

R% R} R;\’ 7,\° Ry _ s
Ny _hzo o (BaN (L2 L By yios 504
T T3 (RZ) (TZ> Ry ’

2. Korzystajac z I1I prawa Keplera wykaz, ze sita dziatajaca na planety (ogolnie: na mase
w polu grawitacyjnym masy zrodlowej) jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odlegtosci miedzy planeta a Stoncem. Innymi stowy: wyprowadz prawo powszechnego
cigzenia.

Chcemy w tym przyktadzie jakby odtworzy¢ rozumowanie Newtona, ktore doprowa-
dzito go do zaleznosci Iy ~ %. Wyjdzmy zatem z I1I prawa Keplera:

T2 (@) 2 472 472 4m%m PR A%m, . 1
_— = = = = Ccons = - ~ —
R3 R3 v2 R F. % ‘R FR? const - R? R2

co doktadnie chcieliSmy wykazac¢. SkorzystaliSmy po drodze z zaleznosci okresu T od
predkosci na orbicie v oraz zauwazylismy, ze sita grawitacji, ktorej szukamy, jest sita
dosrodkowa w ruchu po orbicie (planety sa satelitami Storica), stad:

2

F=mr o ?=F. &
m

Zadania

1. W pewnej odlegltosci miedzy identycznymi masami m, sila ich wzajemnego oddzialy-
wania grawitacyjnego ma warto$¢ 1 N. Ile razy wzrosnie (czy zmaleje?) ta sita, jesli
zblizymy te masy do siebie dwukrotnie?

2. Na jakiej wysokosci nad powierzchnia Ziemi warto$¢ przyspieszenia grawitacyjnego g
spada do 95% wartosci na powierzchni Ziemi (9,81 m/s?)?

3. 7Z jaka predkoscia nalezy wystrzeli¢ rakiete, aby dotarta ona do satelity geostacjonar-
nego, np. Hot Bird (i tam sie zatrzymata)?

4. Oblicz calkowita energie mechaniczng (sume energii kinetycznej i potencjalnej) sate-
lity o masie m krazacego po orbicie kotowej o promieniu r wokét planety o masie
M. Uwaga. Znamy tylko G,M,m,r. Jaka jest wartosé¢ liczbowa tej energii dla satelity
geostacjonarnego o masie 1 t?7
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5. Ile razy zmniejszyt sie promien gwiazdy w wyniku kolapsu grawitacyjnego, jezeli cze-
stotliwo$é jej wirowania wokot wlasnej osi wzrosta N-krotnie?

6. Znajac dlugosé¢ trwania miesiaca synodycznego (okres Ksiezyca w ruchu po orbicie
okotoziemskiej), ktora wynosi 29 dni ziemskich, oblicz odlegtosé¢ Ziemia—Ksiezyc k.

7. Orbita Merkurego jest bardziej eliptyczna niz w przypadku innych planet. Peryhelium
i aphelium tej orbity sa odpowiednio réwne 46 mln km i 69,82 mln km. Oblicz stosunek
predkosci orbitalnych Merkurego w peryhelium i aphelium.
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Rozdzial 6.

Ruch harmoniczny

Ruchem drgajacym nazwiemy kazdy ruch, w ktorym ciato wielokrotnie wraca do pew-
nego punktu w przestrzeni, niekoniecznie za kazdym razem po tym samym czasie. Mowigc
bardziej ogolnie - w opisie ruchu drgajacego pewne wielkosci fizyczne (np. potozenie, predkosé
itp.) naprzemiennie (cyklicznie) rosna i maleja w czasie. Ruch drgajacy o stalym cyklu zmian
nazwiemy ruchem okresowym (periodycznym). Charakterystyczne dla ruchu okresowego
jest to, ze mozemy zdefiniowaé¢ okres - czas, po ktérym ciato wraca do pewnego ustalonego
polozenia (zazwyczaj mowimy tu o potozeniu rownowagi). Polozenie w funkcji czasu w ruchu
okresowym moze by¢ opisane dowolng funkcja okresowa - np. pitoksztattna, trojkatng czy
sinusoida. Ruch okresowy, dla ktorego ta funkcja jest sinusoida (albo kosinusoida) nazwiemy
ruchem harmonicznym prostym. Ciato wykonuje ruch harmoniczny prosty, jesli zachodzi
on pod wplywem sity harmonicznej (inaczej: sity sprezystosci). Ruch harmoniczny mozemy
wiec zdefiniowa¢ na dwa sposoby: jako ruch pod wpltywem sity harmonicznej (piszemy o niej
w nastepnym podrozdziale) lub jako ruch, w ktorym polozenie jest sinusoidalng (méwimy
sharmoniczng”) funkcja czasu.

6.1. Sila i energia sprezystosci

Sita sprezysto$ci ma dwie cechy: jest proporcjonalna do wychylenia ciala z potozenia
rownowagi i przeciwnie do niego zwrécona. Zgodnie z tym, definicja sity sprezystosci (sily
harmonicznej) jest nastepujaca:

F, = —kx Fy = —kx (6.1.)

gdzie x jest wychyleniem ciata mierzonym od potozenia rownowagi, a k pewna stata propor-
cjonalnosci [N/m|. Gdy mamy do czynienia ze sprezyna, stata k jest stala sitowa sprezyny.
Znak ,—” we wzorze wyraza stwierdzenie, ze sita sprezystosci jest skierowana przeciwnie do
wychylenia. Wazne jest, aby pamietaé, ze x mierzymy od potozenia rownowagi. Czym jest
potozenie rownowagi? To takie polozenie ciata, w ktérym nie porusza sie ono. Np. dla masy
na sprezynie jest to polozenie, w ktorym sprezyna nie jest ani Scis$nigta ani rozciagnieta;
natomiast w przypadku wahadta umieszczonego w polu grawitacyjnym - kierunek pionowy.

Site sprezystosci wiagze sie czesto z prawem Hooke’a, ktore jest fundamentalnym prawem
teorii sprezystosci. Prawo Hooke’a moéwi, ze przyktadajac do ciata o dtugosci poczatkowe]
[ site F' rozciggajaca to ciato, wydluza sie ono o Al proporcjonalnie do tej sily liczonej na
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jednostke powierzchni przekroju poprzecznego S. Prawo to mozna zapisa¢ wzorem:

§ = ET, c=F-¢ (62)
gdzie FE jest stala materiatowa charakterystyczna dla danego typu materiatu. Nosi ona nazwe
modultu Younga albo modulu sprezystosci podtuznej, wyrazona jest w paskalach |Pa|, tak
jak ci$nienie. Stosunek F/S = o nazywa sie czasem naprezeniem, a stosunek Al/l = ¢ - od-
ksztatceniem. W rozciggnietym pod wptywem zewnetrznej sity F' materiale pojawia si¢ sita
sprezystodci, ktora ,,chce” przywrocié poczatkowa dhugosé materiatu. Przeciwdziata wiec ona
sile zewnetrznej. Sita sprezystosci jest zatem przeciwnie zwrocona do wydtuzenia, a zgodnie

z prawem Hooke’a mozemy ja zapisa¢ jako Fy = —ETSAZ = —kx, gdzie wydluzenie (wychy-

lenie z polozenia rownowagi) Al = x, natomiast stala proporcjonalnosci ETS = k.

Scisnieta (lub rozciagnieta) sprezyna gromadzi energie, ktora moze wykorzystaé na wyko-
nanie pracy. Jest to energia potencjalna, bo jest zwigzana z oddziatywaniem przekazywanym
przez site sprezystosci. Chcemy teraz znalezé wzor, ktéry definiuje energie potencjalng
sprezystosci E, (czesto uzywa sie tez oznaczenia W) zgromadzona w sprezynie o statej k
i §cisnietej (lub rozciagnietej) o = wzgledem polozenia réwnowagi. Zeby Scisnaé (lub rozcia-
gnac) sprezyne nalezy przyltozy¢ sile zewnetrzna, ktora przeciwdzialta sile sprezystosci. Nasza
sita zewnetrzna F, ma wiec te sama wartosé, co sita sprezystosci Fj, ale przeciwny zwrot.
zatem F, = +kz. Energie potencjalng sprezyny W mozemy rozumie¢ jako réwng pracy, kto-
ra sita zewnetrzna F, musi wykonaé, aby $cisna¢ (lub rozciagnac) sprezyne o z. Z definicji
pracy mamy:

X
ka?

| (6.3.)

W:WFZ:/ dex:/ kxdr = —
0 0 2

0

Zatem energia potencjalna sprezystosci zgromadzona w sprezynie Scisnietej (lub rozciagnie-
tej) o x wynosi W = %lmz. Przypominamy: x mierzymy tutaj od polozenia réwnowagi.
Jezeli wiec ktos nas zapyta ,lle wynosi energia juz naciaggnietej sprezyny, jesli rozciggnie-
my ja dodatkowo o Ax?”, to nalezy pamietaé, ze ta ,dodatkowa energia” bedzie réznica:
AW = Sk(z + Ax)? — Ska”.

Przyklady

1. Sprezyne o dtugosci swobodnej 0 i stalej k zaczepiono pod sufitem, a do jej konica zacze-
piono mase m. Nastepnie delikatnie puszczono mase, ale nie wprawiono jej w drgania.
Znajdz polozenie rownowagi masy na sprezynie.

Jakie znaczenie ma tutaj stwierdzenie, ze dlugos¢ swobodna sprezyny wynosi 0 (co
to znaczy)? Jesli do takiej sprezyny nie podwiesimy masy, to zwinie si¢ ona do zero-
wej dlugosci. Taka nierozciagnieta sprezyna nie ma swojej dtugosci. Nie jest to wiec
sprezyna taka jak sprezynka w dtugopisie. Oczywiscie, gdy do sprezyny zawieszonej
pionowo dotaczymy mase, sprezyna sie wydtuzy. Jesli puscimy mase delikatnie, spre-
zyna sie rozciggnie do momentu, az masa osiagnie polozenie rownowagi, czyli takie,
w ktorym masa bedzie spoczywaé. Jesli puscimy mase gwaltownie, spadnie ona nisko,
rozciagajac sprezyne bardziej niz tylko do potozenia rownowagi i masa bedzie wykony-
wal drgania. W potozeniu rownowagi w naszym przyktadzie sprezyna jest rozciagnieta,
wiec wystepuje sita sprezystosci (patrz: Rysunek . Skoro jednak masa pozostaje w
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6.2.

spoczynku (polozenie rownowagi), to sita sprezystosci jest rownowazona przez ciezar
masy. Pomijamy tutaj mase samej sprezyny - tak zazwyczaj bedziemy robi¢. Z warun-
ku réwnowagi obliczamy wydtuzenie sprezyny z zawieszong na niej masa, czyli nowe
potozenie rownowagi xg:

m
F,=Q = krxg=mg = xoz?‘q
PomineliSmy tutaj znak ,,—”, bo interesuje nas tylko warto$¢ sity sprezystosci. Jezeli

teraz rozciagniemy sprezyne dodatkowo o A [em| w dot, to masa zacznie wykonywaé
drgania harmoniczne wzgledem naszego polozenia réwnowagi zo. To dodatkowe roz-
ciggniecie A nazwiemy amplituda tych drgan.

Rysunek 6.1.: Potozenie rownowagi masy na sprezynie zawieszonej pod sufitem.

Pret metalowy o przekroju kotowym i srednicy 2 mm oraz poczatkowej dlugosci 1 m
zawieszono pionowo, mocujac go jednym koricem u sufitu. Na drugim koricu zawieszono
odwaznik o masie 10 kg. Jesli zmierzone przy pomocy czujnika mikrometrycznego wy-
dtuzenie preta wyniosto 160 pum, to jaki jest modul Younga preta? Z jakiego materiatu
go wykonano?

Zgodnie z prawem Hooke’a pod wplywem naprezenia (sita na jednostke przekroju po-
przecznego) pret wydtuza sie. Sita obciazajaca pret w tym przypadku to sita ciezkosci
dzialajaca na ciezarek: F' = mg (pomijamy ciezar samego preta). Wielkos¢ odksztal-
cenia zalezy od materiatu, z jakiego wykonano pret, poprzez modul Younga, ktorego
szukamy. Przeksztalcajac wzor otrzymujemys:

E_O’_F [l mg
e S AL 2 A

=1,95- 10" Pa = 195 GPa

Uzyskany wynik to typowa wartos¢ modutu Younga dla stali.

Oscylator harmoniczny

Oscylatorem harmonicznym nazywamy bardzo prosty model fizyczny zlozony z dwoch
elementow: masy m zaczepionej na sprezynie o stalej k. Dyskutowaliémy ten model w Przy-
ktadzie z poprzedniego podrozdziatu. Dla uproszczenia zal6zmy teraz, ze sprezyna i masa
leza na stole (pomijamy tarcie) i sprezyna jest zaczepiona drugim koncem do nieruchomej
Sciany. Taki uklad (oscylator) wykonuje drgania poziome. Chcemy opisa¢ te drgania, tzn.

106



ROZDZIAL 6. Ruch harmoniczny 6.2. Oscylator harmoniczny

znalez¢ zalezno$é od czasu potozenia, predkosci i przys$pieszenia masy m. Wiemy, ze drgania
zachodzg pod wplywem sity harmonicznej. Jesli pominiemy tarcie oraz zauwazymy, ze ciezar
masy jest rownowazony przez site reakeji podtoza (stotu), to stwierdzimy, ze sita sprezystosci
jest sita wypadkowa. Mozemy wiec zapisaé¢ 11 zasade dynamiki:
d?z d?z k
ma=—kxr = My = —kr = per i (6.4.)
SkorzystaliSmy tutaj z definicji przySpieszenia (2.3J). Otrzymane réwnanie ze wzgledu na
niewiadoma z(t) jest trudne do rozwiazania. Jest to tzw. rownanie rozniczkowe, do rozwia-
zania ktorego trzeba mie¢ pewna wiedze z analizy matematycznej. Bez wnikania w szczegoly
matematyczne, mozemy zgadnaé¢ postaé¢ rozwigzania tego rownania. Wystarczy, ze zapyta-
my, jaka funkcja dwa razy zrozniczkowana da nig sama? Jest to oczywiscie funkcja sinus lub
kosinus (a takze funkcja eksponencjalna, o ktorej nie bedziemy mowic¢). Mozemy wiec tatwo
sprawdzié, ze funkcja
x(t) = Asin(wt) (6.5.)

jest dobrym rozwigzaniem réwnania . Takie rozwigzanie zaklada, ze przyjmujemy po-
tozenie rownowagi w © = 0. Wprowadzilismy 2 nowe stalte: w - czestos¢ i A - amplituda.
Amplituda jest najwieksza mozliwa wartoécia potozenia w ruchu drgajacym. Np. jesli spre-
zyne $cisSniemy o 1 cm, to zaczepiona do niej masa bedzie drga¢ z amplituda wtasnie 1 cm.
W tym ruchu masa moze przyja¢ potozenie od —A do +A wzgledem potozenia réwnowagi.
Zauwazmy, ze funkcja sinus ma najwiekszg wartosé 1, wiec A jest rzeczywiscie najwiekszym
mozliwym wychyleniem. Rozwigzanie czasem uzupelnia sie o tzw. faze poczatkows
drgan ¢, ktora moéowi nam o fazie” (etapie) drgan w chwili poczatkowej ¢ = 0. Rownanie
ruchu oscylatora wyglada wtedy tak: z(t) = Asin(wt+¢), a caly argument sinusa nazywamy
czesto faza. Przyktadowo jesli faza poczatkowa wynosi ¢ = 90°, to drgania maja réwnanie:
z(t) = Acos(wt). Poczatkowe wychylenie masy na sprezynie jest wowczas rowne x(0) = A.

Wazna wielkoscia jest czestosé w. Jesli wstawimy rozwiazanie (6.5.) do rownania (6.4.),
to okaze sie, ze:
k

W= (6.6.)

Czestosé ma jednostke 1/s (prosze sprawdzi¢ samemu!) i jest bezposrednio zwigzana z okre-

sem drgan:
2T m
T=" =97,/ — 6.7.
—=2m (6.7.)

Okres drgan oscylatora zalezy od masy m (im wieksza, tym drgania wolniejsze - z wiekszym
okresem) oraz stalej sprezyny k (im wieksza - sprezyna twardsza, tym drgania szybsze - 7
mniejszym okresem). Jak obliczy¢ okres dowolnego ruchu harmonicznego? Nalezy po pierwsze
ustali¢ czy i jak sita zalezy od polozenia (wychylenia). Jesli zaleznos¢ jest typu F ~ —zx, to
stala stojaca przy x interpretujemy jako k, a wtedy okres obliczamy ze wzoru (6.7.)).

Predkosé oscylatora w funkcji czasu znajdziemy korzystajac z definicji:

v(t) = i—f = Aw cos(wt) (6.8.)

Wielko$¢ Ve = Aw 0 wymiarze [m/s| nazywamy amplituda predkosci - jest to najwieksza
mozliwa predkos¢ oscylatora. Zauwazmy, ze v = v,,4, Wtedy, gdy kosinus ma wartosé¢ jeden,
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tj. dla argumentu 0 (cos(wt) = 1 < wt = 0°). Z kolei polozenie dla tego argumentu wynosi:
z(wt = 0°) = 0, bo sinus zeruje sie dla argumentu 0. Wniosek jest wiec prosty i logiczny: masa
drgajaca na sprezynie ma najwicksza predko$é, gdy przechodzi przez potozenie réwnowagi.
Latwo sie z tym zgodzimy, obserwujac ruch wahadta.

Zalezno$¢ przy$pieszenia od czasu znajdziemy podobnie:

2

a(t) = % = % = —Aw?sin(wt) (6.9.)
Amplituda przyspieszenia Wynosi a,., = Aw? [m/s?|. Zauwazmy, ze je§li pomnozymy po-
wyzszy wzOr przez mase otrzymamy site wypadkowa: ma = —mw?Asin(wt) = —kx, czyli
wrocilismy do rownania dynamiki, z ktérego wyszliémy. PotwierdziliSmy w ten sposob stusz-
no$¢ rozwigzania réwnania oscylatora. Ro6wnanie postaci jest bardzo waznym réwna-
niem fizycznym. Jest ono na tyle wazne, ze w matematyce okresla sie je nazwa ,réwnanie
rozniczkowe typu oscylatora”.

Przyklady

1. Wiadomo, ze amplituda predkosci oscylatora o masie 100 g, wykonujacego 3 drgania
na sekunde, wynosi 6 cm/s. Oblicz okres, amplitude polozenia tego oscylatora i stata
sitowg sprezyny.

To zadanie to wlasciwie taka zonglerka wzorami, ktore przed chwilag wyprowadziliémy
i przedyskutowaliémy. Znajac czestotliwo$¢ oscylatora - 3 drgania na sekunde, czyli
3 Hz, obliczamy okres i czestos¢:

T=1/f=1/3s=w=2r/T = 6w *

Znajac okres i amplitude predkosci, znajdujemy amplitude potozenia:

Umaz = Aw = A = Vpee/w = 1/mcm =~ 0,32 cm.

Stala sitowa sprezyny znajdziemy, majac w i mase oscylatora m i przeksztalcajac wzor
65):

k:mw2%36%.

2. Wykaz, ze na ciato o masie m umieszczone w hipotetycznym tunelu wydrazonym przez
srodek kuli ziemskiej dziala sita, ktora jest harmoniczna. Oblicz okres ruchu tej masy
w tunelu. Jakg maksymalng predkosé osiaga ciato?
Na cialo umieszczone wewnatrz kuli w odleglosci r od jej srodka dziala sita grawitacji
pochodzaca tylko od tej masy M’, ktora jest zamknieta sfera o promieniu r (Rysu-
nek . Pokazemy, ze sita ta jest proporcjonalna do r. Jest oczywiscie skierowana
przeciwnie do wychylenia (r mierzymy od $rodka kuli do punktu, w ktorym jest masa,
natomiast sita grawitacji dziala do $rodka kuli). Wykorzystamy gestosé p = My /Vy,
gdzie objetosé kuli ziemskiej V; = 3w RY.

M/
Fj=-G—"=|M=p-

5 e = c—rd = My = -G
”

irRy 3 RY RY

4 3 MZ 4 7’3 Mzm
o> ey r
3

Tak, jak sie spodziewaliSmy, sita jest proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie do
niego skierowana. Jest wiec silag harmonicznag. Powiemy, ze sita grawitacji petni w
ruchu masy przez tunel wydrazony w Ziemi role sily sprezystosci. W takim razie,
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tatwo zlokalizujemy stala k i w konsekwencji okres (poréwnamy powyzszy wzor na site
z definicja sity sprezystosci F' = —kx):

Mym | R} GM Ry )
RSZ n G My ‘g R% s P min

Wykorzystalismy tu definicje okresu i zaleznosé¢ przyépieszenia grawitacyjnego
od masy i promienia Ziemi (5.2]). Okres nie zalezy od masy m naszego ciala, a tyl-
ko od promienia Ziemi i przy$pieszenia grawitacyjnego. Oczywiscie, analogiczny wzor
mozemy podaé¢ dla kazdej planety, gwiazdy itd. Co ciekawe, gdyby rzeczywiscie mozli-
we byloby wydragzenie tunelu przez srodek Ziemi, podréz na antypody trwalaby tylko
42 min (potowe okresu).

Najwieksza predko$é ciato ma oczywiscie w $rodku Ziemi, ktore jest polozeniem row-
nowagi w ruchu harmonicznym przez nasz hipotetyczny tunel. Amplituda polozenia
jest oczywidcie promien Ziemi Ry (cialo bedzie drgato od jednej powierzchni Ziemi do
drugiej). vyme Wynosi wiec:

'UmaxIAw:Rz~ Ri:\/gRZ:’UI:?’gkm/S
v 7

Podroz przez srodek Ziemi odbywataby sie wiec z pierwsza predkoscia kosmiczna.

Rysunek 6.2.: Cialo w tunelu wydrazonym przez $rodek Ziemi.

6.2.1. Energia oscylatora

Zastanowmy sie teraz ile wynosi catkowita energia mechaniczna drgajacej (poruszajacej
sie) masy na sprezynie, czyli oscylatora. Wezedniej poznaliémy wzor na energie sprezystosci
W = %k‘x? Caltkowita energia mechaniczna jest oczywiscie sumg energii potencjalnej i kine-
tycznej: B, = E,+ E}, = %kxz + %mzﬂ. Ogolnie: oscylator sie porusza z predkoscia v, wiec ma
energie kinetyczna, oraz jest wychylony z polozenia réwnowagi, wiec ma energie potencjalna
sprezystosci. Ale i predkos¢ i polozenie oscylatora zaleza od czasu. Wiemy jak (patrz: (6.5.)
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i (6.8])). Podstawmy wiec:

E.= Sk GO + 2m (o) = Sk (Asin(n))? + Sm (Awcos(w)? =

1 1
= 5]@42 sin?(wt) + §mw2A2 cos®(wt) = |mw® = k| = (6.10.)
1 1
= §k;A2 (sin®*(wt) + cos*(wt)) = 5]{:142

Okazuje sie, ze calkowita energia mechaniczna oscylatora nie zalezy od czasu (jest stata
w czasie), a tylko od amplitudy drgan. Zauwazmy, ze energia kinetyczna zmienia sie w
czasie jak cos?(wt), a energia potencjalna jak sin®(wt). Gdy jedna jest maksymalna - druga
spada do zera i odwrotnie. W oscylatorze mamy wiec do czynienia z ciggla zamiang energii
kinetycznej w potencjalng i odwrotnie. Ale w dowolnej chwili czasu, suma energii kinetycznej
i potencjalnej jest zawsze taka sama i réwna F,. = %kAQ.

Przyklady

1. Poruszajacy sie¢ po poziomym stole klocek o masie 2,5 kg uderza w lezaca poziomo

sprezyne o stalej sitowej 320 N/m, ktora jest przytwierdzona drugim koncem do Scia-
ny. Klocek zatrzymuje sie, gdy sprezyna jest $ciénieta o 7,5 cm. Wspotezynnik tarcia
miedzy klockiem a podlozem wynosi 0,25. Jaka byla predkosé klocka tuz przed ude-
rzeniem? O ile dzuli wieksza bylaby maksymalna energia sprezystosci, jesliby sprezyne
Scisna¢ o dodatkowe 1,5 cm?
Aby obliczy¢ predkosé klocka w tym zadaniu wykorzystamy zasade zachowania energii,
a raczej zasade bilansu energetycznego. Energia kinetyczna uderzajacego klocka poszta
w czedci na zwiekszenie energii potencjalnej sprezystosci sprezyny i na pokonanie tarcia.
Zapiszemy wiec:

2 k’ 2 k’ 2
M tmgr =2 o w =4/ 4 2fgr = 0,95m/s
2 2 m

Sita tarcia wykonata prace na odcinku o dlugosci x, a jej wartos¢ to — fmgzx.

Pytanie o wzrost energii przy dodatkowym $cignieciu sprezyny mogliby$my sformuto-
wac tez tak: jaka prace trzeba wykonaé, aby $cisnaé sprezyne o dodatkowe Ax=1,5 cm?
W obu przypadkach chodzi o to, aby pamietac¢, ze energie potencjalng sprezystosci
mierzymy od potozenia réwnowagi. Zatem odpowiedZ na pytanie nie bedzie na pewno:
W = %(Ax)Q, bo wielko$¢ Az nie jest wychyleniem z potozenia réwnowagi. Poprawna
odpowiedz brzmi:

k k k
W= 3 (z+ Az)® — 3 (Az)* = §x(m + Az) =1,08J
2. Jak w ruchu harmonicznym predkosé¢ zalezy od potozenia w dowolnej chwili czasu?
Jezeli poréwnamy energie potencjalng i kinetyczna w dowolnej chwili czasu z catkowita
energia oscylatora, otrzymamy:

mu?(t ka?(t kA2
2<>+ 2(>: 5 = o(x) =wVA2 — 22
Wykorzystujac powyzszy wzor kolejny raz mozemy wykazaé, ze oscylator ma naj-
wieksza predkosé¢ podczas przechodzenia przez polozenie rownowagi x = 0 (wynosi
Umae = WA), a najmniejsza, r6wna v, = 0 w maksymalnym wychyleniu z = +A.
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6.2.2. Skladanie drgan

W tym krétkim podrozdziale zajmiemy sie zasada superpozycji w odniesieniu do drgan
harmonicznych. Jedli mamy dwa oscylatory, wykonujace niezalezne drgania, to mozemy do-
prowadzi¢ do superpozycji (naktadania sie, sumowania) tych drgan. Wynik tego zlozenia
bedzie rozny dla réznych drgan, w zaleznosci od ich faz (czestosci i faz poczatkowych) i
amplitud, a takze kierunku. W kilku podpunktach rozpatrzymy typowe przypadki. Ogblne
rownanie drgan to: z(t) = Asin(wt + ¢).

(1) Dwa identyczne drgania z przesunieciem fazowym Ay Rownania drgan sa na-
stepujace:

x1(t) = Asin(wt)

xo(t) = Asin(wt + Ayp) = Tuyp = 21+ 2y = A(sin(wt) + sin(wt + Ap)) =

— 24 5in (wt + %) cos (%) (6.11.)

= A’sin (wt + %) , A" =2Acos (%)

Czestos¢ drgania wypadkowego jest taka sama, jak drgan sktadowych, natomiast ampli-
tuda zalezy od przesuniecia fazowego. Jesli wynosi ono Ap = 180°, to A’ = 0 i drga-
nia sa wygaszone. Jesli przesuniecie nie wystepuje (Ap = 0°), to drganie wypadkowe jest
Tyyp(t) = 2Asin(wt) (drgania sa maksymalnie wzmocnione). W posredniej sytuacji, np. gdy
Ap = 120°, amplituda wynosi A’ = 24 - cos60° = 24 - 0,5 = A, a wiec drganie wypadkowe
ma amplitude wyjéciowa. W zaleznosci od przesuniecia fazowego moéwimy o superpozycji
konstruktywnej (wzmocnienie) lub destruktywnej (ostabienie lub wygaszenie).

(2) Dwa drgania w tym samym kierunku i o tych samych amplitudach, ale r6z-
nych czesto$ciach. Mamy wiec:

x1(t) = Asin(wt)

xo(t) = Asin(wat) = Zyyp = 01 + 22 = A(sin(wit) + sin(wst)) =

= 2Asin (w1 JQFWQ t) cos <w1 ;ng t)

Zauwazmy, ze amplituda takiego drgania jest 2 razy wieksza. Jezeli wy = woy, to argument
kosinusa zeruje sie, a kosinus przyjmuje wartos¢ 1. Wtedy drganie wypadkowe opisane jest
prostym rownaniem: ,,(t) = 2Asin(wit) - jest to wiec drganie niemal identyczne, jak
drganie skladowe, ale ma 2 razy wieksza amplitude. Ciekawym przypadkiem jest przypa-
dek wy & wy (czestosci drgan sa zblizone). Jest to przypadek wystepowania tzw. dud-
nien. Amplituda drgan jest sinusoidalnych modulowana jest funkcja kosinus (patrz: Ry-
sunek . Przyktadowo, jesli wy = 0,9wy, to wypadkowe drganie ma postac: Ty,,(t) =
2A55in(0,95 wit) cos(0,05 wt). Wykres takiej funkcji @.,,,, () sktada sie z wielu ,bardzo waskich
sinusow” (pochodzacych od czynnika sin(0,95wt) o duzej czestosci), opisanych z zewnatrz
wobwiednig” o duzej szerokosci (pochodzacej od czynnika cos(0,05wt), a wiec o malej cze-
stodci). Jedli takie drganie rozchodzi sie w postaci fali dzwiekowej, to obserwujemy wyrazne
modulacje amplitudy (np. w postaci zmieniajacej sie gltosnosci docierajacego do nas dzwie-
ku). Czestotliwoscia dudnieri nazywamy wyrazenie wg,q = we — wy (dudnienie wystepuje 2
razy czesciej niz czestosé obwiedni).

(6.12.)
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— Tuyp(t) — Tugy(t)
cos(0,05¢t) cos(0,33t)
sin(0,95t) 1H e 810 (1,33 ¢)

{ /N
+
SN—

S0
3
8

At

2L
4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 6.3.: Superpozycja dwoch drgan o tych samych amplitudach (A = 1), lecz réznych
czestosciach. Gdy czestosci obu drgan sa zblizone (np. wy = 0,9w, jak na rys. po lewej
stronie), wystepuja dudnienia. Gdy wq = %wl (ry. po prawej), dudniefi nie obserwujemy. W
obu przypadkach przyjelismy w; = 1 rad/s.

(3) Dwa drgania w kierunkach prostopadlych, o tych samych czestosciach, ale
r6znych amplitudach, z przesunieciem fazowym Ap. Tym razem mamy:

z(t) = Asin(wt) N <£)2 + <£>2 = sin®(wt) + sin®(wt + Ap)

y(t) = Bsin(wt + Agp) A B
TN\ 2 Y2 _
_ope. (2 AT 6.13.
Ap = 90° : <A> + <B> 1 (elipsa) ( )
Ap =90° 2 2 _ 42
{A g vty = A® (okrag)

W tym przypadku nie dostaliémy réwnania oscylatora wypadkowego w postaci zaleznosci
od czasu. Superpozycja drgan jest opisana zalezno$cia od czasu w postaci parametrycznej
{z(t),y(t)}. Dostalismy za to rownanie toru w postaci elipsy lub okregu. Superpozycje dwoch
drgan w kierunkach prostopadtych tatwo mozna zwizualizowaé na ekranie oscyloskopu (drga-
nia sygnatu elektrycznego) lub na $cianie, gdy nasze oscylatory tworza drgajace prostopadle
lusterka, na ktore §wiecimy laserem (by¢ moze Czytelnik widzial podobne doswiadczenie w
ramach wyktadu z fizyki, lub podczas pokazow popularyzatorskich).

(4) Dwa drgania w kierunkach prostopadilych, o tych samych amplitudach, z
przesunigciem fazowym Ay, ale réznych czestosciach, 22 = - n,m € N. Drganie
wypadkowe jest nastepujace:

x(t) = Asin(wqt)

y(t) = Bsin(wat + Ap) = <£> (—) = sin®(wit) + sin®(wat + Ap) =

A
= (1 — cos [(wy + wy) t] cos [(wy — w1) t]) = (6.14.)

(1o [(2 )2 )]

Wynik jest moze dosé¢ skomplikowany, ale okazuje sie, ze jesli stosunek n/m jest dany prostym
utamkiem niewielkich liczb naturalnych (np. 1/2, 3/2, 5/3, 1/8 itp.), to krzywe opisane
powyzszym roéwnaniem maja bardzo ciekawe ksztalty. Sa to tzw. krzywe Lissajous i maja
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posta¢ 6semek i innych symetrycznych, zamknietych tukéw o wielu punktach przeciecia.
Przyktadowe krzywe pokazano na Rysunku [6.4.

Rysunek 6.4.: Krzywe Lissajous wygenerowane przy pomocy réwnania dla parame-
trow A = B = 1, w; = 1 (krzywe niebieskie: Ay = 0°, krzywe czerwone: Ay = 90°).
Zwroémy uwage, ze stosunek n/m mozemy tatwo odezytaé z wykresoéw jako stosunek mak-
symalnej liczby wzajemnych przecie¢ krzywych wzdtuz osi z i y.
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6.2.3. Oscylator tltumiony

Oscylator, ktorego ruch do tej pory omawialiémy, wykonuje tzw. drgania swobodne, bo
zachodzg one tylko pod wplywem sily sprezystosci (mowimy tez czasem: drgania wlasne),
a oscylator taki - swobodnym. Czesto$¢ zdefiniowang wzorem nazywamy czestoscia
drgan wlasnych (czesto oznaczamy ja przez wy). Pomijalismy wszelkie inne sity, np. sily opo-
ru. Teraz jednak rozwazymy ruch takiego oscylatora, ktory zachodzi pod wpltywem takze
sity oporu - pochodzacej np. od powietrza lub cieczy (mozemy zanurzy¢ mase i sprezyne
przyktadowo w wodzie). Taki uktad nazywamy oscylatorem tltumionym i jak sie spodzie-
wamy, ruch takiego uktadu bedzie zanikal w czasie (masa na sprezynie zanurzona w wodzie
dos¢ szybko sie zatrzyma). O sile oporu (np. powietrza) zaleznej od predkosci ciata dysku-
towalismy w Rozdziale Mozemy przyjaé, ze na nasza mase, oprocz sity sprezystosci,
dziata sita oporu o wektorze ﬁop = —bU, gdzie U jest wektorem predkosci (chwilowej) ciata, a
b - stalym wspolczynnikiem oporu. Sita oporu jest przeciwnie skierowana do kierunku ruchu
oscylatora. Napiszmy wiec rownanie dynamiki oscylatora ttumionego, podobne do (6.4.):

d%z k b dx
ma=—kr—bv = P A Y (6.15.)
Rozwiazanie tego rownania wymagaloby pewnych umiejetnosci z analizy matematyczne;j.
Nie jest naszym celem nauka metod rozwiazywania réwnan rézniczkowych, dlatego poda-
my od razu samo rozwiazanie. Zaleznos¢ potozenia od czasu dla oscylatora ttumionego jest
nastepujaca funkcja:
z(t) = Age P sin(wt) (6.16.)

Przez Ay oznaczyliSmy (stala) amplitude drgan niettumionych (por. wzor (6.5])), i tak jak
w tamtym przypadku pominelismy faze poczatkowa ¢. Czynnik 5 (o wymiarze 1/s) w po-
wyzszym wzorze to tzw. wspolczynnik tlumienia oscylatora i od niego zalezy jak szybko
amplituda drgan maleje w czasie. Caly czynnik Age ™ jest zalezng od czasu amplituda
drgan ttumionych. Wspotczynnik ttumienia jest zwigzany z wielko$ciami m i b wystepujacy-
mi we wzorze (6.15]), natomiast w oznacza tym razem czestosé drgan ttumionych, ktora jest
inna od czestosci drgan wtasnych wy. Podsumowujac mozemy zapisac:

Amplituda drgan thumionych: A(t) = Age

Czestosé drgan ttumionych: w= \/m (6.17.)
Wspotezynnik ttumienia: B = %

Zauwazmy, ze czestosé drgan ttumionych jest zawsze mniejsza od czestosci drgan whasnych,
a wiec okres tych drgan bedzie zawsze wiekszy od okresu drgan wtasnych, przy tych samych
masie oscylatora m i stalej sitowej k. Oscylator ttumiony jest wiec jakby ,wolniejszy”.

Ruch oscylatora ttumionego jest opisany funkcja sinusoidalng zaleznosci od czasu (tak
jak ruch oscylatora swobodnego), ale nie jest ruchem harmonicznym. Amplituda drgan ma-
leje w czasie. Drgania gasng - tym szybciej, im wiekszy jest wspotczynnik 5. Rozwiazanie
(6.16.) przedstawiono na Rysunku Nalezy mocno podkresli¢, ze rozwiazaniem rowna-
nia (6.15.) jest rzeczywiscie funkcja tylko, jesli wy > B, wtedy bowiem w zdefiniowane
wzorem (6.17)) istnieje. Mowimy, ze ruch zachodzi ze stabym tlumieniem. Jesli wy = 3,
to mamy do czynienia z tzw. ttumieniem krytycznym i oscylator w ogole nie wykonuje
drgan - méwimy, ze wykonuje ruch aperiodyczny, albo ze w sposéb aperiodyczny powraca
do polozenia réwnowagi z maksymalnego wychylenia. Zauwazmy, ze gdy wg = 3, tow =0, a
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wiec okres drgan bytby nieskorniczony (7' = 27/0 — oo). Taki oscylator nieskonczenie dlugo
wraca do polozenia x = 0 (spojrz na Rysunek . Zalezno$¢ potozenia od czasu jest
dana funkcja: x(t) = Age ?!. Wreszcie, jesli ttumienie jest silne, czyli wy < 3, nasz oscylator
w bardzo dziwny sposob szybko wraca do polozenia réwnowagi, wykonujac tzw. pelzanie,
ktore schematycznie naszkicowano na Rysunku Potozenie zmienia sie w czasie jak:
2(t) = 34 [e_(ﬁ_ )y e‘“*mﬂ'

Zaciekawiony Czytelnik moze sam sprawdzi¢, ze funkcja (6.16.) jest rzeczywiscie roz-
wigzaniem rownania (6.15)), a takze obliczy¢ zaleznosé od czasu predkosci i przyspieszenia,
podobnie jak robilismy to w Rozdziale [6.2] Zwro¢my uwage, ze nie mozemy w przypadku
oscylatora ttumionego uzywac¢ wzoru na energie potencjalng sprezystosci, ani wzoru
(6.10.)) na energie catkowita. Nasz uklad jest tym razem niezachowawczy (wystepuja z nim
sity oporu, ktore nie sa zachowawcze), a wiec nie mozemy zdefiniowaé energii potencjalnej, a
catkowita energia nie jest zachowana. Uklad traci energie - dlatego tez ruch oscylatora ustaje
po pewnym czasie.

6.2.4. Oscylator wymuszony. Rezonans mechaniczny

Jeslibyémy chcieli podtrzymaé ruch oscylatora w obecnoéci sity oporu, musielibySmy za-
pewne ,wymusi¢”’ jako§ jego ruch - np. przyktadajac zewnetrzna site F'. Przykladowo: mase
zanurzong w wodzie musieliby$Smy co jakis czas pobudzaé¢ do drgan, albo dziecko bawiace sie
na hustawce (taki ruch, traktowany jak ruch wahadla, tez moze by¢ uznany za harmonicz-
ny) musieliby$my co chwile dodatkowo popychaé. Aby podtrzymadé ruch $cisle harmoniczny
(czyli nadal opisany funkcja sinus zaleznosci potozenia od czasu) nasza sila zewnetrzna tez
powinna by¢ sinusoidalnie zalezna od czasu. To jest najciekawszy z punktu widzenia fizyki
przypadek. Zatozmy wiec: F'(t) = Fysin(t), gdzie Fy jest amplituda sity (najwiekszg war-
toscig), a Q - czestosdcia sity wymuszajacej (mowimy tez: czestoscia wymuszeri). Rownanie
dynamiki oscylatora poddanego dziataniu sity wymuszajacej przy jednoczesnej obecnosci sity
oporu w oSrodku wyglada nastepujaco:

2
ma = —kx — bv + Fysin(Qt) = % + %x + %% = % sin(£2t) (6.18.)
Rozwiazanie tego rownania jest (na pozor) bardzo proste (podajemy zaleznosé od czasu
polozenia oscylatora wymuszonego):

x(t) = Ay sin(Qt + @) (6.19.)

Okazuje sie, ze drgania oscylatora harmonicznego sa nadal sinusoidalne, co wiecej z cze-
stoscig drgan taka, jaka jest czestosé wymuszen ). To nie powinno by¢ zadziwiajace - przeciez
hustane przez nas na hustawce dziecko porusza sie dokladnie tak, jak my chcemy; czestosé
jego drgan jest zgodna z czestos$cia naszych popchnie¢ w krzesetko. We wzorze poja-
wily sie natomiast dwa oznaczenia: A, - amplituda drgan oraz ¢ - faza poczgtkowa drgan,
ktore zalezg od czestodci wymuszeni, czestosci drgan wlasnych i wspotezynnika ttumienia jak:

F, 1
Ay = ——— (6.20.)
m /(w2 — Q)2 + 45202
260
R 07 (6.21.)

0
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x(t) dla = 0,050,

obwiednia dla g = 0,05(»0

x(t) dla 5= 0,20,

obwiednia dla g = 0,2@0
x(t)dla =0

wychylenie x () [cm]
<

e A0 =1[cm]
-1 0 , = 20 [rad/s]
0.0 0.5 1.0 1. 2.0
czas { [s]

(a) Ttumienie stabe: 8 < wp; oscylator wykonuje drgania o
malejacej w czasie amplitudzie; zatozono potozenie poczat-
kowe z(0) = 0. Przerywana linia zaznaczono obwiednie am-
plitudy (dane zaleznoscia eksponencjalng (6.17)). Dla po-
réwnania zaznaczono tez przypadek dla oscylatora niettu-
mionego (5 = 0).

1,01 x(t)dla g= o, 1,0 x(t)dla g= 20,
— (thumienie krytyczne) — (silne tumienie)
g (ruch aperiodyczny) g (petzanie)
= A, =1[cm] = Ay =1[cm]
::; , = 20 [rad/s] ‘i', , = 20 [rad/s]
.2 0,54 Q
c 7’ c
Q Qo
> >
< e
o o
> >
s 3

0,0 . . 0,0 . .

0,0 0,1 0,2 0,3 0,0 0,1 0,2 0,3
czas t [s] czas f [s]

(b) Tlumienie krytyczne: = wp; nie ma (¢) Tlumienie silne: § > wp; nie ma drgan

drgan - oscylator wykonuje aperiodyczny po-
wrot do polozenia réwnowagi; zatozono po-
tozenie poczatkowe z(0) = Ap.

- oscylator wykonuje ruch pelzajacy (jest
wprzettumiony”); zalozono polozenie poczat-
kowe z(0) = Ap.

Rysunek 6.5.: Zaleznos¢ potozenia od czasu z(t) dla oscylatora ttumionego w trzech przypad-
kach ttumienia: (a) f < wp (stabe tlumienie), (b) f = wp (tlumienie krytyczne), (¢) 5 > wo
(ttumienie silne).

Powyzsze wzory wygladaja dosé ,strasznie”. Zagadnieniem fazy poczatkowej sie nie bedziemy
zajmowac, ale przyjrzymy sie amplitudzie. Zauwazmy, ze zalezy ona nie tylko od amplitudy
sity zewnetrznej (to nie jest zaskakujace), ale takze jej czestosci oraz czestosci wlasnej i ttu-
mienia, a wiec ,sposobu” przyltozenia sily i parametrow samego ukladu drgajacego (drgan
wlasnych i ttumienia osrodka). Zaleznos¢ A, () pokazuje wykres na Rysunku [6.6] Mamy
do czynienia z krzywa dzwonowa, ktora ma wyrazne maksimum przy pewnej czestosci wy-
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muszen. Te czesto$é nazywamy czestoscia rezonansowy i definiujemy wzorem (mozna go
tatwo znalez¢ zadajac, aby dla tego argumentu funkcja miata maksimum lokalne):

Qe = \Jwi — 232 (6.22.)

Sytuacje, gdy amplituda drgan oscylatora wymuszonego osigga warto$¢ maksymalng, na-
zywamy rezonansem mechanicznym. Jest to bardzo wazne zjawisko fizyczne, ktore ma
istotne znaczenie takze w innych dziedzinach wspoétczesnej nauki i techniki, a takze zycia
zycia codziennego. Z rezonansem mechanicznym maja lub moga mieé zwiazek takie zjawi-
ska, jak wzmocnienie dZwieku w instrumentach dzieki zastosowaniu pudta rezonansowego,
zawalenie sie mostu rozhustanego miarowym rytmem np. maszerujacej kolumny wojska lub
uderzen podmuchéw wiatru, czy mozliwosé¢ wytoczenia ciezkiego samochodu pod niewielka
gorke (rozhustanie samochodu pozwala latwiej pokonaé¢ gorke, czy niewielka przeszkode). Z
rezonansem (cho¢ nie mechanicznym, a raczej elektromagnetycznym) mamy do czynienia we
wszelkiego rodzaju urzadzeniach typu antena-odbiornik, np. do emisji i odbioru sygnatow
telewizyjnych w naszych domach. Przytoczmy jeszcze raz definicje rezonansu mechanicznego:

Zjawisko rezonansu mechanicznego polega na osiggnieciu maksymalnej amplitudy drgan
przy dopasowaniu czestosct wymuszen do czestoSci rezonansowej

Osiagniecie maksymalnej amplitudy drgan jest rownoznaczne osiggnieciu maksymalnej mocy.
Mowimy, ze w rezonansie przekaz mocy jest najwiekszy.

Zwrocmy uwage, ze ksztalt krzywej rezonansowej (polozenie i warto$é maksimum) zalezy
od wielko$ci ttumienia osrodka. W szczegoélnosci, gdy 8 — 0, to €,.. — wp, a maksimum

amplitudy: A, (2 = wp) — oo (patrz: Rysunek [6.6).

125 £=0,5 a0,
—p=0,3 @,
— =02 @,
100+ — =010,
—— $=0,01q,
'E' 754 ——f=2u0,
O, FJm =1 [Nikg]
3 o =2 [rad/s)
< 50 :
F
0 2:25_

0,0 ' 0,5 I 1,0 1,5 2,0
Qlo,

Rysunek 6.6.: Zalezno$¢ amplitudy drgan oscylatora wymuszonego od czestosci wymuszen dla

roznych wspoétczynnikow ttumienia. Pionowe przerywane linie pokazuja czestos¢ rezonansowa

oraz maksimum krzywych rezonansowych. Juz przy f = 1% wo: Qe = wy oraz A, ~ duza.
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Przyklady

1. Po jakim czasie amplituda drgan oscylatora ttumionego spadnie do 10% wartosci po-
czatkowej, jesli wspolezynnik oporu osrodka wynosi 0,5 kg/s, a masa oscylatora to
1 kg?
Skorzystamy ze wzoru na zaleznos¢ amplitudy od czasu (6.17.)). Potrzebujemy do tego
zna¢ wspotezynnik thumienia, ktory tez mamy tam zdefiniowany (m = 1 kg, b = 0,5
kg/s). Zadamy przy tym, aby po czasie t, amplituda osiagnela wartosé¢ A(t,) = 0,1A,.
Liczmy:

A()_OU%
) Age™Pls = 0,14g = Ape™* = 0l=e" =

mm

In(10)

%:—%m@n:

= 2In(10)7- = 9.21's

2. Poroéwnaj okresy drgan oscylatora swobodnego i ttumionego. Jaki musi wspotczynnik
ttumienia w stosunku do czestosci drgan wtasnych, aby okres drgan oscylatora ttumio-
nego byl 2 razy wiekszy niz niettumionego?
Skorzystamy ze wzoru na czesto$¢ drgan ttumionych . Stad wyprowadzimy wzor
na okres i znajdziemy poszukiwany stosunek okresow. Zaleznosé te odwrocimy, by wy-

liczy¢ B /wo.

TOZi—g E \/w0—52 B ﬁ
T Vaw r %

3

Aby okres oscylatora ttumionego byt 2 razy wiekszy niz niettumionego, wspétczynnik
tlumienia musi wynosi¢ ok. 0,87 wy. Jest to przypadek stabego ttumienia (8 < wp), a
wiec uklad rzeczywiscie wykonuje oscylacje i wzory (6.17.)) moga by¢ stosowane.

3. Jakim tempem (ile krokéw na minute) musi przechodzié¢ ktadka wiszaca kolumna har-

cerzy, aby ktadka o czestotliwosci drgan wtasnych 5 Hz wpadta w rezonans, przy bardzo
malym tlumieniu osrodka?
Przypomnijmy sobie wzor na czesto$¢ rezonansowa, . Przy pomijalnym ttumieniu
znika wyraz § = 0. Zatem: €,., = wo = 27 fy. Stad czestotliwos¢ krokéw maszerujace;j
grupy harcerzy powinna by¢ f = ”’z = fo = 5 Hz. Na jeden cykl (jedno petne ,drga-
nie”) przypadaja dwa kroki, a wiec harcerze powinni maszerowa¢ w tempie 2,5 krokow
na sekunde, czyli 150 kroké6w na minute.

Zadania

1. Do jakiego utamka wartosci poczatkowej spadnie amplituda drgan oscylatora ttumio-
nego po czasie rownym 1/57
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2. Oscylator o masie 2 kg i statej sitowej 10 N/m wykonuje w osrodku z oporem. Zauwa-
zono, ze po czasie 12 sekund amplituda drgan spada do potowy wartosci poczatkowej.
Ten sam oscylator wymuszamy teraz sila o stalej czestosci. Jaka jest czestotliwosé
rezonansowa uktadu?

3. Wyprowadz wzor (6.22.) na czestos¢ rezonansows oraz warto$¢ amplitudy w rezonansie
(tzn. przy Q = Q,..). Pokaz, ze przy § — 0: A, — 0.

6.3. Wahadlo matematyczne

Jest to bardzo prosty model teoretyczny sktadajacy sie z masy punktowej zawieszonej w
polu sily ciezkosci na cienkiej, niewazkiej i nierozciagliwej nici (,kulka na nitce”, Rysunek
. Jedyna sita zewnetrzng dzialajaca na mase m jest jej ciezar. Ale tylko sktadowa ciezaru
(21 jest niezrownowazona - sktadowa Qo rownowazy sita napiecia nici N, ktora z kolei jest
rownowazona przez reakcje ze strony punktu zawieszenia wahadta (np. sufitu). Mozemy wiec
zapisac:

F,=0, = ma=mgsina (6.23.)

Chcemy pokaza¢, ze ruch wahadla jest ruchem harmonicznym. Musimy wiec wykazaé, ze
sita, pod wplywem ktorej zachodzi ruch wahadta (czyli sita wypadkowa) ma cechy sity har-
monicznej. Zauwazmy, ze wektor Ql jest przeciwnie skierowany do wychylenia, mierzonego
katem skierowanym «. Musimy jeszcze stwierdzi¢, ze jest do niego proporcjonalna. Ale wzor
sugeruje, ze [, ~ sina. Dokonujemy wiec przyblizenia: sina ~ «, ktore jest praw-
dziwe dla malych katow (mierzonych w radianach). Jest to tzw. przyblizenie malych drgan.
Oczywiscie z definicji miary tukowej kata: o = x/l. Podsumujmy zatem:

sino ~ «

d?z g
a gsina = e L. = Qe It (6.24.)
@= G

WVoila!” dostaliSmy réwnanie typu oscylatora, ktorego rozwigzania juz znamy. Zalezno$é¢ wy-
chylenia wahadla z polozenia rownowagi w funkeji czasu jest nastepujaca: z(t) = Asin(wt)
albo a(t) = agsin(wt), gdzie oczywiscie ag = A/l jest amplituda (katowa) wychylenia liczo-
na w radianach (A jest amplituda wychylenia liczona w metrach). Mozemy tez natychmiast
,odgadnaé¢” wzor na okres drgan wahadta matematycznego:

l
T = zw\/; (6.25.)

bowiem w? = ¢ (pamigtamy wzor na okres oscylatora). Nalezy powiedzie¢, ze rozwiaza-
nie i okres podane powyzej obowigzuja jedynie, gdy mamy do czynienia z matymi drganiami,
gdy spelnione z dobra doktadnoscia jest przyblizenie sin o ~ «a. Zaklada sie, ze dobrym przy-
blizeniem jest, gdy wahadlo wykonuje drgania nie wieksze niz o kilka stopni (rzedu 5-7°).
Zauwazmy tez, ze okres wahadla nie zalezy od amplitudy (o, A). Te ceche wahadta nazywa
sie izochronizmem wahadta i takze ona nie wystepuje, gdy drgania nie sa mate. Dla duzych
drgan okres zaczyna zaleze¢ od amplitudy.
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6.4. Wahadlo fizyczne ROZDZIAL 6. Ruch harmoniczny

Przyklady

1. Jaki jest stosunek okreséw drgan tego samego wahadta matematycznego na Ziemi i
Ksiezycu?
Zapiszmy definicje okresow na obu cialach niebieskich:

[ [l
TZ:27T — TK:27T —
9z 9K
T
17 _ /gﬁ:\ﬁzo,él
Ty 9z 6

Stosunek okreséw dany jest pierwiastkiem odwrotnego stosunku przyspieszen. To, ze
na Ksiezycu przy$pieszenie jest 6-razy mniejsze niz na Ziemi, tatwo obliczymy znajac
mase i promien Ksiezyca oraz wykorzystujac wzor (5.2.)).

Zatem stosunek:

2. Wahadlo matematyczne o dlugosci | umieszczamy w windzie, ktéra rusza w gore z
przy$pieszeniem aq. Jaki jest wzor na okres drgan tego wahadta?
Wiemy juz z Rozdziatu ze w uktadzie poruszajacym sie na cialo dziata dodatkowa
sita (sita bezwtadnosci), ktora jest zwrocona przeciwnie do przys$pieszenia. W naszym
przypadku ag jest do gory (winda rusza w gore), wiec sita bezwladnosci Fy, = maq jest
skierowana w dot - tak jak ciezar. Dodaje sie wiec do ciezaru. Wypadkowo mamy wiec
zewnetrzna site dziatajaca na wahadlto o wartosci m(g + ap). Jej sktadowa prostopadta
do nici powoduje ruch harmoniczny. Powtarzajac etapy wyprowadzania wzoru na okres
drgan wahadta, dochodzimy do wniosku, ze:

6.4. Wahadlo fizyczne

Wahadto fizyczne jest to bryla sztywna zaczepiona w pewnym punkcie, ktéra moze wzgle-
dem tego punktu wykonywaé drgania. Ruch wahadta zachodzi pod wplywem sily grawitacji,
podobnie jak w przypadku wahadla matematycznego. Doktadniej chodzi tutaj o to, ze sita
grawitacji daje moment sity wzgledem punktu zawieszenia (punktu obrotu), dzieki czemu
bryta ma przyspieszenie katowe i sie obraca. W odréznieniu od przypadku wahadta ma-
tematycznego, gdzie ruch kulki odchylonej od pionu traktowaliSmy jako ruch postepowy,
w przypadku wahadta fizycznego przyjmujemy, ze bryla sztywna wykonuje ruch obrotowy
wzgledem punktu zawieszenia. W tym miejscu natychmiast mozemy wnioskowad, ze punkt
zawieszenia wahadla nie moze by¢ w $rodku masy. Site ciezkosci przykladamy w srodku
masy, zatem jej moment wzgledem srodka masy bylby zerowy - bryla nie obracataby sie.
Zgodnie z oznaczeniami na Rysunku moment sity grawitacji wynosi:

Mo=dx@Q = My=mgdsna (6.26.)
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(a) Wahadlo matematyczne z zaznaczonymi  (b) Wahadlo fizyczne. Sita grawitacji daje
sitami. Sktadowa )1 pelni role¢ sity harmo-  niezerowy moment sity Mg powodujacy ob-
nicznej. rét bryty przeciwnie do wychylenia.

Rysunek 6.7.: Schematy wahadet.

gdzie d jest tutaj ramieniem silty @, czyli odlegtoscia od osi obrotu (punktu zawieszenia) do
srodka masy. Moment sity grawitacji jest momentem wypadkowym - zadna inna sita nie daje
wzgledem punktu O momentu sity. Wykorzystamy II zasade dynamiki dla ruchu obrotowego
bryty sztywnej (wzor (3.18.)) i wyprowadzimy réwnanie ruchu wahadla fizycznego:

sina ~ «

- d? d
Ip€= My = Ipe=mgdsina =|c= (31275‘ - S e, (6.27.)
13 v 7 dtz IO
MQ ~ —Q

Zaltozyliémy tutaj znowu przypadek malych drgan (sin o ~ a), woéwcezas mamy proporcjonal-
no$¢ do wychylenia mierzonego katem «. Znak minus wynika stad, ze wypadkowy moment
sity (moment sity grawitacji) jest skierowany przeciwnie do kierunku obrotu (wychylenia).

Rownanie jest rownaniem typu oscylatora, zatem wnioskujemy, ze bryla sztywna
zaczepiona w punkcie odleglym o d od $rodka masy i odchylona od pionu (ktory jest potoze-
niem réwnowagi) o maty kat wykonuje ruch harmoniczny. Rozwiazanie rownania jest
juz dla nas tatwizna: a(t) = agsin(wt), gdzie «q jest amplituda wychylenia (maksymalnym
katem - pamietamy, ze musi by¢ ,maly”), a w = ”}—gd jest czestoscia drgan. Wazne! Moment
bezwladnosci Ip jest liczony wzgledem osi obrotu O. Zazwyczaj dla prostych bryt znamy
momenty bezwladnosci wzgledem ich srodkéw masy Is (np. dla walca/krazka Is = mR?).

Aby otrzymaé Ip musimy skorzystac z tw. Steinera (3.16.)).

Znajac czestos$é, bardzo tatwo dostaniemy teraz wzor na okres drgan wahadta fizycznego:

| 1o
T=2m|—— 6.28.
" mgd ( )
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6.4. Wahadlo fizyczne ROZDZIAL 6. Ruch harmoniczny

Przyklady

1. Pokaz, ze wzor na okres wahadta fizycznego upraszcza sie do wzoru na okres wahadta
matematycznego, jesli ruch kulki potraktujemy jak ruch obrotowy punktu materialnego
po okregu.

Zakladamy tutaj, ze kulka (masa m z modelu wahadla matematycznego) wykonuje
ruch obrotowy wokot osi zawieszenia wahadtla, tak jak wahadto fizyczne. Dla punktu
materialnego moment bezwladnosci: Ipo = mi?, gdzie [ jest odlegloscia kulki od osi
obrotu (jest to rownoczesnie dtugosé wahadta matematycznego). Korzystajac ze wzoru

(6.28.) otrzymujemy:
12
Tpiy = 21y | —— = 27r\/> T
mgl

co jest zgodne ze wzorem ([6.25.)) dla wahadla matematycznego.

2. Oblicz okres drgan krazka o promieniu 20 cm, ktory zawieszono w punkcie odleglym o
21; promienia od krawedzi.
Zanim wstawimy dane do wzoru, musimy policzy¢ moment bezwtadnosci /o wzgledem
osi obrotu. Skorzystamy z tw. Steinera:

1 1.\ 1 3 \* 17
Io = Is+md* = §mR2+m- (R— ZR) = §mR2+m- (—R) = —mR?
Nie przejmujmy sie, ze nie znamy masy m krazka - uprosci sie. Podobnie, nie znali$émy
d, ale wiedzieliSmy, ze jest ono utamkiem promienia, ktory znamy.

17
/ 17R
T = o, [ 16T —= N106s

1. Ciato o masie 5 g wykonuje drgania, ktore w ukladzie SI mozna opisa¢ réwnaniem:

z(t) = 0,1sin ( ) Znalez¢ amplitude predkosci i przyspieszenia oraz liczbowe wartosci

energii kinetycznej i potencjalnej po uptywie 20 s od chwili poczatkowej ¢y = 0. Jaka
jest catkowita energia tego oscylatora?

Zadania

2. Masa zamocowana na sprezynie drga z amplituda 10 cm. Catkowita energia sprezyny
wynosi 1 J. Jaka jest wartosé¢ sity sprezystosci dziatajacej na mase, gdy sprezyna jest
cisnieta o0 5 cm?

3. Zaktadajac, ze ruch tloka w cylindrze silnika samochodowego jest ruchem harmonicz-
nym, znalez¢ maksymalne wartosci szybkosci i przy$pieszenia ttoka, jezeli samochdd
porusza sie z predkoscia v = 72 km/h na wlaczonym biegu, $rednica kot d = 167, a
odlegtos$¢ miedzy skrajnymi potozeniami ttoka wynosi 95,5 mm.

4. Gawel postanowit zrobi¢ kolejnego psikusa Pawtowi, ktéry mieszka pietro nad nim.
Chce wrzuci¢ do mieszkania Pawta przez okno zabe. Zeby byto sprytniej postanowit
uzy¢ w tym celu katapulty w postaci sprezyny o stalej sitowej 100 N/m i dtugosci
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swobodnej 20 cm. O ile Gawel musi Scisnaé¢ sprezyne, aby zabe o masie 30 g ,dostar-
czy¢’ na parapet Pawla, ktory znajduje sie 3 m powyzej okna Gawta? Uwaga. Zadanie
tatwo jest rozwigzaé korzystajgc z zasady zachowania energii. Trzeba pamietaé, Zeby
uwzglednié Scisniecie sprezyny podczas defintowania poziomu zerowej energii potencjal-
nej grawitacyi.

5. Jakim wzorem wyrazi¢ okres drgan wahadla matematycznego o dlugosci [, ktore za-
wieszono w windzie przyspieszajacej w dot z przyspieszeniem aq? Ile wynosi okres, jesli
ag = 0,5g oraz [ = 20 cm?

6. Jaki musi by¢ wspotezynnik ttumienia 3 wahadla matematycznego o dtugosci [ umiesz-
czonego w windzie poruszajacej sie z przy$pieszeniem ay w gore, jezeli okres drgan
wahadta ttumionego jest 2 razy wiekszy niz swobodnego?

7. Wyprowadz wzor na okres drgari wahadla matematycznego w wagonie przyspieszaja-
cym w poziomie z przys$pieszeniem ag. Uwaga. Idea jest taka sama, jok w zadaniu z
windg. Trzeba znaleZé site wypadkowq dziatajgeq na wahadto.

8. Zegar §cienny, majacy ksztalt krazka o Srednicy 35 cm, zawieszamy na gwozdziu wbitym
w Sciane i wprawiamy w drgania. Zaktadajac, ze sSrodek masy zegara jest w jego srodku
geometrycznym, oblicz odlegto$¢ d punktu zawieszenia zegara od $rodka masy, jesli
okres drgan zegara wynosi 1 s? Uwaga. Trzeba rozwigzaé r. kwadratowe, a jedno z
rozwigzan odrzucié (wyjdzie d > R).

9. Cienki pret metalowy, o masie M = 0,5 kg i dtugosci L = 40 cm, uzyty jest jako
wahadlo fizyczne. W odleglosci z od srodka preta wywiercony jest niewielki otwor,
przez ktory przechodzi o$, na ktorej zawieszamy pret. Oblicz okres malych wahan tak
zbudowanego wahadta fizycznego jako funkcje odleglosci x. Oblicz odleglosé¢ x, dla
ktorej okres wahadta przyjmuje minimalng wartosc.
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Rozdzial 7.

Fale mechaniczne

7.1. Podstawowe pojecia

Fala nazywamy zaburzenie osrodka rozchodzace sie w przestrzeni. W przypadku fali me-
chanicznej osrodek musi oérodkiem mechanicznym, moéwimy: sprezystym. Fala mechaniczna
do rozchodzenia sie wymaga o$rodka, ktorego czasteczki sa pobudzane do drgan, a drgania te
sa przekazywane sasiadom. Tak w uproszeniu wyglada mechanizm propagacji (rozchodzenia
sie) fali mechanicznej. Bez osrodka nie ma fali mechanicznej. To jest oczywiste stwierdzenie:
np. fala dZzwiekowa nie rozchodzi sie w prozni (,w kosmosie nic nie stucha¢"). Schematycznie
mozemy propagacje fali ujac¢ tak: jest to drganie (czastki osrodka w czasie), ktore dodatko-
wo przemieszcza sie w przestrzeni (tak jakby oscylator harmoniczny dodatkowo sie poruszat
ruchem postepowym). Osrodek sprezysty to taki, dla ktorego spelnione jest prawo Hooke’a
(wzor (6.2.)). Przyktadowe fale mechaniczne to: fala dzwieckowa (w powietrzu, cieczach lub
cialach stalych), fala w napietej strunie, fale na wodzie, fale sejsmiczne itd.

Rodzaje fal mechanicznych. Mozemy sklasyfikowa¢ fale mechaniczne na rézne spo-
soby. Fale podluzne propaguja siec w tym samym kierunku, w ktéorym drgaja czasteczki
osrodka. Fala dzwiekowa jest podtuzna. Jej propagowanie polega na wystepowaniu systema-
tycznych zageszczen i rozrzedzen czasteczek powietrze, ktore sie przesuwajg w przestrzeni.
Fale poprzeczne propaguja sie w kierunku prostopadtym do kierunku drgan osrodka. Taka
fala jest np. fala w napietej strunie (grajac na gitarze, szarpiemy strune w gore lub w dot,
a fala w strunie propaguje sie w strone gryfu lub pudla). Ze wzgledu na powtarzalnos¢ w
czasie fale dzielimy na okresowe i nieokresowe, a ze wzgledu na powtarzalnos¢ w prze-
strzeni mowimy o falach o stalym ksztalcie (ksztalt fali nie zmienia si¢ w czasie w trakcie
propagacji, stad wniosek, ze takie fale musza propagowaé sie ze stala predkoscia). Mowiac o
falach mechanicznych najcze$ciej mamy na mysli fale harmoniczne (sinusoidalne), czyli
takie, ktorych rownanie jest funkcja harmoniczng (patrz nizej).

Dlugosé fali jest odlegloscia miedzy kolejnymi minimami lub maksimami fali (lub do-
wolnymi innymi punktami o stalej fazie - czyli w tym samym miejscu ,na fali”). Punkty o
stalej fazie tworza powierzchnie falowg, nazywana tez czolem fali. Czolo fal ptaskich
tworzg linie proste, fal kolistych - okregi, fal kulistych - sfery itp. Z dtugoscia fali zwigzana
jest liczba falowa:

k=" (7.1.)
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(w przypadku fali 3D liczba falowa staje sie wektorem falowym E) Wektor falowy okresla
kierunek propagacji fali. Jesli ma on tylko sktadowa np. k., to fala rozchodzi sie w kierunku
osi x. Czestosé w, czestotliwosé f (bedziemy ja tez czesto oznaczaé przez v) i okres T' drgan
znamy juz z rozdziatu o drganiach harmonicznych.

Predkosé fali zdefiniowana jest jako:

A w
U_?_/\.,/_E (7.2.)

Nazywamy te wielko$¢ predkodcia fazowg, bo okresla ona predkosé poruszania sie dowol-
nego ,punktu fali" o danej fazie (v = vy). Definiujemy tez predko$é grupows fali, ktora
jest szybkoScia propagacji ,.grupy” fal (pakietu falowego), skladajacej sie z kilku fal (pakiet
falowy powstaje np. w wyniku nakladania sie fal). Cala grupa moze poruszaé¢ sie z inng
predkoscig niz poszczegolne fale sktadowe. Predkosé grupowa:

dw dvy

Vo =3k T TR
Predkos¢ grupowa moze by¢ wieksza lub mniejsza od predkosci fazowej. Czynnik % na-
zywamy relacja dyspersji. Sa takie osrodki, w ktorych predkosé (fazowa) fali zalezy od
dtugosci wektora falowego (czyli takze od diugosci lub czestotliwosei fali), wtedy powyzsza
pochodna jest r6zna od zera. Osrodki takie nazywamy dyspersyjnymi. Zjawisko dyspersji,
czyli zalezno$¢ predkodci fali od dhugosci lub czestotliwosci fali, ma szczegblne znaczenie w
optyce (ktora sie teraz nie zajmujemy, bo dotyczy fal $wietlnych, a wiec elektromagnetycz-
nych, czyli niemechanicznych), bowiem prowadzi do takich efektow jak rozszczepienie $wiatla
(np. w pryzmacie lub spektroskopach).

Rownanie fali harmonicznej jest nastepujace:

y(x,t) = Asin (kx — wt)

y(x,t) = Asin (kx — wt + )

y(x,t) = Asin [zﬂ (% _ %)] (7.4.)
Y(rit) = Aexp(lg o7 — wt)

(7.3.)

gdzie A nazywamy amplituda fali (maksymalnym wychyleniem drgajacej czastki osrodka
z polozenia rownowagi), caly argument sinusa (kz — wt) lub (kz — wt + ¢) nazywamy faza
fali, a ¢ jest faza poczatkowa (przesunieciem fazowym). Ostatni przyktad to rownanie fali
3D. Fala harmoniczna moze by¢ zdefiniowania poprzez funkcje sinus, kosinus lub ich kombi-
nacje liniowg, podobnie jak w przypadku drgan harmonicznych. Fala o réwnaniach ze wzoru
(trzy pierwsze réwnania) odpowiada propagacji w prawo (dodatnia strone osi z), bo sktad-
nik kz jest dodatni, oraz drganiom zaczynajacym sie w dot osi y (,,—sinus"), bo wystepuje
wyrazenie —wt. Mozemy zapisa¢ tez réwnanie fali biegnacej w lewo opisanej ”+sinusem:
y(x,t) = Asin(—kx + wt) i biegnacej jeszcze inaczej z dowolna inng kombinacje znakow w
fazie. Roznice polozen danego punktu fali w réznych chwilach czasowych, s = Az = 24, — 7,
nazywamy droga falowa.

Roéwnanie falowe (nazywane rownaniem d’Alemberta) jest matematycznym réwnaniem
jakie musi spelnia¢ kazda fala. Jest to trudne rownanie rozniczkowe (o pochodnych czastko-
wych - dla funkcji wielu zmiennych). Jego posta¢ w 1D to:

A d% )

P Te 0 (bardziej poprawnie: 2 Ve = O) (7.5.)
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7.2. Fala w napietej strunie ROZDZIAL 7. Fale mechaniczne

Rozwiazaniem réwnania jest funkcja ¢ (z,t) w przypadku 1D 1 ¥(7,t) w przypadku 3D. Mozna
pokazaé, ze funkcja falowa y(z,t) zdefiniowana w (7.4.) spelnia powyzsze rownanie (zrobimy
to w Przyktadach).

Przyklady

1. Rownanie fali ma w jednostkach uktadu SI postaé¢ y(x,t) = 0,15sin(3x — 0,57t 4 0,17).
Okresl: amplitude, faze poczatkowa, dtugoséé, czestotliwosé, okres, predkosé fali. Z ja-
ka maksymalna predkosé osiaga drgajaca (poprzecznie) czasteczka osrodka pobudzana
przez propagujaca fale?

Przez poréwnanie réwnania naszej fali z rownaniem ogolnym natychmiast otrzy-
mujemy'A:15cm k=31/m, w—057rl/s ¢ = 0,17 rad. Zatem: A = 2% = 2,09 m,
f=£=025Hz, T = 2” =ms,v=2%=0,52m/s. Maksymalna pr@dkosc w kierunku
poprzecznym obliczymy tak jak perkOSC w ruchu drgajacym (czasteczka osrodka drga
w kierunku osi y z amplituda A i czestodcig w). Pamietamy, ze vye, = Aw = 0,24 m/s

(na podstawie (6.8])).

2. Pokaz, ze rownanie y(z,t) = Acos(wt — kx) spelnia rownanie falowe d’Alemberta. Co
mozesz powiedzie¢ o fali o takim réwnaniu?
Zacznijmy od drugiego pytania. Zgadujemy, ze fala biegnie w lewa strone osi z (bo k < 0
i jest ,+kosinusoida". Ponadto wzgledem ogolnego réwnania danego sinusem mamy
przesuniecie fazowe rowne /2 (,zeby z sinusa zrobi¢ kosinus, trzeba go przesunaé o 90°
w lewo"). Sprawdzmy teraz, ze rownanie spetnia rownanie falowe. Najpierw policzmy
odpowiednie drugie pochodne:

Ly(z,t) = $(Acos(wt — kz)) = —Aw sin(wt — kz)

dt2y(x t) = $(—Awsin(wt — kz) = —Aw? cos(wt — kx)

Ly(a,t) = L(Acos(wt — kx)) = Ak sin(wt — kx)

@y(x,t) = L (Aksin(wt — kz) = —Ak? cos(wt — kz)

Jesli teraz wstawimy pochodne do réwnania (7.5.):

—Aw? cos(wt — kx) = v? - (—AK? cos(wt — kx)) = w? =02 k* = v = z
co jest prawda na podstawie definicji (7.2.).

7.2. Fala w napietej strunie

Wyobrazmy sobie, ze napinamy sznur zaczepiony drugim konicem do $ciany (réwnie dobrze
moze to by¢ stalowa lina lub nylonowa struna). W pewnym momencie wzbudzamy fale
w takim sznurze, lekko wychylajac nasz koniec w gore i w dot. Z jaka predkoscia bedzie
propagowaé sie fala biegnaca w takim sznurze? Na logike mozemy powiedzie¢, ze predkosé
ta powinna zaleze¢ od masy (grubosci, gestodci) sznura i sily, z jaka napinamy sznur. Oba
te strzaly sg stuszne. Rzeczywiscie predkoé¢ fali w napietym sznurze lub strunie zalezy od
sity naciagu F' i gestosci masy u sznura/struny. Poniewaz sznur jest w dobrym przyblizeniu
obiektem jednowymiarowym (wymiary poprzeczne sa pomijalne wobec duzej dtugosci), to
mamy tu na mysli gesto$¢ liniowa masy (mase liczona na jednostke dtugosci). Wzor jest
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nastepujacy:

predkosé fali w strunie: v =/ — (7.6.)

i

Instrumentalisci tacy jak gitarzysci, skrzypkowie itd. dobrze wiedza, ze aby wyzsze dzwieki
W muzyce generujg struny cienisze lub mocniej napiete. W obu tych przypadkach wartos¢
predkosci fali w strunie zwieksza sie, zgodnie ze wzorem. Przy danej dlugosci fali (struna
ma okreslona dlugosé, generujemy fale o konkretnych dtugosciach fali) wiekszej predkosci
odpowiada wieksza czestotliwosé dzwieku, od ktorej bezposrednio zalezy wysokos$¢ dzwieku.
O cechach i parametrach dzwieku powiemy w Podrozdziale [7.3.]

7.3. Fala dZzwiekowa, predkosé dzwieku

Dzwiek jest fala mechaniczng rozchodzaca sie w powietrzu. Schematycznie zobrazowa-
lismy juz mechanizm powstawania fali dzwickowej w powietrzu (jako propagujace sie za-
geszczenie 1 rozrzedzenie czasteczek powietrza). Podobny mechanizm mozna zaobserwowaé
w cieczach i cialach statych. Jesli wzbudzamy fale w metalowym precie, uderzajac w jego
koniec mlotkiem, to wprawione w drgania atomy tworzace metal przekazuja sobie nawzajem
drgania i propaguje sie fala. przy tej okazji powiedzmy o dwoch podstawowych rodzajach fal
w precie. Mozemy przeciez uderzy¢ mlotkiem w koniec preta w kierunku wzdtuz preta, lub
prostopadle do preta. W ten sposéb wzbudzimy fale podtuzng lub poprzeczna. Interesujacym
wydaje sie pytanie o predkosé¢ roznych rodzajow fali dzwiekowej (podtuznej lub poprzecznej)
w roznych osrodkach. Ponizej zbieramy te informacje w postaci Tabeli

W Rozdziale[6.1]poznalismy pojecie modutu sprezystosci podiuznej (modutu Younga). Z
innymi niz podtuzne odksztatceniami wigzemy odpowiednie inne moduly sprezystosci. Przy
skrecaniu objawia sie sprezystosé¢ poprzeczna i zwiazany z nia modul sztywnosci (zwany tez
modutem sprezystosci poprzecznej lub modutem Kirchhoffa). W gazach mamy do czynienia
ze §cisliwoscia, ktorej odpowiada modut $cisliwosci (zwany tez wspotezynnikiem sprezystosci
objetosciowej). Wszystkie moduly sprezystosci informuja, jak tatwo dane odksztalcenie za-
chodzi w materiale. Im wieksze ich wartosci, tym mniej odksztalcaja sie ciata. Teraz wiemy
takze, ze wiekszym warto$ciom modutow sprezystosci odpowiada wieksza predkos¢ dzwie-
ku w materiatach. Tak wiec w stali dZwiek bedzie rozchodzitl sie szybciej niz w wodzie, bo

% ~ 11 p”—"jy, zas w obu przypadkach szybkos¢ dzwieku bedzie znacznie wieksza niz w
stali 'wody

: e X
powietrzu, bowiem —rewietrze oy 1 Zwody

R TR Roznice beda nastepujace: vy stati & 3,3 Vi wodzie OTaZ
Vw powietrzu = 0,24 Vypodzie (Czytelnik moze sam znalez¢ potrzebne dane i sprawdzi¢ nasze
oszacowanie).

Predkos¢ dzwieku w powietrzu silnie zalezy od ci$nienia, a wiec i temperatury (zgodnie
ze wzorem w Tabeli . W temperaturze pokojowej wynosi ona ok. 345 m/s, a w tempe-
raturze 0° juz tylko 330 m/s. W temperaturach silnie ujemnych moze spasé az do ok. 300
m/s, zas§ w bardzo wysokich wzrosna¢ do ponad 350 m/s.

Przyjmuje sie, ze zakres slyszalny dzwieku dla ludzkiego ucha wynosi mniej wiecej 16(20)
Hz - 20 kHz, przy czym ucho jest najczulsze na dzwieki o czestotliwosei 1000-3000 Hz. (Po-
dobnie ludzkie oko jest najbardziej wyczulone na barwe zielona, sposrod calego spektrum
dtugosci fali swietlnej). Dzwieki o czestotliwosciach < 16(20) Hz nazywamy infradZzwieka-
mi - wydaja je najczesciej bardzo duze i masywne obiekty, np. drgajace budynki, poruszajace
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Tabela 7.1.: Predkos¢ fali dzwiekowej w wybranych osrodkach.

Osrodek Rodzaj fali Predkosé fali Objasnienia
z E - modul sprezystosci [Pa|
pret (metal) | podtuzna v=y]— (1) (modut Younga)
P p - gesto$¢ materiatu [%}
G - modut sztywnosci [Pal
G ‘2 : kg
pret (metal) | poprzeczna v=1/— (2) p - gestos¢ materiatu |5 ]
p
% K - modut $cisliwosci [Pal
gaz lub ciecz | podtuzna v=4/— (3) p - gestos¢ materiatu [%}
P
k - wyktadnik adiabaty
gaz p - ci$nienie gazu |Pal
KD <RT | P - gestosé materiatu [%
(przyblizenie | podiuzna U=4/ 7 =\ U l przyblizenie: K ~ K - p
adiabatyczne) " | T - temperatura [K]
(4) M, - masa molowa gazu [%}
R =28,31 ﬁ - stala gazowa

og6lny wzor na predkosé fali
sprezystej (wzor Newtona)

M - odpowiedni modut

sprezystosci [Pal (E, G, K)

p - gestos¢ materiatu [%}

sie plyty tektoniczne (takie fale mechaniczne nazywamy sejsmicznymi) itp. Dzwieki o czesto-
tliwogciach > 20 kHz to ultradzwieki - sa one wydawane przez niektore zwierzeta (owady,
nietoperze, ssaki morskie, np. wieloryby i delfiny). W zakresie powyzej 20 kHz stysza np.
psy, co wykorzystuje sie np. przy produkcji gwizdkéw na psy.

Przyklady

1. Aluminiowy pret przyktadamy jednym koricem do betonowej Sciany. W drugi koniec
uderzamy mloteczkiem wzbudzajac fale podtuzna. Jaka jest dtugosé fali rejestrowane;j
w $cianie, jesli zmierzono, ze dtugo$¢ fali w precie wynosita 1 cm?
To zadanie okaze sie bardzo proste, jesli uswiadomimy sobie, jak (i ktore) parametry fali
dzwiekowe]j zmieniajg sie przy przejsciu do innego osrodka. Oczywiscie musi zmieniac
sie predkosé fali (aluminium i beton maja inne moduly sprezystosci i gestosci). W
takim razie musi sie zmienia¢ dtugosé lub czestotliwos¢. Wielkoscia, ktora sie nie moze
zmienic¢ przy przejsciu do innego osrodka, jest czestotliwosé, bo jest ona cecha 7rodia
fali (uderzylismy mtoteczkiem tak, ze powstata fala o okreslonej czestotliwosci, albo
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przylozylismy do preta gltosnik emitujacy dzwiek o okreslonej czestotliwosci). Zmienia,
sie wiec dlugosé fali.

Znajdujemy parametry aluminium: EA! = 69 Pa, p*' = 2720 kg/m?®; oraz betonu:
EPeton — 97 Pa, pPeton = 1800 kg/m?. Z réwnosci czestotliwosci wynika:

Al beton beton
v v v
)\beton )\Al .

Al Vbeton
)\Al )\beton UAI

1% =

Teraz podstawmy wzor na predkosé¢ podtuznej fali dzwiekowej (1) w Tabeli

[Ebeton pAl
)\beton _ )\Al A " peton = 0,77 )\Al = 7,7 mim
pbeton

Przy przejsciu fali przez granice dwoch osrodkéw musi byé¢ spetniony dodatkowo tzw.
warunek ciagtosci - tzn. fala nie moze dozna¢ ,skoku”, musi by¢ ciagta (np. wychylenie w
gore nie moze skokowo zmieni¢ sie w ,dolek”). Powiemy, ze warunek ciaglosci wymaga,
zachowania tej samej fazy fali po obu stronach granicy osrodkéw. inaczej bedzie w
przypadku odbicia fali od granicy o$rodkow. Wowezas dochodzi do zmiany fazy na
przeciwng (por. dalsza dyskusja nt. fali stojacej).

2. Oblicz predkos¢ dzwieku w chlorze (Cly), argonie (Ar), powietrzu (p), metanie (CHy)
i helu (He), w temperaturze 0°C.
Do obliczenia predkosci dzwieku w gazie uzyjemy wzoru (4) z Tabeli Masy molowe
czasteczek gazow odezytamy z tablic chemicznych (albo uktadu okresowego pierwiast-
kow): M2 = 71 g/mol, MAY, = 40 g/mol, MP , = 28,8 g/mol, M1+ = 16 g/mol,

MHe, = 4 g/mol. O wykladniku adiabaty dowiemy si¢ wigcej w pozniejszym rozdziale

poswieconym termodynamice. Hel oraz argon to gazy szlachetne, a wiec o czasteczkach
l-atomowych,zatem kM = kA" = 5/3; powietrze to mieszanina gazéw 2-atomowych,
wiec kP = 7/5; podobnie, czasteczka chloru jest 2-atomowa, wiec £“'2 = 7/5; natomiast
metan to gaz o czasteczce S-atomowej (wieloatomowej), stad k1 = 4/3 (ulamki te
wydadza sie nam bardzo proste do ustalenia w Podrozdziale . Temperatura 0°C

oznacza T = 273 K (o jednostce temperatury  kelwin” Czytelnik dowie sie wiecej w

Rozdziale [9.1)). Zatem:

W01 58 pAar_ 30758 ppo330 CHi_ y34 g He_g7o I
S S S S S

Okazuje sie, ze w gazach ciezszych od powietrza (chlor i argon) powietrze ma mniejsza
predkosé, zas w gazach lzejszych (metan i hel) - wieksza. W helu, ktory jest bardzo
lekki, ta predkos¢ jest bardzo duza. Z pewnoscia Czytelnik kojarzy zabawny efekt
podwyzszenia glosu rozméwey po wpuszezeniu helu do gardla (np. w filmach kome-
diowych). Fala o okreslonej dtugosci ma w osrodku rzadszym (helu) wieksza predkosé,
a wiec 1 wyzsza czestotliwosé. Jak wiemy z Rozdzialu od czestotliwosci zalezy
wysokos¢ dzwieku. Stad efekt podwyzszonego gtosu. Zauwazmy, ze przy tym predkosé
dzwieku stosunkowo stabo zalezy od typu czasteczki (1-, 2- lub 3- wiecej atomowej).
W danej temperaturze predkosé zalezy glownie od rodzaju gazu (masy molowej).
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7.3.1. Efekt Dopplera

Znamy na pewno 7z zycia codziennego efekt podwyzszonego dzwieku od nadjezdzaja-
cej karetki oraz obnizonego od oddalajacej sie karetki. Jezeli zrodto dzwieku i obserwator
poruszaja sie wzgledem siebie, to rejestrowany przez obserwatora dzwiek ma wyzsza (gdy
zrodlo sie zbliza) lub nizsza (gdy zrodlo sie oddala) czestotliwosé. To zjawisko nazywamy
efektem Dopplera. Porusza¢ moze sie tylko zrodto, lub tylko obserwator, albo oba obiekty
jednoczesnie. Rejestrowana przez obserwatora czestotliwos$é v/ wynosi:

. . Uiz

porusza sie tylko zrodlo: vV =v. —2—
Vdz + Vzr

. Vaz = Vob

porusza sie tylko obserwator: ' =p. 22— (7.7)
Vs

P . / Vdz + Vobs

porusza sie i zrédlo i obserwator: v =v. ——

Vdz + Vzr

gdzie: v to czestotliwos¢ dzwieku emitowanego przez zrodto (czestotliwosé wlasna zrodla, ta-
ka jaka jest rzeczywiscie emitowana), vg; to predkosé dzwieku w danym osrodku (w powietrzu
jest to ok. 330-345 m/s), veps jest predkoscia obserwatora, zas vz to predkosé zrodta (emite-
ra) dzwieku. Znaki + predkosci obserwatora, lub F predkosci zrodta sa okreslone wzgledem
predkosci dzwieku. Znaki gorne (+ w liczniku i — w mianowniku) dotycza sytuacji, gdy
predkosci skierowane sa ,ku sobie" (obserwator/7rodto ,zblizaja sie" do fali dzwiekowej), a
znaki dolne (— w liczniku i + w mianowniku) dotycza sytuacji odwrotnej - gdy predkosci
skierowane sa ,0d siebie" (obserwator/zrodlo jddalaja sie" od fali dzwiekowej). Warto tez
zapamieta¢: ,obserwator jest w liczniku, Zrodlo jest w mianowniku”. Wzor obowigzuje
w sytuacji, gdy dzwiek, obserwator i zrodto poruszaja sie wzdtuz tej samej proste;j.

Przyklady

1. Jaka dlugos¢ fali dzwiekowej zarejestruje nieruchomy obserwator w wiezy kontroli lo-

tow, jesli zrodlo dzwieku, ktorym jest samolot odrzutowy, (i) zbliza sie, (ii) oddala
sie do obserwatora z predkoscig 720 km/h, emitujac dzwiek o czestotliwosci 100 Hz?
Przyjmij, ze predkosé¢ dzwieku wynosi 340 m/s.
Wzor (7.7)) podaje przepis na zmiane czestotliwosci fali w zaleznosci od predkosci
obserwatora i zrodta wzgledem fali dzwiekowej. Zmiane dtugosci fali obliczymy jako
N = %4z bo dzwigk porusza si¢ z predkoscig dzwieku. W naszym przypadku porusza
sie tylko zrodlo (przypadek 1 we wzorze (7.7))), zatem:

Voo Yl Var o Var F Vs { (1): 1,4m
- T va - W
v R ye=ry v (7d): 54m

Wynik jest spodziewany. Podczas zblizania sie (i) czestotliwosé rejestrowana przez
obserwatora ro$nie, a wiec dtugos¢ fali jest mniejsza. Odwrotnie w sytuacji (i), gdy
zrodto oddala sie.

2. Sygnal dzwickowy karetki pogotowia emituje fale o czestotliwoséci 1000 Hz. Kierowca
w innym samochodzie jedzie wzdluz tej samej prostej i w tym samym kierunku, co
karetka, ale wolniej (,karetka go goni”). Rejestruje wowczas czestotliwosé 1015 Hz. Gdy
karetka go wyprzedza, obserwator w samochodzie zaczyna rejestrowac czestotliwosé 900
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Hz. 7Z jaka predkoscia predkoscia sie karetka i samochod obserwatora?

Korzystamy ze wzoru w wariancie z poruszajacym sie zrodlem i obserwatorem
dzwigku jednoczesnie. Niech v = 1000 Hz, v/ = 1015 Hz, v, = 900 Hz. Przyjmiemy tez
vgz = 340 m/s. Mamy wiec:

Ul — Vgz — Vobs
1 — ¥ / / /
Vg — Vg Vi Udg + Vg vy — m
el - Ao BT E Ly g2 =204~
y/—y.u V2 Uds — Vg 1+V2 S
y =
Vaz + Vg v

m
1
Vobs = Vs —— (Vs —Vz) = 15,6 —

Wyniki wydaja sie rozsadne. Karetka jedzie z predkoscig ok. 73 km/h, podczas gdy
samochod miat predkosé ok. 56 km /h.

7.3.2. Parametry dzwieku

Oprocz takich wielkosci fizycznych opisujacych fale dzwiekowa, jak czestotliwosé, dtugosé,
predkosé fali, definiujemy szereg innych parametrow dzwicku, ktore czesto majg charakter
bardziej subiektywny niz czysto fizyczny. Przyktadowo jedne dzwieki nam sie ,,podobaja”
bardziej niz inne, kto§ woli glos soprana, a inny woli basy. Jednych draznig dZwieki glo$ne,
inni wolg stucha¢ muzyki wtasnie glosnej itd. Zdefiniowanie nowych parametrow dzwieku,
takich jak wysoko$¢, barwa, gtosnos¢ wymagac¢ wiec beda raczej stow, niz rownan.

Zanim bardziej szczegdélowo omoéwimy te parametry, powiedzmy najpierw, ze wiekszosé
zrodel dzwiekow z muzyce (instrumentow) wytwarza tzw. fale stojaca, ktora nie propaguje
sie nieustannie w osrodku. O falach tego typu powiemy wiecej w Podrozdziale [7.5.2] Taka
fale wytwarza np. rozedrgana struna skrzypiec, czy stup powietrza w piszczatkach organow.
W kazdym przypadku jest to najczesciej fala sinusoidalna (harmoniczna) i taka wydaje sie
najladniej brzmieé¢ dla ludzkiego ucha. Fala stojaca moze skladaé sie z wielu sktadowych fal
- tzw. wyzszych skladowych harmonicznych, ktore charakteryzuja sie wyzsza czestotli-
woscig. Wynika to z pewnych ograniczen geometrycznych, jakie musi spetniaé¢ fala stojaca
(powiemy o tym w Podrozdziale . Przyktadowo n-ta sktadowa harmoniczna ma n razy
wieksza czestotliwo$¢ niz najnizsza mozliwa czestotliwo$é. W przypadku drgajacej struny o
dhugosci [ najwieksza mozliwa dtugosé fali to A\ = 2[, a wiec najmniejsza czestotliwosé to
fo = 5. Te¢ najmniejszg czestotliwo$¢ nazywamy tonem podstawowym (czasem tez to-
nem czystym, sktadowa podstawowa). Czestotliwosci wyzszych sktadowych harmonicznych
wynosza f, = nfo. Czestotliwo$¢ tonu podstawowego decyduje o wysokosci dzwieku. Przy-
ktadowo dzwiek a' (czyt. ,a razkreslne”), do ktérego najezesciej wystrojone sa kamertony,
ma wysokos¢ 440 Hz. Do takiej czestotliwosci najczesciej ,stroja sie” chory lub orkiestry
symfoniczne przed koncertem (by¢ moze Czytelnik kojarzy pojedynczy dzwigk podany przez
oboiste w sali filharmonii - to wlasnie dzwigk a'). Jesliby sie okazalo, ze ktory$ z instrumen-
tow orkiestry nie wystroil swojego instrumentu do dzwicku a! o czestotliwoéci 440 Hz, a np.
do 445 Hz (lub analogicznie innych dzwiekow), to stuchacz odebralby to jako ,fatsz”. Dzwiek
440 Hz nazywa sie czesto dzwiekiem wzorcowym.

Od ilosci sktadowych harmonicznych i ich wzglednych amplitudach (wzgledem tonu pod-
stawowego 1 siebie nawzajem) zalezy barwa dzwieku. Barwa jest raczej subiektywnym od-
czuciem niz precyzyjnym fizycznym pojeciem, choé¢ oczywiscie mogliby$Smy wprowadzié¢ pre-
cyzyjng miare ilosci sktadowych harmonicznych i ich amplitud. Dzwicki wydawane przez
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skrzypce w rekach poczatkujacego skrzypka (zapewne jeszcze dziecka-ucznia szkoty muzycz-
nej I stopnia) nie sa czesto przyjemne dla ucha, cho¢ moga by¢ niemal idealnie ,czyste”.
Mamy takie odczucie, bo barwa takiego dZzwieku jest brzydka. Stad mozna by wysnu¢ wnio-
sek, ze sam ton podstawowy niekoniecznie jest przez nas odbierany jako tadny, bo nie ma
zadnej barwy. Uzyskanie pieknego brzmienia instrumentu (pieknej barwy) bywa sztuka i wy-
maga duzo wysitku nie zawsze tylko od skrzypka, ale i producenta instrumentu (skrzypce
Stradivariusa albo Amatich uchodza za cenne wtasnie przez to, ze daja wyjatkowa barwe
dzwieku).

Glo$nosé dzwicku jest cechg wrazenia stuchowego i wyraza raczej subiektywne odczucie,
ktory dzwiek jest lepiej styszalny (glosny), a ktory stabiej styszalny (cichszy). Cho¢ glosnosé
bedzie zaleze¢ np. od natezenia dzwieku, to nie jest tak precyzyjna wielkoscig fizyczng jak
ta druga. Glo$nosé mierzy sie w sonach. Podaje sie tez miare logarytmiczna poziomu glo-
$nosci w fonach (analogicznie do poziomu natezenia w skali decybelowej). Nie bedziemy
bardziej szczegbétowo zajmowac sie tymi wielkosciami.

Przyklady

1. Jaka sila musi by¢ napieta struna D w gitarze klasycznej, aby uzyska¢ idealny stréj?
Struna jest nylonowa i ma rozmiar 0,030. Rozmiar gitary to 4/4.
Zadanie to celowo jest zdefiniowane tak ogélnie. Ma nas sprowokowaé¢ do znalezienia
wszystkich potrzebnych danych w internecie. I tak: struna D w gitarze ma dawac¢ dzwiek
o czestotliwosci mniej wiecej fo = 147 Hz; rozmiar struny 0,030 oznacza, ze Srednica
jej przekroju to d = 0,030 cala = 0,762 mm; rozmiar gitary 4/4 oznacza, ze jej dlugosé
catkowita to 99 cm, a dlugo$é czynna strun (od gryfu do mostka) wynosi [ = 65 cm.
Jak pamietamy, maksymalna dlugos¢ fali stojacej w strunie wynosie A, = 2[. Ton
podstawowy dla dzwicku D wynosi wiee fo = 5—— = 3. Pozostaje kwestia nylonu. W
internecie znajdujemy gestosé (objetosciowa) nylonu, réwna p = 1140 kg/m?. Znajac
gestos¢ p i pole przekroju poprzecznego struny, mozemy obliczy¢ jej gestosé liniowa
masy: p=p-S =p- ”Td2 = 5,2-107* kg/m. Na koniec musimy uwzgledni¢ zwiazek
predkosci fali (poprzecznej) w strunie z sila naciagu. Podaje go wzor . Ostatecznie
wiec mamy:

\/E
fo:%zz_; = F=d2f2.4=19N
To jest moze do§¢ zaskakujaco mata sita (mniej wiecej ciezar masy 2 kg). Rzeczywi-
Scie struny w gitarze klasycznej maja stosunkowo stabe naciagi, w poréwnaniu np. do
gitary akustycznej. Tam zaktada sie struny metalowe, bo konstrukcja gryfu gitary jest
mocniejsza. Gdyby do naszej gitary z zadania zalozy¢ struny stalowe (pgq = 7860
kg/m?), to sita naciagu bylaby:
2 12 md’ 212 12
Fstal =4l fO * Pstal T =7dl fo * Pstal = 130 N

- zdecydowanie wieksza. Wydawaé by sie moglo, ze aby uzyska¢ pozadane dzwieki
e!HGDAE w gitarze, mozna by uzy¢ 6 identycznych strun, ale naciggnietych innymi
sitami. Rzeczywiscie, w teorii tak. Jednak z praktycznego punktu widzenia, konstrukcja
gitary wymaga, aby naciagi wszystkich strun byly mniej wiecej takie same. Dlatego,
zamiast, uzywamy strun o réoznych grubosciach (czyli gestosciach liniowych).
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7.4. Enmergia, moc i natezenie fali

7.4.1. Moc fali biegnacej w strunie

Z Rozdziatu 4. pamietamy, ze moc zdefiniowana jako stosunek pracy i czasu, moze by¢
interpretowana jako szybko$¢ zmiany (przekazu) energii. Moc przenoszona przez kazda fale
biegnaca jest oscylujaca funkcja czasu (tak jak wychylenie czgsteczek drgajacego osrodka
harmonicznie oscyluje w przestrzeni). Mozna pokazaé, ze sinusoidalna fala biegnaca w strunie
napietej sita F' przenosi energie z szybkoScia

P = A*kwF cos®(kx — wt) (7.8.)

gdzie A to amplituda fali, k - liczba falowa, w - czestoé¢. Bardzo czesto interesuje nas srednia
moc fali mechanicznej (moc przenoszona $rednio w czasie 1 okresu). Jest to wielko$¢ rowna:

— 1 F
P = §A2k:wF =2t A% — = 22 A%V (7.9.)
v

Wykorzystalismy tutaj tozsamoéci: kw = 2 - 27v = 4n?% = 47r21;—2, a w ostatnim przejsciu
wzor (7.6.) na predkosc fali w drgajacej strunie; u - gestosé liniowa struny. Wzor (7.9.)) mozna

tez zapisaC w postaci:
- 1
P= é,uAQw% (7.10.)

7.4.2. Energia i moc Srednia fali w dowolnym o$rodku sprezystym

Mozna pokaza¢, ze w osrodku sprezystym Srednia moc przekazywana przez powierzchnie
S o$rodka przez fale biegnaca wynosi:

— 1
P = §pA2w2vS =21 pA**uS (7.11.)

gdzie p to gestosé osrodka. Wyrazenie to mozna zapisaé¢ przy uzyciu pojecia Sredniej gestosci
energii (wielko$¢ srednia energii przenoszonej przez fale liczona na jednostke objetosci: pp =
E

#) W postaci:

— 1
P=%g-v-S Pp = §pA2w2 (7.12.)

Srednia energia przenoszona przez fale jest érednia energia Zrodta fali (oscylatora harmonicz-
nego). Jak wiemy energia calkowita oscylatora wynosi £ = %mwQAz. Poniewaz energia ta
jest stala, to jej érednia (po czasie) tez wynosi £ = %mwQAz. Zatem $rednia gestosé energii

rzeczywiscie wynosi:

_ _F_%mw%‘@_\m_

TV TV T Ive

Zwroémy uwage, ze w kazdym wypadku srednia moc przenoszona przez fale biegnaca
jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy fali i kwadratu czestosci (czestotliwoscei). To

jest wlasno$¢ wszystkich fal (nie tylko mechanicznych, ale tez elektromagnetycznych, np.
promieniowania rentgenowskiego). Zapamietajmy:

1
p‘ = EpAQuP (7.13.)

Dla kazdej fali, zawsze: P ~ A*> oraz P ~1° (7.14.)
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7.4.3. Natezenie fali

Natezeniem fali I nazywamy stosunek $redniej mocy P przenoszonej przez fale i pola
powierzchni S do ktorej dociera czoto fali. Zgodnie z definicjami $§redniej mocy z poprzedniego
podrozdziatu, mozemy zdefiniowaé¢ natezenie fali jako:

_ r — I TR RN S
]—E—pE~U—§pAwU—27T,OAVU (7.15.)
Natezenie fali wyrazimy wiec w jednostkach W/m?. Kolejna bardzo wazna cecha wszystkich
fal dotyczy natezenia:

Dla kazdej fali, zawsze: [ ~ A> oraz [ ~ 1? (7.16.)

podobnie jak w przypadku $redniej mocy. Natezenie fali w najwiekszym stopniu zalezy od
amplitudy i czestotliwosci (te dwa parametry zaleza wylacznie od 7rodta - emitera fali).

Jezeli mamy do czynienia z punktowym Zrodtem fali (z dobrym przyblizeniem jest to
np. dzwiek emitowany przez metalowy dzwonek, albo nawet muzyka emitowana z glosnika),
to powierzchnia ta jest powierzchnia sfery. O takiej fali mowimy, ze jest anizotropowa -
propaguje sie jednoczesnie we wszystkich kierunkach i w kazdym tak samo. Nazywamy ja
falg kulistg. Natezenie fali kulistej jest réwne:

P 1
 4mr? e
gdzie r jest odlegloécig od zrodla, a 4mr? jest polem powierzchni sferycznej powierzchni, do
ktorej dociera fala o tej samej fazie. Natezenie fali maleje z kwadratem odlegtosci od Zrodta
fali. Tak wiec gdy oddalamy sie od glosnika emitujacego fale dzwiekowa na 2-krotnie wieksza
odlegtosé, rejestrujemy 4-krotnie mniejsze natezenie dzwieku (przy tej samej mocy zrodla).

Oczywiscie w przypadku fal rozchodzacych sie izotropowo na plaszczyznie (np. fala na
wodzie powstala wskutek wrzucenia pionowo z gory kamienia), czoto fali tworzy okregi o pro-
mieniu r. Fale taka nazwiemy falg kolista. Natezenie takiej fali zalezy tylko od odwrotnosci
odlegtosci (ma wtedy jednostke W/m):

Fala kulista (w przestrzeni): I (7.17.)

1
I~ = (7.18.)

P
Fala kolista (na plaszczyznie): I=—
2mr r

7.4.4. Poziom natezenia dzwieku

Dobrze znamy decybelowa skale poziomu natezenia dzwieku. Z zycia wiemy, ze 20 dB
(szept) jest dla nas ledwo styszalne, 40 dB (rozmowa, gwar w pokoju) jest dla nas w miare
komfortowy, 60-80 dB (odkurzacz lub gtosna muzyka) przeszkadza i moze troche drazni¢, 100
dB (hatas samochodow) to juz naprawde duzy poziom natezenia dzwieku, a przy 120-140 dB
bola uszy (jest to tzw. prog bolu). Skala w decybelach okazuje sie bardzo pomocna w defi-
niowaniu poziomu natezenia dzwigku. Okazuje sie, ze rozne dzwieki (cho¢by te wymienione)
maja bardzo rozne natezenia (wartosci rozciagaja sie na kilkanascie rzedow wielkosci). Samo
natezenie dzwieku I bytoby wiec mato wygodne w zyciu codziennym, a nawet w technice.
Dlatego wprowadza sie pojecie poziomu natezenia dzwieku, ktory jest logarytmiczna
miarg natezenia dzwicku w skali decybelowej:

L [dB] = 101ogy, (I—IO) [dB] = 101og, (ﬁ—;) [dB] (7.19.)
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gdzie Iy = 10712 W/m? jest pewnym (umownym) natezeniem dzwigku odniesienia, nazywa-
nym tez czasem progiem styszalnosci; Ay to odpowiadajaca mu amplituda.

Przyklady

1. Glosnik zestawu kina domowego ma moc 50 W. Jaki poziom natezenia dZwicku zare-
jestrujesz siedzac na kanapie w odlegltosci 3 m od glosnika, jesli w danym momencie
pracuje on 7z maksymalna moca? Do jakiego poziomu nalezatoby Sciszy¢ glosnik (do
jakiej wartosci obnizy¢ jego moc), aby moc ogladaé¢ film komfortowo, przy poziomie
natezenia dzwieku 70 dB?

Wykorzystamy najpierw wzor na natezenie dzwieku fali kulistej (zaktadamy, ze gltosnik
emituje dzwieki w miare izotropowo) w funkeji odleglosci , a nastepnie definicje
poziomu natezenia dzwieku (7.19.).

P W I
Agrr? T o810 (IO)

I

To zdecydowanie za duzy poziom natezenia dzwicku, aby moc ogladaé film bez uczucia
bolu uszu. Aby osiagnaé¢ bezpieczny poziom L' = 70 dB, nalezy z glosnika generowac
moc:

I / W
L' = 10logy, ([—> = I'=1-105=10°"— = P = 4m’~1mW
0 m

Do komfortowego ogladania filmu wystarczy ,skrecenie” regulatora glosnosci tak, by
moc generowana przez gtosnik byta rzedu miliwatow.

2. Fala biegnaca w strunie ma roéwnanie (w uktadzie SI): y(x,t) = 0,003 sin(kx — 27001).
Jaka jest gestos¢ energii tej fali i §rednia moc przekazywana przez strune? Struna jest
wykonana ze stali (G = 80 GPa, p = 7860 Hz) i ma przekroj kotowy o $rednicy 2 mm.
Fala opisana powyzszym rownaniem jest falg poprzeczng, zatem na podstawie wzoru
(2) z Tabeli obliczamy predkos¢ fali: v = 3190 m/s. Z réwnania fali odczytujemy
amplitude: A = 0,003 m = 3 mm, oraz czesto$é: w = 2700 rad/s. Srednica struny to
d = 2 mm. Korzystamy teraz ze wzoru na srednig energie i $srednig moc:

1

K _ 2
P = 5pA%? ~ 260 ) e T

m p 4

7.5. Interferencja fal

Wszystkie fale naktadajg sie na siebie. Mowimy woéwcezas o superpozycji fal, w wyniku
ktorej moze dochodzi¢ do zmian ksztattu, amplitudy i czestosci fali wypadkowej. Podobnie
jak miato to miejsce w przypadku sktadania drgan (Rozdziat , postadé fali wypadkowe;j
bedzie zalezat od amplitud i faz (czestosci, drog falowych i faz poczatkowych) fal sktadowych.
Tylko w szczegblnym przypadku nazwiemy superpozycje fali interferencja:

Interferencja nazywamy superpozycje fal spégnych. Fale nazywamy spojnymi, gdy ich
dtugosci fali sq rowne, a roznica faz nie zalezy od czasu.
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Tylko fale spojne (takie, ktorych roznica faz Ap = pg — ¢y jest stala w czasie, a dtugosci
fali sa rowne) ulegaja interferencji. Mowimy dodatkowo o interferencji konstruktywnej -
takiej, w ktorej amplituda wypadkowa ulega wzmocnieniu (jest suma amplitud fal sktado-
wych), oraz destruktywnej - w przypadku ktorej fala ulega ostabieniu (amplitudy odejmuja
sie). Interferencja destruktywna moze doprowadzi¢ do wygaszenia fal (interferencja catkowi-
cie destruktywna). Dzieje sie tak, gdy nakladaja sie dwie fale o tych samych amplitudach,
ale przesuniete w fazie o 7 (mowimy: drgaja w przeciwfazie). Przesuniecie fazowe 7 ozna-
cza przesuniecie dlugosci fali o potoéwke dtugosci fali. W uproszczeniu mozna powiedzieé, ze
interferencja jest konstruktywna, gdy fale spotkaja sie ,,gérkami” lub ,dolinami”, a destruk-
tywna, gdy ,,gorka” spotyka sie z ,doling”.

Warunek Younga interferencji konstruktywnej jest taki, ze roéznica drog falowych obu
fal musi by¢ catkowita wielokrotnoscia dtugosci fali (rownowaznie mowimy tez: parzysta
wielokrotnoscia potowek dtugosci fali). Jesli roznica drog falowych jest nieparzysta wielo-
krotnoscig potowek diugosci fali, to jest to warunek destruktywnej interferencji. Warunki
Younga interferencji mozemy ujaé¢ wzorami:

A

Interferencja konstruktywna: As =n\ = 2m—

2 (m,n € Z) (7.20.)

Interferencja destruktywna: As = (2m + 1)5

7.5.1. Fala ptaska, dyfrakcja, zasada Huyghensa

Falg ptasks nazywamy fale (na ptaszczyznie lub w przestrzeni), ktora propaguje sie tylko
w jednym kierunku. Jesli spojrzymy na taka fale ,z boku” (jakby w przekroju poprzecznym),
to zobaczymy proste linie, taczace ,,gorki” lub doliny” sasiednich fal. Méwimy, ze czoto fali
plaskiej stanowia réwnoodlegle linie proste (na schematach czesto zaznaczamy czola fali od-
powiadajace minimom i maksimom).

W poprzednich podrozdziatach mowilisSmy, ze fala dzwiekowa rozchodzi sie raczej izo-
tropowo (jednakowo) we wszystkich kierunkach. Nie jest wiec fala plaska, a kulista. Jest to
prawda w przypadku zrodta punktowego (lub prawie punktowego, np. gltosnik mozna trak-
towa¢ w sposob przyblizony jako zrodto punktowe). Jezeli zrodto dzwieku jest bardzo duze,
to w niewielkiej odlegtosci od niego fala dzwickowa moze by¢ traktowana w przyblizeniu jak
ptaska. Raczej ciezko sobie wyobrazi¢ zrodlo dzwieku, generujace fale ptasks. Zdecydowanie
tatwiej wyobrazi¢ sobie fale ptaskie na wodzie. Swietnym przyktadem sa morskie fale (cho¢
tak naprawde ich ksztalt jest bardziej skomplikowany). Podobnie, gdy wytrzepujemy koc po
skoniczonym pikniku na tace, najpewniej poruszamy nim tak, ze generujemy fale ptaska.

Jezeli fala plaska pada na przeszkode, np. w postaci niewielkiego obiektu, lub krawedzi
obiektu duzego, albo na szczeline, to ulega ugieciu, zwanego takze dyfrakcja. Co to znaczy,
ze przeszkoda jest niewielka? Chodzi o taki rozmiar przeszkody, ktory jest porownywalny z
dtugoscia fali padajacej. Latwo sobie wyobrazi¢, ze fala morska o dtugosci rzedu kilku me-
trow, zapewne nie ,poczuje”’ przeszkody w postaci pojedynczego pala wbitego w dno morza.
Przejdzie przez taka przeszkode bez zmian, nie ugnie sie. (Dopiero szereg wielu pali - two-
rzacych falochron - rozbija fale.) Warunkiem dyfrakeji jest wiec to, aby rozmiar przeszkody
byl porownywalny z dtugoscig fali. Jak dalej zachowuje sie ugieta fala? O tym mowi zasada
Huygensa:

Kazdy punkt osrodka, do ktorego dotarto czoto fali, mozna traktowaé jako Zrodto nowej fali
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kulistej (w 3D) lub kolistej (w 2D)

Tak wiec, gdy fala ptaska pada na przeszkode w postaci szczeliny, za szczeling rozchodzi
sie nowa fala kulista (lub kolista). Ta nowa fala musi mieé¢ te sama czestotliwosé i kierunek
rozchodzenia sie, co fala padajaca (w szczegolnosei, nie moze rozchodzi¢ sie ,do tytun”). Zasada
Huyghensa dotyczy nie tylko sytuacji powstawania fali na przeszkodzie wskutek dyfrakcji.
Kazda fale biegnaca mozna interpretowa¢ w oparciu o zasade Huygensa - fala ptaska jest
wowczas traktowana jako ztozenie kulistych fal czastkowych, ktore ze soba interferuja, a
wypadkowa powierzchnie falowa tworzy styczna do wszystkich powierzchni fal czgstkowych.

7.5.2. Fala stojaca

W gitarze lub skrzypcach, o ktorych wspominaliSmy powyzej, struna jest zamocowana
w dwoch koricach. Jesli wzbudzimy fale w takiej strunie, to powstanie tzw. fala stojaca.
Fala taka nie propaguje sie w osrodku (a wiec i nie przenosi energii). W pewnych miejsca w
przestrzeni powstaja wezly fali, czyli miejsca, w ktorych amplituda wychylenia jest zawsze
rowna 0. Naturalnym weztem fali w drgajacej strunie lub linie zaczepionej w obu koncach
jest kazdy z tych koncow. Fala stojaca moze nie mie¢ wiecej weztow (powstaje wowczas fala o
najwiekszej mozliwej dtugosci fali, rownej A = 2[, gdzie [ to dlugos¢ struny lub liny). Oprocz
weztow powstaja tez strzalki, czyli miejsca o maksymalnej amplitudzie. Przyktadowo w
rozedrganym precie zamocowanym w $rodku strzatki wystepuja na konicach preta, podobnie
byloby w obustronnie otwartej piszczalce. Znowu, moga to by¢ jedyne strzalki fali, a wtedy
mamy do czynienia z falg o najwiekszej mozliwej dlugosci. Oczywiscie fala stojaca moze
sktadaé¢ sie z wielu weztow i strzalek, przy czym wystepuja one zawsze naprzemiennie.

Z punktu widzenia fizyki powstawania fali stojacej, mowimy, ze fala taka jest naprawde
superpozycja (zlozeniem) dwoch identycznych fal, biegnacych w przeciwnych kierunkach i
przesunietych w fazie o m. Wyobrazmy sobie fale biegnaca w rurce, zakoniczonej z jednej strony
zamknieta $cianka. Przy odbiciu od $cianki fala musi zmieni¢ faze na przeciwng (wynika to
z warunku ciaglosci, o ktorym mowilismy w jednym z Przykladéw). Z tego natychmiast
wynika, ze na Sciance musi tworzy¢ sie wezel (fala ,zanika” na Sciance i ,rodzi sie” na nowo,
biegnac z przeciwng strone i ze zmieniona o 7 faza drgan). Wyprowadzmy roéwnanie fali
stojacej:

y1(z,t) = Asin(wt + kz) (fala w prawo ‘ .
yQEx,t) = Asin(wt — kx 45 7) (fala w le\)zvo) Yuyp = Y1 + Y2 = 2A cos(kz) sin(wt)

(7.21.)
Rownanie fali stojacej mozna zapisac jeszcze krocej: yyy,(x,t) = A'sin(wt), gdzie A" =
2A cos kx, co mozna rozumieé tak, ze fala stojaca jest jakby pojedynczym drganiem o zmie-
niajacej sie w przestrzeni amplitudzie. Mozna tez oprze¢ interpretacje na réwnowaznym
WZOTZE: Yyyp = A" cos(kz), gdzie A” = 2Asin(wt) - fala stojaca to kosinusoidalny ksztalt,
ktorego amplituda drga w czasie harmonicznie. Na Rysunku pokazano przykladowe

wyzsze harmoniczne fali stojacej w strunie i piszczatkach.

7.5.3. Rezonans akustyczny

Jezeli czestotliwosci dwoch fal, ktore sie spotkaja, sa dopasowane, dochodzi do wzmocnie-
nia ich wypadkowego drgania. Taki efekt nazwiemy rezonansem akustycznym. Dochodzi
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[="A fi= fo I="1ah, fi=/fo I="2A, fi=fo="/x
=3/aA, f2 3fo [=2)2A, f2= 2f0
1=21., f3=3f, [=%1A, f3=5f0 [=%24, f3=3f0
1=%uh, fi=afo =714, f=7f0 [=%p2h, f,=4f,
l=5/2)‘: f<5=5f0 l=9/4)\’ f:5=9f0 :5/2)“ f‘5:5f0
drgajaca struna: piszczalka jednostronnie piszczaltka obustronnie
Ay = %l otwarta: otwarta:
fn=nfo An _2n+17fn:(2n+1)f0 n—ﬁafn:nfﬂ

Rysunek 7.1.: Schemat powstawania kolejnych fal stojacych w drgajacej strunie oraz pisz-
czalkach: jedno- i obustronnie otwartych.

wowcezas do maksymalnego przekazu energii w ukladzie (natezenie generowanego dzwieku
jest najwieksze). Warunkiem zaj$cia rezonansowego wzmocnienia fali jest wiec rownosé cze-
stotliwosci dwoch fal.

Jezeli mamy do czynienia z falg w strunie lub w stupie powietrza w piszczatce, to mu-
szg powstawaé fale stojace. Rezonans realizuje sie wowczas poprzez powstawanie wyzszych
harmonicznych - tylko takich, ktorych czestosci fali sa catkowita wielokrotnoscia czestotli-
wosci podstawowej: f, = nfo (lub analogicznie: dlugosci fali sa kolejnymi utamkami dtugosci
fali tonu podstawowego: \, = %)\0 = Ao, %/\0, %)\0, %R\o’-n)- Tuz po wzbudzeniu struny do
drgan (np. poprzez szarpniecie lub uderzenie) generuja sie fale o wszystkich mozliwych cze-
stotliwosciach, jednak bardzo szybko dochodzi do ,dostrojenia rezonansowego” struny i obok
tonu podstawowego pozostaja tylko sktadowe harmoniczne. O amplitudach (udziale harmo-
nicznych w caltym tonie) decyduja czesto czynniki zewnetrzne, takie jak np. ksztalt pudta
rezonansowego instrumentu.

Przyklady

1. Dwuwymiarowa ptaska fala o dtugosci A pada na przeszkode w postaci pojedynczej
szczeliny o szerokosSci d. Znajdz warunek interferencji destruktywnej w zaleznosci od
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kata obserwacji fali za szczeling (czyli wzor na katowe polozenie minimow dyfrakcyj-
nych).

Przeanalizujmy przez chwile proces dyfrakcji i interferencji fali ptaskiej na szczelinie.
7 zasady Huygensa wynika, ze z punktow skrajnych szczeliny bedzie propagowaé sie
fala kolista. Z obszaru pomiedzy wyjdzie dalej fala ptaska. Za szczeling dojdzie wiec
do interferencji fal dyfrakcyjnych. Warunek na minimum dyfrakcyjne moéwi, ze réznica
drog falowych interferujacych fal musi by¢ rowna nieparzystej wielokrotnoséci potéwek
dtugosci fali - wzor (7.20)). Pozostaje wigc obliczenie roznicy drog falowych. Przepro-
wadzmy rozwazania geometryczne (Rysunek ?7). Zastosujemy tez pewne przyblizenie:
prowadzimy obserwacje z duzej odlegtosci od szczeliny, co oznacza, ze promienie fali
biegna niemal réwnolegle do siebie. Zatem katy mierzone do promienia s; od jednego
konca szczeliny oraz do promienia so biegnacego od $rodka szczeliny sa w przyblizeniu
rowne i wynosza ). Ten sam kat odnajdujemy w trojkacie OAC na rysunku. Oblicze-
nia wykonujemy dla pierwszego minimum dyfrakcyjnego (m = 0 we wzorze )
W takim razie:

A
As =5y — 51 = =
2 d . A )
As As = Esm9:§ = dsinf =\
o — B
sin —]OA] —g

Otrzymaliémy wzor na warunek interferencji destruktywnej fali na pojedynczej szczeli-
nie. Jest to jednocze$nie wzor na potozenie minimoéw dyfrakcyjnych. Zauwazmy, ze gdy
szerokos¢ szczeliny jest duzo wieksza od dtugosci fali padajacej, d > A, to wielkosé
sinf — 0, a wiec zjawisko dyfrakcji nie zachodzi. Z drugiej strony, gdy d < A, to
fala nie ma szansy przej$¢ przez szczeline (odbije sie od niej) i dyfrakeji tez nie ma.
Potwierdza sie w ten sposob warunek dyfrakcji: rozmiar przeszkody musi by¢ rzedu
dtugosci fali.

Aby wyznaczy¢ potozenia kolejnych miniméw (tzw. miniméw dyfrakcyjnych wyzszych
rzedow), musimy zapisa¢:

dsinf = nA, n — rzad widma

2. lle razy nalezy zwickszy¢ naciag struny, aby dostroi¢ dZzwiek do tonu czystego kamer-
tonu o czestotliwosci 440 Hz, jesli struna daje czestotliwosé jedynie 430 Hz?
Chcemy, aby struna po dostrojeniu byta w rezonansie z kamertonem, a wiec miata cze-
stotliwos¢ fo = fr = 440 Hz, zamiast pierwotnej f; = 430 Hz. Predkos¢ fali dzwieku w
strunie zalezy od sity naciggu, natomiast dtugosci fali pozostajg takie same, tak wiec

mamy:
| F
v = i:fﬁ\ 2 f2
2 2
- RORT
u

Jesli sita ta jest niewielka (np. ~20 N, jak w przypadku strun w gitarze klasycznej - por.
Przyklad [I] w Podrozdziale[7.3.2]), to naciag nalezaloby zwickszy¢ jedynie o ~1 N. Tak
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precyzyjna regulacja naciggu struny moze sie¢ okaza¢ trudna. Z tego wzgledu muzycy
czesto korzystaja z precyzyjnych stroikow do strojenia instrumentow.

3. Pret miedziany o dlugosci | = 50 cm jest zamocowany w srodku. Modut Younga dla
miedzi £ = 128 GPa, a gestos¢ p = 8920 kg/m>. Znalezé liczbe podtuznych drgari
wtasnych preta w przedziale czestotliwosci od 20 do 50 kHz. Ile wynosza odpowiadajace
im czestotliwosci?

Wiemy, ze w drgajacym precie, zamocowanym jest w Srodku, wytworzy sie fala stojaca.
W érodku preta bedzie na pewno wezel, zas na kornicach preta - strzatki. W takim razie
na dlugosé preta bedzie przypadaé nieparzysta wielokrotnoéé potowek diugosci fali
(patrz Rysunek [7.1]). Predkos¢ dzwicku w precie obliczymy za pomoca wzoru (1) z

Tabeli|7.1.| v = \/% = 3788 m/s. Dozwolone czgstotliwosci rezonansowe:

A 2l

fo=(n+ 1)% ~ 3,8kHz - (2n + 1)

Mozemy stad obliczy¢, ze w przedziale 20-50 kHz mieszcza sie nastepujace czestotli-
wosci: f3 = 26,6 kHz, fy = 34,2 kHz, f5 = 41,8 kHz, fs = 49,4 kHz. Zatem 4 drgania.

4* Znajdz amplitude fali powstalej w wyniku superpozycji dwoch fal o tych samych cze-
stodciach, ale roznych drogach falowych i réznych amplitudach. Jaki jest warunek in-
terferencji destruktywnej?

(W rozwiazaniu tego zadania uzyjemy wiedzy nt. pewnych zagadnieni z rachunku liczb
zespolonych. By¢ moze Czytelnik powinien od$wiezy¢ sobie nieco te wiedze przed ana-
liza rozwiazania).

Mamy dwie fale:

y1(xt) = Ay sin(kxr; — wt)

yo(x,t) = Agsin(kzy — wt).

W wyniku superpozycji fal powstanie fala wypadkowa o réwnaniu ¥y, = y1 + y2. Pro-
blem w rozwiazaniu stanowi fakt, ze fale maja rézne amplitudy, przez co nie mozemy
tatwo ich dodac¢. Z pomoca przychodzi tzw. metoda wskazéw. Réwnanie kazdej fali
mozemy potraktowaé jak wskaz - wektor o danej dtugosci (amplituda fali) i kacie na-
chylenia wzgledem pewnej osi (faza fali). Faza fali zmienia sie w czasie poprzez czynnik
wt, dlatego wskaz czasem nazywa sie ,wirujacym wektorem”. Ma to swoje uzasadnienie
w tym, ze najogolniejsze rownanie fali mozemy zapisa¢ w postaci zespolonej (przypo-
mnijmy sobie wzor . Liczbe zespolong y = Ae? (A - modut liczby zespolonej, ¢
- faza liczby zespolonej) mozna interpretowaé na plaszczyznie zespolonej jako wektor
(wskaz) § = Ae? o dwoch wspolrzednych - czedci rzeczywistej Re{y} = A cos p oraz
urojonej Jm{y} = Asin¢. Nasze rownanie fali w postaci sinusa stanowi imaginalis
wektora ¢. Zapiszmy réwnania fali za pomoca wskazow:

Z)l(l‘,t) — Alei(kx1fwt)

Q2($,t) — A2ei(k$27wt).

W metodzie wskazow dodawanie dwoch fali (wektorow) jest proste. Dodajemy dwie
liczby zespolone:

Guwyp = 01 + 2 = Alei(kxl—wt) + AQQi(kmwt) _ (Aleikxl + AQGikxg) eiwt
= [(A} cos(kxy) + Ay cos(kwzy)) + i (Aysin(kx,) + Aysin(kay))] - '«
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Policzmy teraz modul tej liczby zespolonej. Autor zadania pyta nas o wzor na amplitu-
de fali wypadkowej. Liczac modut [gy,,| otrzymamy odpowiedz. Przypomnijmy sobie
wezesniej, jak oblicza¢ modul liczby zespolonej z = a + ib: |z| = Va? + b2. Ponadto
le’“!| = 1. Zatem:

el = v/ ORelinp}* + Oy} =

= \/(Al cos(kay) + A cos(kas))? + (Ay sin(kay) + Agsin(kas))® =

= \/Af + A3+ 2A; Ay cos(kay) cos(kxg) + 2A1 Ay sin(kay) sin(kxg) =

= /A2 + A+ 24, Ay cos (k(aa—1)) = /AT + A3+ 24, Ay cos (kAT) = Ay

OtrzymaliSmy wzor na amplitude fali wypadkowej. Czlon 2A4; A; cos (kAx) nazywamy
czlonem interferencyjnym. Wzo6r upraszcza sie, jezeli amplitudy fal sktadowych sa
jednakowe, A; = Ay = A:

Apyp = A\/2 + 2 cos(kAx)

Kiedy interferencja jest destruktywna? Zgodnie z definicja wtedy, gdy amplituda wy-
padkowa osiagga najmniejsza wartos¢. Ma to miejsce w sytuacji, gdy czlon interferen-
cyjny jest najmniejszy mozliwy, czyli kosinus osiagga wartos¢ —1. Stad warunek:

2 1
cos (kAzx) =—-1 = kAz=n+2mn,ne€Z = ’k—;’ = Az = (n+§>)\

5. Do wyznaczenia predkosci dzwieku moze poshizyé¢ uklad pomiarowy zbudowany z
wykorzystaniem tzw. rury Quinckego. Z generatora fal dzwiekowych do rury wpada
dzwiek, ktory rozdziela sie na dwie czesci, propaguje r6znymi drogami, na koncu inter-
feruje i jest rejestrowany przez mikrofon. Na ekranie oscyloskopu obserwujemy sygnat
od fali wypadkowej. Jezeli przy czestotliwosci zrédta dzwieku f = 2000 Hz obserwuje
sie dwa sasiednie minima interferencyjne w odlegtosci [ = 17 cm, to ile wynosi predkosé
dzwieku?

Wykorzystamy warunek interferencji z poprzedniego Przyktadu:
Azg—Arp=(n+1)+3) A= (n+3) A=A
7 tresci zadania mamy: Az — Az = [. Zatem

A=l = wv=I[-f=340m/s

Zadania

1. Nietoperze do oceny odleglosci i detekeji innych obiektow uzywaja echolokacji (emituja
dzwieki mikrofalowe i rejestrujg ich odbicia od obiektow). Powiedzmy, ze emitowany
przez nietoperza dzwiek ma dtugosé fali 2 mm. Nietoperz leci w kierunku pionowe;j
Sciany jaskini z szybkoscia 25 m/s. Ile sekund ma on na wykonanie manewru, aby nie
uderzy¢ w $ciane, jesli odbity od $ciany dzwiek rejestruje po 15 ms? Jaka czestotliwosé
wlasnego dzwicku zarejestruje sam nietoperz?

2. Jaki jest stosunek grubosci skrajnych strun gitarowych (czyli e, dajacej dZzwigk o
czestotliwosci 330 Hz oraz E - dzwiek 82 Hz), jesli sa naciagniete ta sama sita?

141



7.5. Interferencja fal ROZDZIAL 7. Fale mechaniczne

3. Predkos¢ dzwieku w temperaturze 20°C wynosi 340 m/s. Ile wynosi predkosé dzwieku
w temperaturze 0°7

4. Pret metalowy zamocowany w jednym z koricow pobudzamy do drgan. Najnizsza cze-
stotliwosé¢ dzwieku mozliwa do wytworzenia w takim instrumencie wynosi 1,6 kHz w
przypadku drgan podiuznych i 1 kHz w przypadku drgari poprzecznych. Ile wynosi
wspotezynnik Poissona dla metalu, z ktorego wykonano pret? Wskazowka. Wspolczyn-
nik Poissona g, modutl sztywnosci G i modut Younga E sa powiazane tozsamoscia:
E=2G-(1+ p).

5. Amplituda pewnej fali dzwickowej jest 1000 razy wieksza niz minimalna amplituda
dzwieku, ktory mozna jeszcze uslysze¢. Jaki jest poziom natezenia (w decybelach)
tej fali dzwiekowej? Jaki musiatby by¢ stosunek mocy zrodta, aby w odleglosci 10 m
utrzymacé takie samo natezenie dzwieku, co w odlegtosci 10 ¢cm od zrodla emisji?

6. W odlegtosci 100 m od punktowego zrédia dzwicku poziom natezenia fali wynosi 30
dB. Jaki poziom stwierdzimy w odlegtosci 1 m od tego Zrodta? Zaktadamy, ze osrodek
jest jednorodny, a Zrédto izotropowe.

7. Jakie jest calkowite natezenie fali dZzwickowe] wytwarzanej przez strune drgajaca z
czestotliwoscia tonu podstawowego 369 Hz i o amplitudzie 3 mm, jesli widmo dzwicku
zawiera jeszcze 10 wyzszych harmonicznych - kazda o amplitudzie 5 razy mniejszej od
poprzedniej. Przyjmij predkosé¢ dzwieku w powietrzu rowna 340 m/s i gestosé powietrza,
1,2 kg/m?3.

142



Rozdziatl 8.

Hydrostatyka 1 hydrodynamika

8.1. Podstawowe pojecia

Hydrostatyka jest nauka o cieczy w spoczynku. Nie interesuje nas przeplyw cieczy (ciecz
w ruchu), ale parametry cieczy spoczywajacej (np. cisnienie na jakiej$ gtebokosci zbiornika),
a takze ruch ciata w takiej cieczy. Zakladamy, ze masa cieczy w zbiorniku znajduje sie
tylko pod wpltywem pola grawitacyjnego i ew. pod pewnym ci$nieniem zewnetrznym (np.
ciSnieniem atmosferycznym). Bedziemy zaklada¢, ze nasza ciecz jest niedcisliwa, tzn. pod
wplywem sil i ciSnienn zewnetrznych jej objetosé nie zmniejsza sie. Poczatkowo tez bedziemy
zaktadaé, ze ciecz jest nielepka, tzn. nie wytwarza dodatkowego tarcia miedzy soba sama, a
takze na powierzchni styku z cialem zanurzonym w niej.

Podstawowe parametry opisujace ciecz w danych warunkach to jej masa m, objetos¢ V' i
gestosé p (wszystkie trzy sa zwigzane szkolng relacja p = {7), a takze ci$nienie. Ci$nienie
jest skalarng wielkosScia fizyczng zdefiniowana jako stosunek sity F' dziatajacej prostopadle

na powierzchnie S:

p=3 (8.1.)

Z definicji tej wynika jednostka cinienia: paskal (Pa — N/m?). Jednym z podstawowych
praw hydrostatyki jest prawo Pascala, podane w XVII w. przez francuskiego matematyka,
fizyka i filozofa - Blaise’a Pascala.

Prawo Pascala
Jezeli na ciecz zamknietg w zbiorniku dziala zewnetrzne cisnienie, to ci$nienie panujace
wewnatrz zbiornika jest wszedzie takie samo i rowne ci$nieniu zewnetrznemu.

Najbardziej powszechnym (i na pewno znanym tez Czytelnikowi) zastosowaniem prawa
Pascala jest prasa hydrauliczna. To jedna z tzw. maszyn prostych, ktérych przyktady
juz poznalismy (rowna pochyta, bloczek). Schemat prasy znajdziesz na Rysunku Na
szeroki ttok z lewej strony o powierzchni S dzialamy prostopadle do tloka sita F} skierowana
w dob. Na tlok o powierzchni Sy z drugiej strony prasy dziala sita Fy ku gorze. Dlaczego?
Jaka jest ta sita? To wynika z prawa Pascala. Dzialajac sitg F7 na ttok lewy, wytwarzamy
wewnatrz prasy cisnienie, ktére zgodnie z prawem Pascala jest rowne w calej objetosci cieczy
roboczej. Zatem z rOwnowagi cisniefi po lewej i prawej stronie prasy mamy:

Py F i 5

— =2 lub === 8.2.
pL=p2 = S, S, u 2 S, ( )
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W powyzszym wzorze wykorzystaliémy tez definicje ci$nienia. Jezeli tlok po prawej stronie
ma wielokrotnie mniejsza powierzchnie (Sy < S7), to uzyskana silta jest wielokrotnie wieksza
od sity nacisku (Fy > F).

Powyzsze sformulowanie prawa Pascala zaktada, ze pomijamy wpltyw sity grawitacji. W
rzeczywistosci, gdy zbiornik umiescimy z polu grawitacyjnym, to gorne warstwy cieczy dzia-
taja na dolne warstwy poprzez swoja mase - gorne warstwy naciskaja na dolne, przez co
wytwarzaja dodatkowe ci$nienie. To dodatkowe ciSnienie, zwane ci$nieniem hydrostatycz-
nym, wynika wprost z ciezaru gornych warstw cieczy. Ich ciezar na pewnej gltebokosci h
ponizej poziomu powierzchni cieczy w naczyniu wynosi ) = mg = pVg = pShg. Stosu-
jac definicje ci$nienia i dzielac sile Q przez powierzchnie S, otrzymujemy wzor na
ci$nienie hydrostatyczne:

pn = pgh (8.3.)
gdzie h jest glebokoscia interesujacej nas warstwy cieczy liczong od powierzchni. Definicja h
jest wazna, nie nalezy mylié¢ jej z wysokoscia nad ziemia (np. ciala w rzucie uko$nym).

Jesli nasz zbiornik jest otwarty od gory i ma dostep do powietrza pod cisnieniem atmos-
ferycznym pg, to oczywiscie na warstwe cieczy o gtebokoéci h dziala calkowite cisnienie:

p = po + pgh (8.4.)

5
F
pZporoan
(a) Schemat prasy hydraulicznej. (b) Cisnienie hydrostatyczne.
Rysunek 8.1.: Prawo Pascala i cisnienie hydrostatyczne.
Przyklady

1. Jezeli wezyk doprowadzajacy pltyn hamulcowy do klocka hamulcowego w samochodzie

ma $rednice tylko 5 mm, a klocek hamulcowy ma srednice 5 cm (zaloz, ze klocek ma
ksztalt kola), to ile razy wieksza jest sila dzialajaca na tarcze hamulcowa od przyto-
zonej przez kierowce do hamulca?
Uklad hamulcowy (czesto mowi sie: hydrauliczny) dziala na zasadzie prasy hydraulicz-
nej. Pominmy tu nowoczesne rozwiazania z wykorzystaniem elektronicznego wspoma-
gania itp. Pedal hamulca jest sprzezony z tloczkiem w zbiorniczku z ptynem hamulco-
wym, ktory cienkim wezykiem potaczony jest z kotem. Zatozymy dodatkowo, ze znamy
site, z jaka kierowca dziata na pltyn wewnatrz wezyka. Oznaczmy indeksem dolnym ,,1”
wezyk, a indeksem ,,2” klocek hamulcowy. Ze wzoru mamy:

R=F2=F 2" 2 .
S TR ) VR 0,5

2
) =100 F}
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8.2.

Okazuje sie, ze silta, jaka dociska klocek do tarczy hamulcowej, ma wartosé¢ az ok. 100
razy wiekszg niz sita, z jaka kierowca naciska na pedal hamulca. Dzieki temu jesteSmy
w stanie zatrzymac rozpedzony do predkosci 100 km/h samochod wazacy 1,5 tony.
Sprobujmy sie zastanowié, czy rzeczywiscie mozna przy pomocy takiego uktadu hamul-
cowego zatrzymac¢ samochod. Zapytajmy, jakie opoznienie katowe kot i liniowe srodka
masy samochodu wytwarzamy?

Zalozenia: Iy = 400 N (w przyblizeniu potowa ciezaru czlowieka - kierowca prawie
,staje na pedal hamulca”); klocek wytwarza site na tarcze punktowo w odlegtosci od
osi obrotu kola réwnej promieniowi tarczy (przyjmiemy promien tarczy hamulcowej
r = 140 mm); moment bezwladnosci tarczy-walca I = %mrQ; wspotezynnik tarcia
miedzy klockiem a tarcza f = 0,4; za m przyjmujemy mase, ktora chcemy zatrzymac
(masa samochodu 1 500 kg). Sita F5 jest sila nacisku klocka do tarczy. Zatem sita tarcia
miedzy klockiem a tarcza wynosi T = fF5. Hamujacy moment silty tarcia wynosi wiec
My =rT = rfF,. Opo6znienie katowe:

da
rfF, 2 (a
€= =

%mr2 mr

)2
Ie=Mpr = = 152rad/s’ = a=er=2lm/s’

To jest bardzo duze przys$pieszenie, ktore pozwalaloby zatrzymac¢ rozpedzony do 100
km/h (28 m/s) w ok. 1,5 s. Wynik jest zbyt optymistyczny, bo nasze podejscie jest zbyt
idealistyczne. Jednak pokazuje, ze dzieki uzyskanemu przetozeniu w uktadzie hamul-
cowym jesteSmy w stanie rzeczywiscie zahamowac rozpedzony samochod przyktadajac
stosunkowo niewielky site do pedatu hamulca.

. Oblicz jakie ci$nienie panuje na dnie jeziora o glebokosci 10 m. A jakie jest ci$nienie

na dnie Rowu Marianskiego (glebokosé ok. 11 km)?

Skorzystamy z definicji ciénienia hydrostatycznego, przy czym dodamy jeszcze ci$nienie
atmosferyczne py = 1013 hPa. Gestos¢ wody p = 1000 kg/m? (zakladamy, ze nie
zmienia si¢ 7 ci$nieniem). Na dnie jeziora: p, = po+pgh = 10° Pa, czyli 1000 hPa, zatem
catkowite ci$nienie to 2013 hPa. Na dnie Rowu Marianiskiego: py, = pgH = 1,1-10° Pa,
czyli 110 MPa, dodawanie ci$nienia atmosferycznego nie ma juz sensu - wynosi ono
tylko 0,1013 MPa. Cisnienie na dnie Rowu Marianskiego jest ogromne. Jest na tyle
duze, ze czlowiek nie jest w stanie tatwo eksplorowa¢ tych glebin - wytrzymato$é na
Sciskanie stali, z ktorej wykonane sa todzie podwodne czy batyskafy, wynosi rzedu
kilkuset-tysiaca MPa.

Prawo Archimedesa

Ciatla zanurzone w cieczy moga w niej ptywaé lub topi¢ sie. To zalezy od wzglednych
gestosci cieczy i ciala. Np. kulka styropianowa (ps = 40 kg/m?) z tatwoscia ptywa w wodzie
(pw = 1000 kg/m?), ale kulka olowiana (pp, = 11340 kg/m?) idzie szybko na dno. Ciala o
gestoSci wiekszej niz ciecz - tona. Ciala o gesto$ci mniejszej niz ciecz - pltywaja. Na kazde
cialo zanurzone w cieczy dziata sita wyporu, co jest trescig prawa Archimedesa:

Prawo Archimedesa

Na

cialo zanurzone w cieczy dziala pionowa, skierowana ku gorze sita wyporu. Wartosé

sity jest rowna ciezarowi wypartej cieczy:
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Fwyp = Mecieczyd = pcieczyg‘/zan.ciam (85)

gdzie: M iec,y - Masa cieczy wypartej przez cialo zanurzone,

Peieczy - EESLOSC cleczy,

Vian.ciata - Objetos¢ zanurzonej czesei ciala (jest rowna objetosci wypartej cieczy).
Nalezy pamietaé, ze we wzorze na sitle wyporu mamy gestos¢ cieczy, a objetos¢ ciala (jego
zanurzonej czesci). Nawet na leciutka kulke styropianowa, ktorej tylko niewielki fragment
jest zanurzony, dziata sita wyporu, bo kulka ta swoim ciezarem naciska na ciecz i wypiera
jej czesé ku gorze.

Co to znaczy, ze cialo ptywa w wodzie (na jej powierzchni lub pod nia)? Oznacza to, ze
ani nie tonie, ani si¢ nie unosi ku gorze. Ptywajace ciato pozostaje w spoczynku. Na kazde
zanurzone ciato dziala oczywiscie ciezar (skierowany w dot) oraz sita wyporu (skierowana do
gory). Zgodnie z I zasada dynamiki sity dzialajace na plywajace cialo musza sie rownowazyc¢.
Mamy wiec rownowage:

Q = Fwyp = Meiatad = pcieczyg‘/zan.ciala (86)

gdzie miq, jest caltkowita masa pltywajacego ciala (nie tylko masa czesci zanurzonej). Oczy-
wiscie sita ciezkosci dziata na caly mase ciata. Na podstawie powyzszego réwnania mozemy
obliczy¢ np. jaka cze$é ptywajacego ciala jest zanurzona (o ile em jest zanurzone?) albo jaka
cialo ma gestos¢, jesli np. zanurzone jest w potowie itd.

Przyklady

1. Oblicz ile procent calej objetosci kulki styropianowej jest zanurzone w wodzie? Przyjmij
rozmiar kulki 7 = 5 mm. Gestos¢ styropianu to ps = 20 kg/m?>.
Z réwnania wynikajacego z rownowagi sit dziatajacych na ptywajace ciato mamy:
Vian kulki P
Miuiki9 = PwgVoanbuthi = Veatkkutki - Ps = Pw * Vaanduti = o = —
Veatk. kulki Pw
czyli tylko 0,02 = 2% calej objetosci kulki styropianowej jest zanurzone w wodzie. Jesli
podstawimy za objeto$¢ Vs = 377° = 523,6 mm?®, to objetos¢ zanurzona ma
wynosi tylko V,en guii = 10,5 mm?3.

2. Jaka Srednice wewnetrzna ma powloka sferyczna o zewnetrznej srednicy D = 60 cm
wykonana z zelaza (pr. = 7874 kg/m?), ktora ptywa niemal catkowicie zanurzona w
wodzie?

Znowu musimy skorzysta¢ z rownania na warunek ptywania , ale wczesniej ob-
liczmy mase powloki sferycznej. Oznaczmy wewnetrzng (nieznana) srednice przez d.

=031 = 3o ((2) - (2))

Natomiast objetos¢ czesci zanurzonej jest rowna catkowitej objetosci powtoki (powtoka
~plywa niemal caltkowicie zanurzona”), stad V.. ciata = Vp. Zatem:

4 ((D\* [d\* 4 (DY [pre — p
-t (Z) = (=) | =pup =7 (= = d=D}——==0,96D =57
e 3W<(2> (2)) ’ 37((2) PFe o
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Wewnetrzna Srednica to az 57 cm, czyli grubo$é $cianki powtoki to tylko 1,5 cm. Przy
bardzo duzej gestosci zelaza, az tak cienka musi by¢ powloka, aby mogta ptywaé w
wodzie. Mozna by zapyta¢: czemu nie uwzgledniliSmy, ze wewnatrz powtoki jest przeciez
powietrze, ktore ma jakas mase? OczywiScie, moglibySmy to zrobi¢ - masa powietrza
dodatkowo zwieksza nacisk na wode. Gestosé powietrza to jednak tylko ok. 1/775
gestosci wody, zatem poprawka bytaby bardzo niewielka (zdecydowanie do pominiecia).

3. Szescienna kostka lodu o krawedzi a ptywa czesciowo zanurzona w wodzie. Gestosé lodu
to 91,7% gestosci wody. (a) Jaka jest glebokosé zanurzenia kostki? (b) O ile dodatkowo
zanurzy sie kostka, jesli na wierzch potozymy kamien o masie m? (¢) Jaka musi by¢
masa kamienia m, aby kostka lodu o krawedzi a = 10 ¢cm caltkowicie zanurzyta sie w
wodzie?

(a) Kostka lodu ptywa po wodzie, wiec zapiszemy:

myg = pwg‘/zan.lodu = 01@3 = Pw CZQh = h = ﬂa = 0,917a

Pw

Prawie cala kostka jest zanurzona. Dokladniej, wysoko$¢ zanurzenia sze$ciennej kostki
jest proporcjonalna do stosunku gestosci ciata i cieczy (to jest stwierdzenie ogolne,
dotyczy nie tylko lodu i wody, ale tez np. drewna i oleju).

(b) Dodatkowe zanurzenie wynika z dodatkowej masy po lewej strony réwnania:

m o m

2 —h =
Puw0? - P Puw0?

(ml + m)g = pwg‘/z/an.lodu = pla3 +m= pwaQ(h + {L‘) =T =

(c) Chcemy teraz, aby kostka calkowicie zanurzyta sie w wodzie. Wystarczy wiec, ze
potozymy: z = a — h do réwnania powyzej i wyliczymy m:

L AN m:(l—ﬂ>~pwa3:83g
Puw

Bardzo niewielki kamyczek wystarczy, aby cata kostke lodu zanurzy¢ w wodzie. Oczy-
wiscie inaczej byltoby, gdybysmy rozwazyli kostke drewniana (gestos¢ drewna sosnowe-
go to tylko 50% gestosci wody) plywajaca w wodzie. Taka kostka zanurzytaby sie na
glebokos¢ 0,5a, a masa kamienia musiataby by¢ 500 g.

8.3. Elementy hydrodynamiki

W tej czeSci zajmiemy sie ciecza w ruchu, a takze ruchem cial w cieczy. Nadal zakta-
damy, ze ciecz jest niescisliwa (tzn. jej gestos¢ sie nie zmienia pod wplywem cisnienia i sit
zewnetrznych). Wyrézniamy zasadniczo dwa rodzaje przeplywu cieczy (przez rure, w rzece,
w duzym zbiorniku typu ocean itd.). Jest to przeptyw laminarny i przeplyw turbulentny.
Przeplyw laminarny (nazywany takze stacjonarnym) cechuje sie lagodnoscia i staloscia
ruchu cieczy i zachodzi przy malych predkosciach przeptywu. Ruch cieczy zachodzi w réwno-
leglych warstwach bez zaklocen miedzy nimi. W przepltywie turbulentnym (nazywanym
tez wirowym) czasteczki poruszaja sie po torach krzywoliniowych, zderzaja sie i mieszaja.
W cieczy tworza sie wiry i zaburzenia. Przeplyw taki zachodzi przy duzych predkosciach
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przeptywu. Przejécie miedzy przeplywem laminarnym a turbulentnym nie jest ostre, ale po-
daje sie kryterium, przy ktorym zachodzi. Wprowadza sie w tym celu bezwymiarowa liczbe
Reynoldsa:

Re = pol (8.7.)

n

gdzie: p - gestos¢ cieczy, v - predkos¢ przepltywu (usredniona); [ - charakterystyczny wymiar
dtugosci, poprzeczny do predkosci (w przypadku przeplywu cieczy przez rure jest to srednica
rury, a w ruchu kulki w cieczy - $rednica kulki); 7 - lepkosé (parametr cieczy o wymiarze Pa-s).
Przyjmuje sie, ze przeptyw cieczy przez rure staje si¢ turbulentny przy wartosci Re ~ 2000, a
ruch kulki w cieczy zaczyna tworzy¢ wiry juz przy Re = kilka. Oczywiscie Re w najwiekszym
stopniu zalezy od predkosci przeptywu w danej cieczy.

8.3.1. Prawo cigglosci strugi

Jednym z prostszych praw opisujacych ruch cieczy jest prawo ciggtosci strugi. Mowi
ono, ze objeto$¢ cieczy wplywajacej i odptywajace] w ciagu jednej sekundy z dowolnego
przekroju rury jest stata. Inne sformulowanie mowi, ze masa cieczy przeplywajacej przez
rure o zmiennym przekroju jest zachowana. Z obu sformutowan wynika réwnanie cigglosci
strugi:

Sivy = Syvy lub  Sv = const. albo — = = (8.8.)

gdzie: Sy, .55 - pola powierzchni przekroju rury w dwoch miejscach,
vy, V9 - predkosci cieczy w miejscu o przekroju Sy oraz Sy, odpowiednio.

Z prawa ciaglosci wynika np. fakt, ze strumien wody wyplywajacej z kranu zweza sie ku
dotowi. Im nizej, tym szybciej ptynie woda w strumieniu, bo jest przyciggana przez Ziemie
sila grawitacji. Skoro zwieksza sie predkosé¢ przeptywu strumienia, to musi sie zmniejszaé pole
przekroju strumienia. Prawo to jest wazne takze przy projektowaniu réznego typu instalacji
hydraulicznych - jesli rury sa zbyt waskie, to przy zadanej wielko$ci strumienia, ktéry chcemy
osiggna¢ w instalacji, moze sie okaza¢, ze predkosci przeptywu bylyby zbyt duze, co z kolei
moze powodowac turbulencje w przeptywie.

8.3.2. Prawo Bernoulliego

Kolejnym bardzo waznym prawem opisujacym przepltyw cieczy jest prawo Bernoulliego.
Wynika ono z zasady zachowania energii mechanicznej dla cieczy (a Scislej: gestosci energii na
jednostke masy cieczy). Tre§¢ prawa mowi, ze catkowite cisnienie cieczy w trakcie przeptywu
jest state. Zakladamy przy tym, ze ciecz jest niesci$liwa, nielepka i przeplyw jest laminarny.
Tres¢ prawa zapisuje sie¢ w postaci rOwnania:

2
p+ pgh + % = const. (8.9.)

gdzie: p - calkowite cidnienie cieczy w danym miejscu;
p - gestosé cieczy;
h - wysokos¢ cieczy nad poziomem, wzgledem ktorego liczymy energie potencjalna;
v - predkos¢ przeplywu w danym miejscu.
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Czynnik pzﬁ nazywa sie czesto cisnieniem dynamicznym - jest to energia kinetyczna liczona na
jednostke objetosci (sprawdz jednostki!). Cisnienie p jest calkowitym ci$nieniem zewnetrz-
nym, w szczegolnosci nie rozwazamy tu ciSnienia hydrostatycznego pgh, bo ciecz nie jest
statyczna - mamy przeptyw. Prawo Bernoulliego jest prawem zachowania - tak jak prawo
zachowania pedu czy energii. Stosujemy go wiec analogicznie: poréwnujemy dwa dowolne
punkty przeptywu, dla ktérych okreslamy p,h,v i poréwnujemy ze soba wyrazenia
dla tych dwoch punktow. Niektore wnioski plynace z réwnania mozna zebraé¢ w kilka
punktow:

e (idy ciecz zmienia wysokosé nad poziomem odniesienia w przeplywie pod stalym ci-
$nieniem zewnetrznym, to spada jej predkos¢ przepltywu (b 7, v \).

e 7/ prawa cigglosci strugi wynika, ze w rurze o mniejszym przekroju ciecz plynie szybciej
(S \(, v 7). Zatem, ciecz plynac w rurze o zmieniajacym sie przekroju ma mniejsze
ci$nienie na odcinku, gdzie przekrdj jest mniejszy (S N\, p \J)-

e Ciecz oplywajaca ciato o nieregularnym ksztalcie ma mniejsze cisnienie od strony, gdzie
droga przeptywu jest dtuzsza. Dzieki temu pojawia sie sita no$na dzialajaca na skrzydto
samolotu.

W ostatnim punkcie zasugerowalismy, ze prawo Bernoulliego mozna zastosowac tez do ga-
70w, nie tylko do cieczy (powietrze optywajace skrzydlo samolotu). Rzeczywiscie tak jest.
Co wiecej, wlasciwie wszystkie prawa hydrostatyki i hydrodynamiki mozna stosowac tak dla
cieczy, jak i gazow. Ogoélnie wprowadza sie w fizyce pojecie ,pltyn”, ktore obejmuje ciecze,
gazy, a nawet plazme, emulsje, piany itd. Dzial fizyki zajmujacy sie ptynami nazywa sie
mechanika plynow.

(a) Prawo ciagtosci strugi. (b) Prawo Bernoulliego.

2
Siv1 = Sovo p1+ pght + %51 = pa + pgho + 55

2
pU;

Rysunek 8.2.: Prawa hydrodynamiki.

8.3.3. Sila oporu

Co to znaczy, ze ciecz jest idealna? Przede wszystkim chodzi o to, ze nie wystepuje w
niej zjawisko lepkosci (moéwimy: ciecz jest nielepka). Lepko$¢ jest miara wewnetrznego tarcia
miedzy warstwami cieczy, a takze miedzy cieczg a cialem w niej zanurzonym. Ciecz idealna
nie wykazuje lepkosci, co oznacza, ze ruch dowolnego ciata w niej, a takze ruch samej cieczy
nie doznaje tarcia. Obrazowo mozemy powiedzie¢, ze gdyby woda byla ciecza nielepka, nie
mogliby$Smy pomieszac tyzeczks cukru wsypanego do herbaty. Lepkosé cieczy jest cecha kaz-
dej cieczy, a takze gazow. W warunkach idealnych (np. na potrzeby zadan z fizyki) czesto
lepkos¢ pomijamy. Lepko$¢ jest tym zjawiskiem, ktore powoduje, ze ciecz i gaz stawia opor w
postaci sity oporu. Miarg lepkosci jest wspotczynnik lepko$ci wyrazany w jednostkach Pa-s.

Na cialo poruszajace sie w osrodku (gazie, cieczy) dziala sita oporu, ktora dotychczas
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najczesciej pomijaliémy. Teraz sie zajmiemy tym zagadnieniem. Opo6r hydro- lub aerody-
namiczny jest sity skierowana przeciwnie do wektora predkosci ciala ¢ poruszajacego sie w
cieczy lub gazie. Wartosé sity oporu mozna zdefiniowa¢ wzorem:

1
F,= 501,5;)@2 (8.10.)

gdzie: p - gestos$¢ cieczy lub gazu;

C, - bezwymiarowy wspotczynnik (zalezny od ksztaltu ciata, liczby Reynoldsa itp.);

S - powierzchnia przekroju poprzecznego ciala;

v - predkos¢ ciata.
Wspoétezynnik C, jest w dobrym przyblizeniu staly dla szerokiego zakresu predkosci. Jego
warto$¢ w powietrzu jest dla typowych ksztaltow utamkiem < 1 (np. szescian - 1,05; sfera -
0,47; karoserie samochodéw ~ 0,3; oplywowy ksztalt typu ,tezka” - 0,04). Wyznacza sie go
do$wiadczalnie. Wzor jest bardzo ogoélny i obowiazuje takze przy duzych predkosciach.
Sita oporu zalezy od kwadratu predkosci ciata. Te jej wlasno$¢ obserwujesz np. podczas
szybkiej jazdy samochodem na autostradzie, gdy spalanie jest najwicksze. Ma to przyczyne
wlasnie w bardzo duzej wartosci sity oporu. Méwi sie czasem, ze przy jeszcze wiekszych
predkosciach, sila oporu zaczyna by¢ proporcjonalna do szeScianu predkosci.

Dla niewielkich predkosci ciata w o$rodku sita oporu jest zalezna od pierwszej potegi
predkosci. Sita oporu, jakiej doznaje kulka w ruchu w osrodku lepkim, jest zdefiniowana
przy pomocy wzoru Stokesa:

—

Fop = —6mmrd F,, = 6mnro (8.11.)

gdzie: r - promiert kulki,

v - predkos¢ kulki,

1 - wspolczynnik lepkosci cieczy.
Sita oporu Stokesa jest wprost proporcjonalna do predkosci kulki i przeciwnie do niej zwro-
cona. Opor przeciwdziala ruchowi. Przyjmujemy, ze wzor obowiazuje dla niewielkich
liczb Reynoldsa (< 5). Czynnik 67r wynika z geometrii kulki.

Przyklady

1. Predko$¢ wody wypltywajacej z kranu nad wanna wynosi 1 m/s. Srednica rurki w kranie

wynosi 2 cm. 7 jaka predkoscig strumien wody uderza w dno wanny, 75 cm ponizej?
Jaka $rednice ma strumienn wody tuz przed uderzeniem o dno?
Aby odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie skorzystamy po prostu z kinematyki. Kazda
krople wody wyplywajaca z kranu mozemy potraktowaé jak cialo w rzucie pionowym
w dol, zatem jej ruch jest jednostajnie przySpieszony z przyspieszeniem g i predkosciag
poczatkowa vy = 1 m/s. Jaka predkos¢ ma kropla po pokonaniu drogi s = 0,75 m w
tym ruchu?

= t,
Uk U0+gl , = U%:v%—l—QgS = Uk:\/vg+293:4m/s
S:UOtT+§gt7'

Zatem na odcinku od wylotu kranu do dna wanny woda zwickszyta szybkosé¢ przeply-
wu 4-krotnie. Teraz zastosujemy rownanie ciaglosci strugi (8.8.) do obliczenia $rednicy

150



ROZDZIAL 8. Hydrostatyka i hydrodynamika 8.3. Elementy hydrodynamiki

strumienia wody na dole. Oczywiscie, skoro predkos¢ strugi wzrosta, to pole powierzch-
ni przekroju strugi musiato zmale¢. Pole przekroju kotowego tatwo powigzemy ze Sred-
nica S = wd*/4.

Sovo

1
d = doy |22 = Zdy = 1em
Vk 2

Sol}o = SkUk = Sk =
Vg

2. Zbiornik napelniono woda do wysokosci H, a w jednej z jego $cianek wywiercono

otwor na gltebokosci y pod powierzchnig wody. Oblicz odlegto$¢ x w poziomie, w jakiej
spada na ziemie strumien wody. Dla jakiej gtebokosSci y zasieg strumienia x bedzie
maksymalny?
To jest typowe zadanie na zastosowanie prawa Bernoulliego. Wybierzmy jako jeden
w punktow przeptywu punkt na powierzchni, dla niego v = 0, p = py oraz h = H.
Drugi punkt to bedzie punkt, w ktérym ciecz wypltywa ze zbiornika, dla niego v =7,
p = po oraz h = H — y. Wazne, aby pamietaé¢ czym jest ,h” we wzorze na cisnienie
hydrostatyczne (gleboko$é pod powierzchnia wody, u nas = y), a czym jest ,h” w
prawie Bernoulliego (wysoko$¢ nad poziomem zerowym energii potencjalnej, ktory u
nas przyjmiemy na dnie zbiornika, wiec h = H — y). Mozemy wiec zapisa¢ prawo
Bernoulliego:

2

v
po+ng=po+pg(H—y)+p7 = v=+/29H

Ciecz wyplywa z otworu w bocznej $ciance zbiornika poziomo. Zasieg w rzucie pozio-
mym obliczylismy w Rozdziale Wysokos$é¢ poczatkowa w rzucie to H — y, zatem
poszukiwany zasieg to

Zasieg bedzie maksymalny, gdy
1
Yy =0 = [H-y/=0 = H-%=0 = y=H

3. Kulka o masie m = 0,2 g i promieniu » = 2 mm porusza sie w cieczy o gestosci p = 1250

kg/m? i wspolezynniku lepkosci n = 500 mPa-s. (a) Narysuj wszystkie sity dzialajace
na kulke. (b) Znajdz site wypadkowa i rownanie dynamiki kulki. (¢) Oblicz predkosé
graniczna (stala predkosé, z ktora po pewnym czasie tonie kulka).
(a) Na kulke dzialaja trzy sity: Sita ciezkosci Q = myg, sita wyporu F,,, = pgV oraz sila
oporu Stokesa F,, = 6mnrv, zalezna od predkosci kulki. Sila ciezkosci jest skierowana
w dol, natomiast sita wyporu zawsze do gory, a sita oporu przeciwnie do wektora
predkosci. Skoro kulka tonie (tak zakladamy, niech gesto$¢é materiatu, z ktorego jest
wykonana, bedzie wieksza od gestosci wody), to sila Stokesa skierowana jest tez do
gory. Wszystkie sity zaznaczono na Rysunku 8.3]

(b) Objetos¢ kulki (potrzebna we wzorze na sile wyporu) wynosi V. = . Sita

wypadkowa jest wektorowa suma wszystkich sit:
F, :Cj—i-ﬁwyp—i—ﬁop = F,=Q—-Fy—F, = ma=mg—pgV —6mnrv
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Rysunek 8.3.: Sity dzialajace na kulke poruszajaca sie w cieczy lepkiej.

ZatozylisSmy tutaj kierunek sity wypadkowej w dot, zgodnie z kierunkiem sity ciezkosci.
Sita ciezkosci i sita wyporu ma zawsze warto$é¢ stala w trakcie ruchu kulki. Jezeli
gesto$¢ kulki jest wieksza niz gestosé cieczy, to kulka tonie i to tonie coraz szybciej.
Ciezar jest wiekszy od sity wyporu, wiec pojawia sie zwrocona w dot sita wypadkowa i,
w konsekwencji, przyspieszenie. Skoro kulka ma przyspieszenie, to jej predko$é¢ rosnie,
a wiec 1 sita oporu Stokesa rosnie z czasem. Zatem zatozenie kierunku w dot sity
wypadkowe]j jest uzasadnione.

(c) Sita Stokesa rosnie w trakcie ruchu kulki. W pewnym momencie jej wartos¢ jest
na tyle duza, ze réwnowazy ona wypadkowa dwoch pozostalych sil i przyspieszenie
kulki spada do zera. To jest klucz, aby na podstawie réwnania powyzej obliczy¢ tzw.
predko$¢ graniczna, czyli taka predkosé, ktora ustala sie po pewnym czasie, gdy sita
Stokesa jest juz odpowiednio duza.

(m —pV)g

a=0 = mg—pgV —6mnrog, =0 = v, = 5
™nr

Jedli podstawimy dane, to otrzymamy warto$¢ predkosci granicznej vy, = 0,08 m/s,
czyli 8 cm/s. Jest to wynik raczej zgodny z naszymi oczekiwaniami. Trzeba jeszcze
skomentowaé, ze parametry cieczy podane w tresci zadania odpowiadajg glicerynie z
ok. 5% zawartoscig wody w temp. 20°, a kulka jest metalowa.

Zadania

1. Jakie ci$nienie catkowite panuje na dnie jeziora? Glebokos¢ jeziora to 100 m. Jaka sita
dziata na Scianki szesciennej kostki o krawedzi 10 cm?

2. Przy pomocy prasy hydraulicznej chcemy zgnie$¢ puszke po coca-coli. Potrzeba do tego
sity 2 kN. Jako sity nacisku z drugiego konica chcemy uzy¢ odwaznika 1-kilogramowego.
Jaki musi by¢ stosunek przekrojow ttokéw po obu stronach prasy?

3. Klocek o ksztalcie walca ptywa w wodzie zanurzony do 2/3 wysokosci (walec pltywa
idealnie pionowo w wodzie). Jaka jest gesto$¢ materiatu, z ktorego wykonano walec?
Jaki to moze by¢ material (drewno, metal - aluminium czy stal, otow)?

4. Kulke o $rednicy 5 cm wykonana z drewna sosnowego (p = 500 kg/m?) zanurzono na
dnie akwarium o gtebokosci 50 cm wypetnionego woda i puszczono. Z jaka predkoscia
i na jaka wysokos¢ kulka ,wyskoczy” z wody? Pomin lepkos¢ wody.
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5. Cignienie wody w instalacji wodociagowej wynosi 0,5 MPa. Srednica rur to 1 cal. Z jaka
predkoscia wyplywa woda przez nieszczelno$¢ w instalacji w postaci otworu o Srednicy
2 mm?

6. Rurka Pitota oraz rurka Prandtla to proste urzadzenia stuzace do pomiaru predkosci
przeptywu (np. wody w rzece lub powietrza optywajacego samolot w locie). Dziata-
nie rurek tltumaczy prawo Bernoulliego. Jakie cisnienie catkowite wytwarzane jest w
otwartym koricu rurki Pitota zamontowanej w samolocie, jesli cinienie atmosferyczne
na wysokosci 10 000 m wynosi 260 hPa, gesto$é powietrza wynosi 0,4 kg/m3, a samolot
leci z predkoscia 960 km/h? Wezesniej z prawa Bernoulliego wyprowadz wzor na pred-
kos¢ rejestrowana przez rurke Pitota jako funkcje roznicy cisnien i gesto$ci powietrza.

7. Skrzydlo samolotowe ma taki profil, ze powietrze optywa jego dolna powierzchnie z
szybkoscia 30 m/s, a gorna powierzchnie 5-razy szybciej. Oblicz roznice cisnien pa-
nujacych po obu stronach skrzydla. Oszacuj site no$na (réznice sit wynikajacych z
ci$nienia wywieranego na skrzydlo z obu stron), jesli powierzchnia dolna skrzydia to
20 m?, a powierzchnia gorna to 22 m?2.

8. Oblicz lepko$¢ wody, jesli wiemy, ze aluminiowa kulka (p = 2720 kg/m?) o érednicy 2
mm po osiaggnieciu predkosci granicznej opada przez 0,4 sekundy na odcinku 1,5 m.
Poréwnaj otrzymany wynik z wartoscia tablicowa. Odp. ~ 1 mPa-s.

9. Szklana rurka o ksztalcie litery U i $rednicy przekroju 1 cm jest wypelniona olejem
(p = 920 kg/m?). Z jednej strony kto$ delikatnym podmuchem obnizyl poziom cieczy
o 2 cm. Wykaz, ze ruch oleju w U-rurce jest harmoniczny. Z jakim okresem drga olej?
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Rozdzial 9.

Termodynamika

9.1. Temperatura i cieplo. Podstawowe pojecia

Termodynamika zajmuje sie przemianami energii (wewnetrznej, termicznej) w roznych
procesach fizycznych i chemicznych, dotyczacych tak gazéw, jak i cieczy, czy cial stalych.
Przyktadowo, w procesie krystalizacji (np. zamarzania wody) zasadniczo rosnie stopieri upo-
rzadkowania atomow (tworza sie¢ krystaliczna), bo maleje przyczynek entropii do catkowitej
energii, a dominujaca energia wewnetrzna minimalizuje sie wtagnie w fazie krystalicznej o
najwyzszym porzadku. Podstawowymi prawami termodynamiki sa zasady termodynamiki
(najwazniejsze dwie z nich poznamy w tym rozdziale). Na poczatku rozdzialu poznamy pod-
stawowe pojecia, jakimi operuje termodynamika. Na koncu rozdzialu krotko wspomnimy
takze elementy teorii kinetycznej gazow.

Temperatura (7') jest podstawowym parametrem stanu ukladu fizycznego. Mozna ja zde-
finiowa¢ roznie, zaleznie od kontekstu. W termodynamice powiemy, ze temperatura jest
miara wladciwosci termicznej (stanu cieplnego) ciata lub uktadu. Dwa ciata lub uktady (np.
czasteczek gazu) o rownych temperaturach nie przekazuja sobie nawzajem ciepta. W teorii
kinetycznej powiemy, ze temperatura jest miara energii kinetycznej uktadu czasteczek gazu.
Temperature wyrazamy w:

- stopniach Celsjusza t [°C|: 0 w tej skali oznacza temperature zamarzania wody, a 100
- temperature wrzenia wody.

- stopniach Fahrenheita tp [°F|: skala uzywana gltownie w USA, my nie bedziemy jej
uzywacé. 0 w tej skali oznacza temperature zamarzania solanki (mieszaniny wody i
soli). Przelicznik na stopnie Celsjusza: tp [°F] = 2t [°C| + 32.

- kelwinach T [K]: jest to miara tzw. temperatury bezwzglednej, ktorej 0 oznacza naj-
nizsza mozliwa temperature materii we Wszech§wiecie. Kelwiny tatwo przeliczy¢ na
stopnie Celsjusza: ¢t [°C| = T [K| + 273,15 (czesto w zaokragleniu przyjmujemy 273).
Przelicznik obu skal temperatur jest funkcja liniowa, dlatego przyrost temperatury o
1°C jest rownowazny przyrostowi o 1 K. Moéwimy ,kelwin”, a nie ,stopienn Kelwina”!
Uwaga. W termodynamice wyrazamy temperature w kelwinach (w szczegdlnosci w
rownaniu stanu gazu). Gdy mamy do czynienia ze zmiang temperatury (przyrostem
lub spadkiem), to wymiennie mozemy korzysta¢ z obu jednostek (stopni Celsjusza i
kelwinow), ale sama temperatura jest zawsze wyrazona w kelwinach (AT = At, ale

T+1).
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ROZDZIAL 9. Termodynamika 9.1. Temperatura i ciepto. Podstawowe pojecia

Ciénienie (p) jest nastepnym podstawowym parametrem stanu uktadu. Jego definicje juz
poznaliémy w Rozdziale

Objetosé (V) jest trzecim podstawowym parametrem stanu. Oczywiscie jest to miara prze-
strzeni, jaka ciatlo lub uklad zajmuje w okreslonych warunkach. O ile dla cial statych, a
nawet cieczy jest to do$¢ oczywista wielko$¢, bo jest raczej stata (zmienia sie co najwyzej w
niewielkim zakresie), to w przypadku gazéw ma duze znaczenie, bo silnie zmienia sie w za-
leznosci od warunkéw cisnienia i temperatury. Jednostka objetosci jest [m?| lub odpowiednia
(pod)wielokrotnosé.

Energia wewnetrzna (U) jest calkowita energia zgromadzona wewnatrz ciata lub uktadu
czasteczek. Jest to wiec suma energii kinetycznych i potencjalnych ciata lub calego uktadu
(makroskopowo, np. lecacej kulki $niegu), ale tez wszystkich indywidualnych czasteczek i od-
dziatywan miedzy nimi (mikroskopowo: energie kinetyczne czasteczek wody, wiazan chemicz-
nych molekut itd.). Méwimy, Ze energia wewnetrzna jest termodynamiczng funkcja stanu,
tzn. zalezy jedynie od parametréw stanu (p,V,T") na poczatku i na koricu jakiego$ procesu, a
nie zalezy od stanow posrednich. (Zauwazmy pewna analogie do sit zachowawczych.) W przy-
padku gazu doskonalego (definicja nizej) energia wewnetrzna zalezy jedynie od temperatury
gazi:

AU =nCyAT  lub dU = nCydT (9.1.)

gdzie n jest liczba moli gazu, a Cy cieptem molowym przy stalej objetosci (definicja nizej).

Cieplo (Q) jest miara tego, ile energii (wewnetrznej) jest przekazywane w procesie cieplnym,
ma wiec jednostke energii. Mowimy, ze cieplo jest jednym ze sposobéw przekazywania energii
wewnetrznej. Przekazowi ciepla nie zawsze towarzyszy wzrost lub spadek temperatury, jakby
sie mogto wydawa¢ (przemiana izotermiczna!). Ciepto nie jest funkcja stanu.

Cieplo przemiany (L) to cieplo potrzebne do tego, aby zaszla przemiana fazowa (taka
jak topnienie, parowanie itd.) okreslonej masy substancji. Przemiana fazowa zachodzi w
okreslonej temperaturze, typowej dla danej substancji, w danych warunkach ci$nienia (np.
woda wrze w nizszej temperaturze w Himalajach, niz na plazy w Dartowie, bo ci$nienie tam
jest o wiele nizsze), zatem ciepto @) dostarczone lub oddane w trakcie przemiany nie zalezy
od temperatury. Z kazda przemiang utozsamiamy z kolei charakterystyczne cieplo przemiany

L [kig}, np. ciepto zamarzania wody (réwne cieptu topnienia lodu) jest rowne 333,7 kJ /kg.

Ciepto @ wymienione w trakcie przemiany fazowej masy m wyraza si¢ wzorem:
Q =mL (9.2.)

Praca termodynamiczna (W) jest kolejnym sposobem przekazu energii wewnetrznej. My
bedziemy zawsze rozumie¢ prace termodynamiczng jako prace objeto$ciows, czyli zwigzana
ze zmiang objetosci przy danym cisnieniu. Przyktadowo, rozszerzajacy sie gaz wykonuje
prace dodatnia (gaz ,sam sie rozpreza”), dlatego wzor na prace wykonana przez gaz jest
nastepujacy:

praca gazu W, = pAV lub dW, = pdV (9.3.)

Przy rozprezaniu objeto$é ro$nie, wiec AV > 0, czyli W, > 0. Praca wykonana nad gazem
(przez site zewnetrzna) jest przeciwna do pracy gazu: W = —W,;:

praca nad gazem W = —pAV lub dW = —pdV (9.4.)
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9.1. Temperatura i cieplo. Podstawowe pojecia ROZDZIAL 9. Termodynamika

Zauwaz, ze w powyzszych wzorach ciSnienie nie musi by¢ state, zeby policzy¢ prace w jakiej$
przemianie bedziemy musieli czasem caltkowaé. Zgodnie z definicja, prace mozemy zawsze
policzy¢ jako pole pod krzywa p(V') na diagramie (p,V).

Gaz doskonaly jest modelem fizycznym, ktory zaktada, ze czasteczki gazu nie oddziatuja ze
sobg inaczej, jak tylko poprzez zderzenia sprezyste. Nie wystepuje miedzy czasteczkami np.
przyciaganie/odpychanie kulombowskie, czy czasteczkowe (np. van der Waalsa), nastepuje
jedynie przekaz energii kinetycznej i pedu, jak w zderzeniach sprezystych sztywnych kulek.
Czasteczki gazu moga przy tym jednak by¢ wieloatomowe. W zadaniach w tym skrypcie
zawsze bedziemy stosowac¢ przyblizenie gazu doskonatego.

Stopnie swobody gazu okreslaja jaka swobode ruch6w ma dana czasteczka. Mozemy miec
do czynienia z ruchem posuwistym (translacje) w 3 kierunkach przestrzeni, drganiami (rota-
cje) wzgledem prostopadtych osi, a takze drganiami wewnetrznymi czastek (oscylacje, np. w
dwuatomowej czasteczce azotu, atomy moga drga¢ w zgodnej lub przeciwnej fazie - do siebie
i od siebie, albo zgodnie). Te ostatnie stopnie swobody bedziemy pomija¢, bo ich wplyw w
temperaturze pokojowej na energie gazu jest najmniejszy (pomijalny). Liczba stopni swobo-
dy (f) zalezy od rodzaju czasteczek, i tak mamy (w trzech wymiarach):

- czasteczka 1-atomowa: f = 3, bo wystepuja 3 translacje.

- czasteczka 2-atomowa: f = 5, bo oprocz 3 translacji wystepuja 2 rotacje.

- czasteczka 3- 1 wiecej-atomowa: f = 6, bo dochodzi dodatkowa 1 rotacja.
Cieplo wtlasciwe (c¢,) i molowe (C). Ciepto wlasciwe jest stala materialowa, charak-
teryzujaca zdolnosé substancji do gromadzenia (i oddawania) ciepta. Jest to ilos¢ ciepta
potrzebna, aby jednostke masy ciata podgrza¢ o jednostke temperatury. Jednostka ciepta

wlasciwego jest kg%K lub @Loc . Szczegodlnie wazne jest ciepto wlasciwe wody, wynosi ono
ok. 4190 J/kg-K. Przy pomocy tej wielkosci definiuje sie jednostke energii - kaloria (cal).
Energia rowna 1 cal jest rownowazna ciepltu, potrzebnemu do podgrzania 1 g wody o 1°C,
czyli 1 cal = 4,19 J.

Ciepto molowe okresla, ile ciepta nalezy dostarczy¢, aby o 1 K (lub 1°C) ogrza¢ 1 mol substan-
cji. Jednostka jest wiec analogiczna. Dla gazu doskonatego ciepto molowe zalezy od rodzaju
przemiany. Wprowadzamy pojecia: ciepta molowego przy stalej objetosci (Cy) i przy staltym
cisnieniu (C)). Ciepto molowe przy stalej objetosci zalezy jedynie od liczby stopni swobody
gazu:

f

gdzie R = 8,31 ﬁ - stala gazowa. Cieplo przy stalym ci$nieniu C), jest zwiazane z Cy:

C,—Cy=R (9.6.)

W oparciu o dwa powyzsze wzory latwo znajdziemy ciepta molowe wszystkich gazéow. Pa-
mietajmy, ze powyzsze wzory dotycza jedynie gazu doskonalego. Zgodnie z definicja ciepta
molowego mozemy zapisac:

~1d@Q
~ ndT
gdzie n jest liczba moli gazu. Szczegolnie ten drugi wzor bedzie dla nas przydatny przy stoso-

waniu I zasady termodynamiki w r6znych przemianach gazowych. Oczywiscie w przypadku
przemiany przy stalym V' (lub p) napiszemy Cy (lub C,) we wzorze. Analogicznie mozemy

dQ = nCdT (9.7.)
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ROZDZIAL 9. Termodynamika 9.1. Temperatura i ciepto. Podstawowe pojecia

zapisa¢ wzoOr na ciepto dostarczone do masy m ciata o cieple wtasciwym c,, powodujace
wzrost temperatury o AT"

Warunki normalne w fizyce i chemii oznaczaja (cho¢ moga sie r6zni¢, w zaleznosci od pod-
recznika i umowy”): t = 0°C (T = 273,15 K, czesto zaokraglamy do 273 K), p = 1013,25 hPa.
Spotykamy sie takze z pojeciem temperatury pokojowej, mamy wtedy na mys$li najczesciej
t =25°C (T = 298 K).

Przyklady

1. Wyprowadz wzoér wiazacy cieplo wlasciwe i ciepto molowe.
Poniewaz ¢, jest liczone na jednostke masy, a C' na mol, to oba ciepla sa powigzane za
pomocy wielkosci fizycznej, wigzacej mase i liczbe moli. Innymi stowy: jaka wielkosc¢
fizyczna ma jednostke masy na mol? Jest to masa molowa u [;%} W cieple molowym
jednostka ,mol” wystepuje w mianowniku, a wiec musimy C' podzieli¢ przez u, aby
dostac c¢,,. Poprawny zwigzek ciepel jest wiec nastepujacy: ¢, = % (uwaga na poprawna

jednostke masy: kg <> g).

2. Oblicz ciepto molowe przy statej objetosci azotu i przy stalym ciénieniu argonu.
Azot jest gazem o 2-atomowej czasteczce, No. Ma wiec f = 5 stopni swobody. W takim
razie, zgodnie ze wzorem @ , C‘le = gR. Argon jest gazem szlachetnym, ktory zawsze
jest jednoatomowy, Ar. Zatem dla argonu f = 3 oraz C’;}r =3R+R= gR. Jak bedzie

2
dla dwutlenku wegla, CO5?

3. Wr6émy do rozwiazania Przyktadu 2] z Rozdziatu Zalozmy, ze nozki szafy s wy-

konane z mosiadzu, dla ktorego ciepto wlasciwe wynosi 377 J/kg-K, a ich masa to 200
g, kazda. O ile wzrosta temperatura nozek szafy po przesunieciu jej na odlegtosé 2 m,
jesli przyjmiemy, ze 75% strat energii poszto na ciepto?
Sita tarcia wykonala prace w wysokosci —300 J. Zakladamy, ze tylko 3/4 (n = 75%)
tej straty energii poszla na zmiane energii wewnetrznej (mozemy tez powiedzieé¢: na
wzrost energii termicznej ciala), a wiec zostala przekazana w postaci ciepla, czyli
Q) = 0,75|Wr|. Reszta to np. straty na odksztatcenie (wykrzywienie) nozek lub podlogi
(porysowanie). Skorzystamy ze wzoru na ciepto , mamy wszystkie dane. Caltko-
wita masa mosieznych nozek to m = 800g = 0,8 kg (szafa ma raczej 4 nozki), ciepto
wlasciwe mosiadzu ¢, = 377 J/kg-K, a @Q = 225 J. Po przeksztalceniu mamy:

AT = i ~ 0,75K =0,75 °C
MCy
Do$¢ niewiele. Jak podgrzaé nozki szafy o 3 °C? Najprosciej chyba przesunaé szafe na
odlegtosé 4-razy wicksza (Q = %ﬁs) . W tym wzorze widaé tez, ze przyrost temperatury
nie zalezy od masy nozek, bo i cieplo @, i praca tarcia Wr od masy zaleza (w efekcie
m sie redukuje).
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9.1. Temperatura i cieplo. Podstawowe pojecia ROZDZIAL 9. Termodynamika

9.1.1. Rozszerzalno$é¢ cieplna

Pod wplywem zmiany temperatury, wiekszo$¢ cial zmienia swoje rozmiary. Najczesciej ze
wzrostem temperatury rosng wymiary cial. Mowimy wiec o rozszerzalnosci cieplnej (termicz-
nej) cial. Dodatkowo, jesli zmiany temperatur nie sa bardzo duze, rozszerzalnosé cieplna ma
charakter liniowy (dlugo$¢ rosnie wprost proporcjonalnie do réznicy temperatur). Mozemy
to uja¢ w postaci wzoru:

Rozszerzalno$¢ liniowa: l=1(14+aAT) =11+ (T —Tp)) (9.9.)

gdzie: [y - poczatkowa dtugos$é ciata w temperaturze Tp; [ - dtugosé ciata w temperaturze T
a staly wspolezynnik rozszerzalnosei liniowej (stala materiatowa o jednostce 1/K). Wspot-
czynnik o dla typowych substancji jest bardzo maty, np. dla zelaza wynosi ap, = 1,1 -107°
1/K, podobnego rzedu jest dla innych metali. Efekt rozszerzalnosei liniowej jest wiec bardzo
niewielki. Przykladowo zelazny pret o dtugoéci 1 m zmierzonej w temp. 0 °C, bedzie mial
dtugos¢ 1,00028 m w temperaturze pokojowej (wydtuzy sie o 0,28 mm). Na pozor efekt jest
do pominiecia. Jednak zelazna szyna tramwajowa o dlugosci 18 m w temperaturze 0 °C w
upalny dzieri (szyna moze sie wtedy latwo rozgrza¢ do 50 °C) wydtuza sie o prawie 1 cm.
Dla dtuzszych szyn wydhluzenie jest oczywiscie wicksze. Jezeli dystans miedzy dwiema sa-
siednimi szynami jest zbyt maty, dochodzi np. do wybrzuszen, co jest czestym problemem
np. krakowskiej komunikacji miejskie;j.

Obiekty plaskie lub przestrzenne doznaja rozszerzalno$ci powierzchniowej lub objetoscio-
wej. Zakladamy, ze obiekty rozszerzaja sie izotropowo - tzn. tak samo w kazdym kierunku.
Dlatego mozemy tatwo zdefiniowa¢ efekt rozszerzalnoéci ciat plaskich i objetosciowych.

Rozszerzalnosé
- powierzchniowa: S = Sy (1 + aAT)* & Sy (1 + 2aAT) = Sy (14 BAT) (9.10.)
- objetosciowa: V =Vo(1+aAT)’ = Vy (1 + 3aAT) = Vy (1 +yAT)

W powyzszych wzorach przyjeliSmy uproszczenie stuszne dla matych wartosci a. Jak pamie-
tamy rzeczywiscie a ~ 107%. Stad wyzsze niz pierwsza potegi o mogliémy pominaé¢. Cieka-
wym wynikiem tego przyblizenia jest fakt, ze wspotczynniki rozszerzalnosci powierzchniowe]
i objetosciowej mozemy tatwo znalezé, gdy znamy wspolczynnik a: f = 2a, v = 3a.

Przyklady

1. Jak bardzo skurczy sie szescienna kostka wykonana z otowiu po schlodzeniu z tempe-
ratury pokojowej do temperatury cieklego azotu (—196°C), jesli dtugos¢ boku kost-
ki wynosita pierwotnie 1 cm? Wspoétczynnik rozszerzalnoéci liniowej otowiu wynosi
app, =3 10~ 1/K
Bok kostki po schlodzeniu ma diugosé a = 0,9934a¢p = 0,9934 cm. Zatem objetosé
wynosi V. = a® = 0,98a3 = 0,98V, = 0,98 em?. Kostka skurczy si¢ zatem o ok.
2%. Ten sam wynik powinni$my otrzymac korzystajac ze wzoru . Sprawdzmy.
V = ad(1+ 3apy) = 0,98V, = 0,98 cm?. Potwierdziliémy tym samym, ze przyblizenie

we wzorze (9.10.) dziata.
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9.2. I zasada termodynamiki

Jest to zasada termodynamiki, ktora wyraza jakby zasade zachowania energii. Jej tresc
mowi, Ze zmiana energii wewnetrznej ciata lub uktadu (np. gazu) zachodzi poprzez przekaz
ciepta lub wykonanie nad cialem lub uktadem pracy.

AU=Q+W=0Q—pAV  lub  dU =dQ +dW = dQ — pdV (9.11.)

Zwroémy uwage szczegOlnie na ,,—” we wzorach. Zapisaliémy I zasade zaréwno w postaci ma-
kroskopowej (z deltami), jak i rozniczkowej. Obie nam sie przydadza w zadaniach. Dlaczego
nie zapisujemy AQ i AW? Cieplo i praca nie sa funkcjami stanu (nie da sie poda¢ ciepta
jako funkcji p1, Vi, 71 w stanie 1). Nie ma sensu zapytac o ciepto gazu w stanie w warunkach
normalnych. Ciepto i praca same w sobie sa ,zmiang” (energii). Dlatego piszemy @ i W,
zamiast AQ i AW. I zasada termodynamiki obowiazuje dla gazéw, cieczy i cial statych.

Przyktlady

1. Jezeli do gazu dostarczono ciepto w wysokosci 500 J, a jego energia wewnetrzna wzrosta
o 300 J, to czy gaz zostal sprezony, czy sie rozprezyl? Jaka prace wykonat gaz?
Zgodnie z 1 zasada termodynamiki, zapiszemy: AU = Q +W = W = AU — Q.
Wiemy, ze () = 500 J oraz AU = 300 J. Po podstawieniu danych mamy: W = —200 J.
Poniewaz W = —pAV < 0, to AV > 0, czyli V5, > Vi, a wiec gaz ulegl rozprezeniu.
Praca W to praca nad gazem, praca gazu wynosi wigc W, = —W = 200 J i jest
dodatnia.

2. Oile wzrosta temperatura 20 moli azotu, ktory przy stalym cisnieniu 1000 hPa $cisnieto
od objetosci 1,5 m?® do objetosci 0,5 m®? Oblicz przy uzyciu I zasady termodynamiki.
Jak sie okaze, nie ma znaczenia to, ze sprezanym gazem jest azot. Natomiast, znamy
Cy azotu z przyktadu w poprzednim podrozdziale. Zapiszmy I zasade termodynamiki
dla przemiany z zadania:

nCy AT = nC,AT — pAV

Moglis$my zapisa¢ () = nC,AT, bo przemiana zachodzi przy stalym ci$nieniu. Z kolei

AU = nCyAT zawsze w przypadku gazu doskonatego. Z tresci zadania wiemy, ze

AV =V, — V) =—1m? (AV <0, bo gaz jest sprezany). Po przeksztalceniu mamy
—pAV  —pAV

AT = = =601,7 K
n(C, — Cy) nR ’

3. Pewna liczba moli helu rozpreza sie przy staltym ci$nieniu p, zwiekszajac trzykrotnie
swojg objetosé. Jaka byla pierwotna objetosé helu, jesli w wyniku procesu gaz pobrat
ciepto Q7
Zapiszemy oczywiscie I zasade termodynamiki, przy czym AV = 2V, bo gaz trzy-
krotnie zwiekszyt swoja objetos¢. V) jest poczatkowa objetoscig, ktorej szukamy. Nie

znamy AT, ale mamy (), wiec AT = nicp (proces przy stalym p). Podstawiamy:
c,—C C
nCyAT = nC AT — 2y = = G =)\ @ () Cv
2p 2p C,

Zauwazmy, ze zgodnie z zawsze mamy Cy < (), zatem V; > 0, co jest pozadanym
wynikiem. Liczba moli helu nie byta potrzebna.
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4. Oblicz zmiane energii wewnetrznej 100 g wody o poczatkowej temperaturze 20 °C,

ktora doprowadzamy do wrzenia, a nastepnie w calosci odparowujemy. Caly proces
zachodzi bez zmiany ci$nienia przy ci$nieniu normalnym.
I zasada mowi, ze energia wewnetrzna ukitadu rosnie kosztem dostarczonego ciepta
i wykonanej pracy. Aby ogrza¢ wode, a nastepnie ja odparowa¢, musimy dostarczy¢
ciepta w wysokosci ciepla potrzebnego do zwiekszenia temperatury od 20 do 100 °C
oraz ciepta przemiany wody w pare wodng w temp. 100 °C. Pamietamy wzory na oba
ciepta ((9.2]) oraz (9.8]). Ciepto wlasciwe wody wynosi ¢, = 4200 J/kg-K, ciepto
parowania wody to L = 2257000 J/kg. Zatem:

Qdost = QQD%lOOOC + Qprzemiany = mc, AT +mL = 259300 J

Zauwazmy, ze cieplo parowania L jest duzo wieksze niz ciepto wlasciwe wody. Duzo
trudniej wiec odparowa¢ 100 g wody niz podgrzac¢ ja o 80 °C, bo wymaga to dostar-
czenia wiekszego ciepta.

Prace wykonang nad woda w trakcie ogrzewania do temperatury wrzenia mozemy z
powodzeniem pominaé¢. Oczywiscie wystepuje tu efekt rozszerzalnosci cieplnej wody,
ale mozemy przyjac, ze jest on niewielki. Znaczacy wzrost objetosci natomiast wyste-
puje podczas przemiany wody w pare. Prace obliczymy ze wzoru W = —p- AV = —p-
(V, — Vi), gdzie objetosci wynosza: V), = ;”—p, Vi = %, a gestosci wody 1 pary sg znane
(pw = 1000 kg/m?, p, = 0,6 kg/m?). Cisnienie normalne oznacza 1013,25 hPa.

W= —p- (T—ﬁ) — 16877 )
Pp Pw

Po pierwsze, objetosé pary jest ok. 1700 razy wieksza niz objetos¢ tej samej masy wody
(wynika to z réznicy gestosci). Po drugie, praca wykonana nad uktadem jest ujemna
(objetos¢ rosnie, wiec to uklad sam wykonuje prace kosztem dostarczonego ciepta).
Podsumowujac, zmiana energii wewnetrznej wynosi:

AU = Quost + W = 259000 — 16 877 = 242123 ]

Energia wewnetrzna uktadu wzrosta.

9.3. Roéwnanie stanu gazu, przemiany

Stan gazu opisany jest przy pomocy parametréw stanu: p,V,T. Sa to parametry nie-
zalezne, jednak sg ze sobg powigzane réwnaniem stanu. Réwnanie stanu gazu doskonatego
nazywamy réwnaniem Clapeyrona i zapisujemy wzorem:

v
pV =nRT  lub p? = const (9.12.)

Poniewaz liczbe moli n mozna powiazaé z liczba czasteczek N, a stalg gazowa R ze staly
Boltzmanna kp, relacjami:

N
= — R=FkpN 9.13.
"= BN (9.13.)
to rownanie Clapeyrona przedstawia sie czesto w postaci:
pV = NkgT (9.14.)
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Stala Boltzmanna kg = 1,38 - 107% J/K.

Jak rozumie¢ réwnanie Clapeyrona i jak je stosowaé? Najczesciej bedziemy uzywaé¢ roéwnania
stanu, aby obliczy¢ jaki§ parametr stanu 1 (np. py), jesli znamy pozostale parametry tego
stanu (V1,71) i liczbe moli n. W naszych zadaniach liczba moli raczej nie bedzie sie zmieniaé
w roznych stanach, dlatego oznaczyliSmy ja po prostu n, bez indeksu 1. Czesto jednak nie
znamy liczby moli, ale znamy parametry gazu w innym stanie 2 (p2,V5,75). Wtedy nieznany
parametr (np. p;) obliczymy, zapisujac (dla stalej liczby moli):

Vi _ p2Va
T 15

(9.15.)

Pamietamy, ze temperatura jest zawsze wyrazona w kelwinach, takze w réwnaniu Clapeyro-
na.

Przesledzimy teraz 4 podstawowe przemiany gazowe. Przemiany te charakteryzujg sie tym,
ze zachowany jest w nich jeden z parametréow termodynamicznych (p,V,T'), lub ciepto (Q),
stad tez nazywamy je odpowiednio: izobaryczna, izochoryczna, izotermiczna i adiabatyczna.
Przebieg przemiany gazowej czesto obrazujemy na wykresach, ktorych dwie osie pokazu-
ja zmiany dwoch niezaleznych parametrow. Moga to by¢ wykresy (p,V), (V,T), czy (p,T).
Oczywiscie mozemy zawsze zamieni¢ miejscami osie (i rysowaé¢ np. wykres (V,p)).

9.3.1. Przemiana izobaryczna

Zachowanym parametrem jest ciSnienie, p = const. Roéwnanie przemiany izobarycznej
jest nastepujace:
Vi oV,
T T
Wykres tej przemiany ma diagramie (p,V') przedstawiono na Rysunku , jest to funk-
cja stala (ci$nienie sie nie zmienia). Krzywa przemiany na dowolnym diagramie nazywamy
izobara. I zasada termodynamiki zapisana dla przemiany izobarycznej ma dokladnie postac
wzoru w zapisie makroskopowym. Poniewaz p = const nie ma potrzeby catkowa-
nia. W przemianie izobarycznej latwo tez zdefiniowa¢ ciepto w funkeji zmiany temperatury:
Q) = nC,AT, gdzie C), jest cieplem molowym przy stalym ci$nieniu. Wobec tego I zasada
ma postac:

— = const lub (9.16.)

nCy AT = nC,AT — pAV (9.17.)

9.3.2. Przemiana izochoryczna

W tej przemianie nie zmienia sie objetos¢ gazu, V = const. Skoro tak, to praca wykonana
nad gazem jest zerowa, bo AV = (0. Bardzo tatwo zapiszemy wiec I zasade termodynamiki
dla tej przemiany:

nCy AT = Q lub nCydT = dQ (9.18.)

Tym razem @) # nC,AT, bo nie mozemy stosowaé¢ wielkosci C), (ci$nienie si¢ zmienia w
przemianie izochorycznej). W przemianie izochorycznej W = 0, wiec ciepto jest rowne zmia-
nie energii wewnetrznej, QQ = AU = nCyAT. Réwnanie stanu przemiany izochorycznej jest
nastepujace:

po_p

_ 9.19.
T (9.19.)

% = const lub
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Zapisu rozniczkowego uzyjemy, gdy np. znamy zmiane ci$nienia lub temperatury, a nie ob-
jetosci. Krzywa przemiany izochorycznej, nazywana izochora, ma na diagramie (p,V') postaé
prostej pionowej o roéwnaniu V' = const.

9.3.3. Przemiana izotermiczna

Przemiana izotermiczna zachodzi w statej temperaturze, T' = const. ROwnanie przemiany
jest nastepujace:
pV = const lub p1 Vi = pa Vs (9.20.)

Izoterma, czyli krzywa przemiany izotermicznej, jest na diagramie (p,V') hiperbola o row-
naniu p = €% jak na Rysunku [9.1.c[ Skoro T" = const, to AT = 0, a wiec AU = 0
- zmiana energii wewnetrznej gazu jest zerowa. Oznacza to, ze gaz moze wykona¢ dodatnia
prace jedynie kosztem dostarczonego ciepta. Innymi stowy, cale ciepto dostarczone do gazu
jest przeznaczone na wykonanie przez niego pracy, albo, rownowaznie, praca nad gazem w
catosci powoduje dostarczenie do gazu ciepta. I zasada dynamiki w przemianie izotermiczne]
wyglada nastepujaco:

Q=-W czyli dQ = pdV (9.21.)

Nie mozemy uzy¢ postaci makroskopowej (z deltami), bo ci$nienie sie zmienia w przemianie
izotermicznej. Musimy catkowaé¢. Ciekawym zagadnieniem jest obliczenie pracy wykonanej
przez gaz w przemianie izotermicznej. Zal6zmy, ze mamy do czynienia z izotermicznym
sprezaniem od stanu p;,V; do stanu py,V5 w statej temperaturze T'. Ile wynosi praca gazu w
tej przemianie?

Va

— V2 nRT Va
pdV = ‘ pv_ ﬁRT ’ :/ YAV = nRTIn 22 (9.22.)

2
W :/ dW, =
912 1 I \% 1 4 ‘/1

\%1

Nie mogliémy od razu catkowaé wyrazenia pdV, bo ci$nienie sie zmienia, jest funkcjg V.
Dlatego musielismy zrobi¢ podstawienie i pokaza¢ jawna zaleznosé p od zmiennej catkowania
V. OczywiScie mozna bylo zmieni¢ zmienng catkowania i catkowaé¢ po p. Dostaliby$my wtedy
wzOr

W, = nRTIn 2 (9.23.)

b2
Poniewaz chodzito nam o sprezanie izotermiczne, to V5, < Vi, a wiec praca gazu jest ujemna:
Wyi52 = —nRT ln% = —nRTIn 1’;—?. Praca wykonana nad gazem jest oczywiScie przeciw-

na (w tym przypadku dodatnia). W przemianie izotermicznej mamy , a wiec ciepto
jest ujemne w procesie sprezania. To jest logiczne - gaz oddaje ciepto do otoczenia w trak-
cie sprezania w ilosci rownej, co do wartosci bezwzglednej, wykonanej nad nim pracy. Do
zapamietania: praca w przemianie izotermicznej jest dana funkcja logarytmiczna stosunku
objetosci lub ci$nienia.

9.3.4. Przemiana adiabatyczna

Przemiana adiabatyczna zachodzi bez wymiany ciepta z otoczeniem, () = 0. Zwroémy
uwage: ciepto jest zerowe, ale nie oznacza to stalej temperatury. Temperatura w przemia-
nie adiabatycznej sie zmienia. (Podobnie w przemianie izotermicznej cieplto nie jest zerowe
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mimo stalej temperatury.) Wobec tego I zasada termodynamiki moze byé¢ zapisana dla tej
przemiany nastepujaco:

AU =W = —pAV czyli dU = —pdV (9.24.)

Crzasem mowi sie tez, ze cieplo molowe przemiany adiabatycznej jest rowne zero (skoro @ = 0,
to Cdb = (), bo AT # 0). Réwnanie stanu dla przemiany adiabatycznej mozna wyprowadzié
z 1 zasady termodynamiki, nCydT = —pdV, i réwnania Clapeyrona, co jednak jest dosc¢
skomplikowane i wymaga dtuzszego rachunku, wiec je pominiemy. W wyniku otrzymuje sie
roOwnanie:

pV" = const lub p V)" = poVy' (9.25.)

gdzie staly, bezwymiarowy parametr kappa: k = g—“; = % nazywamy wyktadnikiem adiabaty.
k jest stosunkiem ciepel wtasciwych przy stalym ci$nieniu i stalej objetosci i zalezy jedynie

5

od rodzaju gazu. Tak wigc, dla gazu l-atomowego: k = 3 = 1,67, dla gazu 2-atomowego:

K = % = 1,4, a dla gazu 3-atomowego: Kk = % ~ 1,33. Wykres przemiany adiabatycznej na
diagramie (p,V') dany jest hiperbola, podobnie jak dla przemiany izotermicznej. Adiabata

ma jednak wieksze nachylenie, bo jej rownanie jest nastepujace p = “’V—’?, a k > 1 (patrz:
Rysunek [9.1.d)).
p p p p
p \k P1 21 21
p=const ¥ p~1/V p/Nl/V
V=const -~ p~1/V¥
P2 P2 P2
1% v v Ps v
Vl Vz V4 V1 V2 Vl VZ

(a) (b) () (d)

Rysunek 9.1.: Wykresy przemian termodynamicznych przedstawione na diagramie (p,V):
(a) izobara, (b) izochora, (c) izoterma, (d) adiabata.

Przyklady

1. Przedstaw réwnanie przemiany izobarycznej na diagramie (V,T).
Izobara na diagramie (p,V') jest prosta pozioma o réwnaniu p = const. Réwnanie
przemiany izobarycznej to = = const, wiec na diagramie (V,T") izobara jest prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych o réwnaniu liniowym V' = const-T

(Rysunek [9.2.al).

2. Wyraz réwnanie adiabaty poprzez parametry V i T

SI<

{ pV* = const N { pV" = const VE = const = TVEL = const

v = L
T p = const - §;

<IN

= const

3. Podczas przemiany izotermicznej cis$nienie 3 moli gazu zmienito si¢ od 1 atm do 5 atm,
a objetos¢ koncowa gazu wyniosta 20 dm?. (a) W jakiej temperaturze zaszla ta prze-
miana? (b) Jaka byta poczatkowa objetosé¢ gazu? (c¢) Jaka prace wykonal gaz? (d) Ile
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ciepla gaz pobral od otoczenia? (e) O ile wzrosta energia wewnetrzna gazu?

(a) Jednostka ci$nienia ,atm”, czyli ,atmosfera” (fizyczna) jest rowna ciSnieniu atmos-
ferycznemu. Mamy wszystkie dane, aby obliczy¢ temperature przemiany izotermicznej.
Jest to po prostu temperatura w stanie (po,Vs). Skorzystamy z réwnania Clapeyrona,
ktore zapiszemy dla stanu koricowego (2):

p2Vo  5-1013-10?Pa-20-10°m?
nR 3mol - 8,31 J/mol K

pVo=nRT = 1T = = 406,3 K

Hektopaskal to oczywiscie 10? paskala, dm? jest rowny 1072 m?, a Pa-m® = Nm = J.
Musieliémy zamieni¢ jednostki na podstawowe, zeby dosta¢ na koricu kelwin.

(b) W stanie poczatkowym (1) gaz mial oczywiscie te sama temperature (przemiana
izotermiczna), wiec mozemy tatwo obliczy¢ objetos¢ gazu Vi, korzystajac z rownania
przemiany:

tm - 20 dm?
piVi =pVe = V1:p2V2:5am 0dm =100 dm?
D1 1latm

Nie zamienialiémy tym razem jednostek na podstawowe, bo (i) atmosfery sie uproscity,
(1) objetosé koricowa wyrazilismy dzieki temu w dm?; tak jak poczatkowa.

(c) Znamy objetosci Vi i V4 oraz ci$nienia py i pe, dlatego tatwo policzymy prace gazu,
wykorzystujac réwnanie lub . Zauwazmy, ze Vo /Vi = py/p1 = 5.

Wy = ’rLRTlnE = nRTIn L = 3mol - 8,31 J/mol K - 406,3K - ln1 =—-16302 J
Vi P2 i)

Praca gazu jest ujemna, bo gaz sie sprezal (V5 < V7).

(d)+(e) W przemianie izotermicznej nie zmienia sie temperatura, wiec od razu mozemy

odpowiedzie¢ na pytanie (e): energia wewnetrzna gazu sie nie zmienita, AU = 0. Zatem

cieplo: 0 = Q — W, = Q = W, = 16,3 kJ. Cieplo jest dodatnie, a wi¢c gaz pobrat je

od otoczenia, co wiecej, w catosci zamienil je na prace.

|4 \p
4po
T : : \{
AZ Vo
(a) Izobara na diagramie (V,T') dana jest li- (b) Dwuetapowa przemiana z Przyktadu 4:
nig prosta V = const - T, przechodzaca przez izochoryczne ogrzewanie (1)—(2), izobarycz-
poczatek uktadu. ne sprezanie (2)—(3).

Rysunek 9.2.

4. Gaz jednoatomowy ogrzano izochorycznie tak, ze ci$nienie gazu wzrosto 4-krotnie.
Nastepnie gaz sprezono izobaryczne do 1/3 jego objetosci poczatkowej. (a) Narysuj
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przebieg calego procesu na diagramie (p,V). (b) Oblicz zmiane temperatury w tym
dwuetapowym procesie. (¢) Jaka prace wykonano nad gazem? (d) Ile ciepta gaz oddat
do otoczenia? (e) Jaka jest calkowita zmiana energii wewnetrznej gazu? Dane sa: ci-
$nienie poczatkowe pg, objetos¢ poczatkowa Vj, liczba moli n.

(a) Przyjmijmy oznaczenia: przemiana izochoryczna (1)—(2), przemiana izobaryczna
(2)—(3). Wykres przedstawiono na Rysunku [9.2.1]

(b) Z tresci zadania i z wykresu (p,V') widzimy, ze:

(pl =po,V1= V()7T1)> (p2 =4pg, Vo= Vb,T2), (p3 =4po,V3= %%,T:a)-

Dla kazdego punktu na wykresie mozemy zapisa¢ réwnanie Clapeyrona i obliczy¢ nie-
znane temperatury:

pVi _pVo Ve Ao psVs 5PV

T pr— _ —_—— pr— pr—
' nR nR’ 27 WR nR ’ * T OR nR

Tak wiec catkowita zmiana temperatury w tym dwuetapowym procesie wynosi

1oV

T —T:
313nR

Zauwazmy, ze gaz osiaga najwyzsza temperature w stanie (2), wtedy jest ona az 4-razy
wyzsza niz poczatkowa pno—?.

(c) Prace wykonana nad gazem od stanu (1) do (3) obliczymy jako sume pracy w prze-
mianach (1)—(2) oraz (2)—(3). W pierwszym etapie mamy do czynienia z przemiana
izochoryczng, wiec Wi_,o = 0. W drugim etapie zachodzi przemiana izobaryczna (przy
statym p), wiec skorzystamy z definicji : Wy 3 = —poAV = —po(V3—13) = 3p0V0
(W > 0, bo gaz jest sprezany). Zatem caltkowita praca wynosi

8
Wisess = poVo

3
Zauwazmy, ze jest to takze pole pod wykresem p(V).
(d) Catkowite ciepto wymienione z otoczeniem tez bedzie suma ciepel z obu przemian.
W procesie izochorycznym mamy
Q1—>2 =nCyAT = nCV(TQ - Tl) =n- 3R 3100\/0 = 2])0‘/0
W procesie izobarycznym:
QQ_,g = nCpAT = nCp(Tg — TQ) =nNn-: gR (—%) = —%po%
W takim razie:

9 20 13

Q15253 = Q12 + Qoys = OVO - gpovo _EPO‘/O

Ciepto caltkowite jest ujemne - gaz rzeczywiscie oddatl ciepto do otoczenia, jak sugerowat
autor zadania.
(e) Oczywiscie

13 8

1
AUiL953 = Q193+ Wise g = —Epovo + 3]70‘/0 —povo

Z drugiej strony mamy wzor definicyjny na zmiane energii wewnetrznej gazu doskonate-
go: AU = nCy AT = nCy(T3—Ty) = n-3R- };pg? = 1poVo. Zmiana energii wewnetrznej
jest dodatnia (energia wzrosta), bo temperatura wzrosta: AT > 0= AU > 0.
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9.4. Cykl termodynamiczny

Cykl termodynamiczny to uktad kilku przemian termodynamicznych, ktére wychodza z
i prowadza do tego samego stanu (p,V,T'). Tworza wiec zamkniety uktad przemian - cykl.
Uktlad fizyczny, ktory realizuje cykl (obieg) termodynamiczny nazywamy silnikiem termo-
dynamicznym (cieplnym). Pamigtamy z Podrozdzialu 0.1] ze energia wewnetrzna U jest
funkcja stanu - jej zmiana zalezy tylko od stanu poczatkowego i konicowego. Zatem dla cyklu
zmiana energii wewnetrznej jest 0. Z tego wynika, ze calkowita praca wykonana przez gaz
jest rowna wypadkowemu cieptu dostarczonemu do gazu (jest to réznica ciepta pobranego i
oddanego przez gaz). Mozemy to zapisa¢ w postaci wzorow:

AU =0 oraz ~ We= Quotr — |Qoudl (9.26.)

To jest wazna wtlasno$¢ cyklu, ktorag bedziemy wykorzystywaé w zadaniach. Przy cieple
oddanym Q.44 piszemy znak wartosci bezwzglednej, bo jest ono ujemne (Q < 0 oznacza, ze
cieplo przepltyneto od gazu do otoczenia, czyli zostalo oddane do otoczenia). Interesuje nas
tutaj sama warto$¢ ciepta oddanego, dlatego pomijamy znak, piszac modul. Prace catkowita
gazu mozemy zawsze obliczy¢ jako réznice ciepet (pobrane minus oddane), ale tez jako pole
pod wykresem cyklu na diagramie (p,V'). Cykl tworzy zawsze zamknieta krzywa na takim
diagramie (np. prostokat, ale czesciej sktada sie z galtezi krzywoliniowych).
Charakterystycznym parametrem danego cyklu jest sprawnosé cyklu, ktora oznaczamy

Zwyczajowo przez 1, wyrazamy bezwymiarowo jako utamek (lub procentowo) i definiujemy
jako stosunek catkowitej pracy wykonanej przez gaz W, do ciepta pobranego przez gaz Qo

_ Wc _ onbr - |Qodd| —1_ ‘Qodd‘
onbr onbr onbr

Oczywiscie, sprawnos$é moze wynosi¢ maksymalnie 1 (100%). Czasem w danych technicznych
nowoczesnych urzadzen termodynamicznych, np. gazowych kotlow grzewczych, pojawia sie
informacja o sprawnosci > 100%. Wynika to z innej definicji sprawnosci - nie jest to spraw-
nos¢ termodynamiczna, ktora zawsze jest mniejsza niz 100%.

(9.27.)

n

Mozemy sobie wymysli¢ dowolnie wiele r6znych cykli termodynamicznych, dla ktorych
obliczymy sprawno$é¢. Okazuje sie jednak, ze istnieje jeden cykl, ktorego sprawnosé ideal-
na (teoretyczna) jest najwieksza mozliwa, przy danych skrajnych wartosciach temperatury,
w zakresie ktorych pracuje gaz roboczy (oczywiscie ciggle stosujemy przyblizenie gazu ide-
alnego). Jest to tzw. cykl Carnota, ktory sklada sie z dwoch izoterm i dwoch adiabat.
Przedstawiamy go na diagramie (p,V’) na Rysunku Obliczeniem sprawnosci cyklu Car-
nota zajmiemy sie w przyktadach. Teraz podamy tylko wynik:

Tmax - Tmm Tmm

Carnot _ —1—

Tmax Tmaz

(9.28.)

gdzie przez Tye. 1 Thin 0znaczyliSmy najwicksza i najmniejsza temperature, jaka osiaga
gaz roboczy w cyklu. Temperatury te czasem nazywa sie tez: temperaturg chtodnicy - od-
biornika ciepta oddawanego przez gaz (T,.;,) oraz temperatura grzejnika - zrodta wysokiej
temperatury (7p,q.). Przyktadowo, jesli skrajne temperatury to 373 K (temp. wrzenia wody)
i 423 K (typowa temp. wody w rurach cieptowniczych), to sprawnosé¢ cyklu Carnota wynosi
ok. 12%. Jesli rozpatrzymy dowolny inny cykl, ,pracujacy” w takim przedziale temperatur
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373-423 K, to bedzie on mial zawsze sprawno$¢ nizsza niz cykl Carnota. Czesto odnosimy
sprawnos¢ danego cyklu do sprawnosci cyklu idealnego (Carnota), co daje nam pewna in-
formacje o ,skutecznosci”, czy ,wydajnosci” tego cyklu. Im réznica temperatur jest wicksza,
tym wiekszg sprawnosé¢ uzyskuje nasz cykl.

A

TV

»
> ot

Rysunek 9.3.: Przebieg cyklu Carnota: izotermiczne rozprezanie (1)—(2) - temperatura 7,4z,
gaz pobiera cieplo Qp-; adiabatyczne rozprezanie (2)—(3) - brak wymiany ciepla, tempe-
ratura spada do T,,;,; izotermiczne sprezanie (3)—(4) - temperatura T, gaz oddaje ciepto
Qoaq; adiabatyczne sprezanie (4)—(1) - brak wymiany ciepla, temperatura ro$nie z powro-
tem do T}z

Czytelnik na pewno zna dwa podstawowe typy silnika spalinowego - benzynowy (czte-
rosuwowy) i Diesla (zwany tez wysokopreznym). Oba silniki realizuja inne cykle termody-
namiczne. W przypadku silnika wysokopreznego jest to cykl Diesla, a w przypadku silnika
benzynowego - cykl Otta. Cykl Otta jest szczegolnie prostym cyklem - sktada sie z czte-
rech procesow: sprezanie adiabatyczne (realizuje suw sprezania), ogrzewanie izochoryczne
(ci$nienie gwaltownie rosnie, gdy dochodzi do zaplonu), rozprezanie adiabatyczne (realizuje
cykl pracy) i ochladzanie izochoryczne (realizuje wydech). Okazuje sie, co Czytelnik sam
moze tatwo obliczy¢, ze sprawno$é cyklu Otta zalezy w bardzo prosty sposob od skrajnych
objetosci mieszanki paliwowe;j:

Vma:t o me el
e ) ()
Stosunek objetosci 17

2z mozemy z dobrym przyblizeniem traktowac jako tzw. stopieni spreza-
nia lub skok ttoka, o 5%st jednym z podstawowych parametréw technicznych kazdego silnika.
Jesli silnik ma np. stopien sprezania rowny 7:1, a gaz roboczy (mieszanka paliwowa) jest 3-
lub wiecej atomowa (tak naprawde jest to dos¢ skomplikowana mieszanina), to sprawnosé
takiego silnika spalinowego powinna wynosi¢ n = 47,7%. Sporo!

Vmaz

Przyklady

1. W pewnym cyklu zaobserwowano, ze gaz oddaje do chtodnicy 1500 J ciepta, a jego
sprawno$¢ wyznaczono na 43,5%. Ile ciepta musi by¢ dostarczane w tym procesie? Jaka
prace wykonuje gaz w tym cyklu?

Przeksztalcamy wzor na sprawnosé i otrzymujemy:

Qodd
obr = /s 2655 J
Qpb 1_77
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Praca z kolei to W, = Qpotr — Qoda = 1155 J.

2. Cykl termodynamiczny sktada sie z dwoch izochor i dwoch izobar. Skrajne wartosci
ci$nienia i objetosci cyklu wynosza (po,Vo), (2p0,3V0). (a) Przedstaw cykl na diagramie
(p,V). (b) Oblicz prace wykonana przez gaz. (¢) Oblicz ciepto pobrane i oddane przez
gaz. (d) Sprawdz, ze rzeczywiscie AU = 0 w tym cyklu. (e) Oblicz sprawnos$¢ cyklu i
poréwnaj ja ze sprawnoscia cyklu Carnota.

tp

2ps @ @

Po @ ®

4

Vo 3V,
Rysunek 9.4.

(a) Cykl przedstawiono na Rysunku [9.4]
(b) Calkowita prace obliczymy bardzo prosto - jako pole pod wykresem (p,V). Jest to
pole kwadratu o bokach pg i 2Vp, zatem jego pole (i praca gazu) to:

Wc = 2pO‘/O

Gdyby nasz cykl mial adiabate lub izoterme na ktorejkolwiek z gatezi (krzywoliniowy
fragment), to musielibysmy catkowac.

(c) Przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku. Zastanéwmy sie, na ktorych galeziach gaz
pobiera, a na ktérych oddaje ciepto? W przemianach izochorycznych gaz nie wykonuje
pracy, a wiec ciepto jest réwne zmianie energii wewnetrznej, czyli proporcjonalne do
zmiany temperatury. Na gatezi (2)—(3) ci$nienie spada, a wiec zgodnie z réwnaniem
przemiany izochorycznej temperatura tez spada. Zatem @ ~ AT < 0 (przy
izochorycznym ochtadzaniu mamy ,produkcje” ciepta). Gaz oddaje ciepto w ilosci

Qa3 = nCy (T5-T) =nCyT (i—z— )ZTLCVPQ—% (E—1> = C—éfvz(]?:s—pQ) = —3290‘/0%/-

nR \ p2
W takim razie, na galtezi (4)—(1) gaz pobiera cieplo (py > py = 11 > Ty) w ilosci
Qi1 =nCy(Th = T)) = %/‘/4(]71 —pa) = povo%/-
W powyzszych przeksztalceniach skorzystaliSmy z réwnania przemiany izochorycznej
(zamiana T, ktorego nie znamy, na p, ktore znamy) i réwnania Clapeyrona (zamiana
T na p i V). Dla przemian izobarycznych ciepto mozemy zapisa¢ jako Q = nC,AT.
Zatem mamy:

c c

Ql_g = nCp(Tg—Tl) = nCpTl (%—1) = nCpp;L? (%—1) = fppl(%_‘/l) = 4p0‘/gfp
oraz
Q34 = nCy(Ty — T3) = %pii(‘/zl —V3) = —2]00‘/6%-
Calkowite pobrane przez gaz cieplo jest wiec rowne

Cy +4C 5C
Qpotr = Qa1 + Q152 = poVo (%) =poVo (4 + %)
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natomiast ciepto oddane przez gaz do otoczenia jest rOwne

3Cy + 2C, 5C
= (E25) o 5)

SkorzystaliSmy w powyzszych dwoch wzorach z relacji (C, = Cy + R) dla gazu
doskonatego. Zauwazmy, ze Qpopr > |Qoaa|, Wiec sprawnosé nam wyjdzie dodatnia. Po
drugie, praca gazu ma by¢ réwna roznicy tych ciepel, a ona oczywiscie nie moze by¢
ujemna (w przypadku silnika).

(d) Zmiana energii wewnetrznej w calym cyklu jest réwna

AU = Z (Wissj + Qinsj) = Wet Q12 + Qaz + Q354 + Quy1 =

(@) =)
i =1,234
5Cy C! 5CYy

OV \%4
=200Vo +40oVo |l — +1 ) —poVo | 24+ — | — 3pgVyg— Vold+— 1] =0
p00+p00<R+>P00(+R> p00R+p00<+R)

Tego nalezalo oczekiwa¢, bo w cyklu (zamknietym obiegu termodynamicznym) zmia-
na energii wewnetrznej jest zawsze zero (energia wewnetrzna jest funkcja stanu). Na
podstawie tego wyniku mozemy wnioskowaé¢, ze nie pomyliliSmy sie w czastkowych
obliczeniach.

(e) Sprawnos¢ obliczymy dwoma rownowaznymi sposobami:

g We _ Zolo 1
Qo poVe (24 50} ~ 27
@ — Qoobr = |Qodal _ PoVo (4+ FF) — poVo (2+ °F) 2po Vo 1

pobr PoVo (4 + SCTV) - poVo (4 + E)CTV) - 2+ %

Oczywiscie nM=n? bo W, = Quotr — |Qudd|- Zatézmy, 7e nasz gaz roboczy jest 1-
atomowy (np. hel). Wowczas Cy = 2R, a sprawnos¢ 7 = 3z ~ 17%. Bardzo mala
sprawnos¢. Zeby jeszcze bardziej sie o tym przekonaé, obliczmy sprawnosé cyklu Car-
nota dla takich samych skrajnych temperatur. Wynosza one:

_ _ 6poVo _ _ poVo
Tnae =10 = ~n.R Oraz Tonin = Ty = "WR

Wiemy to na podstawie rownania Clapeyrona (T = %). Zatem sprawno$¢ cyklu Car-
nota - wzor (9.28.)):

Carnot POVO 5
=1- = — ~ 83,3%

K 6poVo 6 ’
Gdyby nasz gaz (dowolnie jaki) realizowal cykl Carnota, ktérego skrajne temperatury
wynosza tyle samo, co w rozwazanym cyklu (,prostokatnym”), to sprawnosc¢ tego cyklu

bytaby blisko 5-krotnie wyzsza.

3. Wyprowadz wzor na sprawnosé¢ cyklu Carnota.
Cykl Carnota sklada sie z dwoch izoterm (na jednej cieplo jest pobierane, a na drugiej
oddawane) oraz dwoch adiabat (bez wymiany ciepta). Nie policzymy latwo pracy jako
pola pod wykresem. W takim razie w ogoéle nie liczmy pracy, a jedynie dwa ciepta
w przemianie izotermicznej: Qpopr Przy izotermicznym rozprezaniu (gataz (1)—(2) na
Rysunku oraz (Qoqq Przy izotermicznym sprezaniu (gataz (3)—(4)). Pamietamy z
podrozdziatlu o przemianie izotermicznej, ze ciepto w tej przemianie jest réwne pracy
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gazul i wynosi Q = nRT In %, gdzie przez Vj,/V, oznaczyliSmy tym razem koncowsa i
poczatkows objetos¢ gazu w przemianie. W naszym przypadku wiec:

V V, V-
Q12 = nRT.. 1In vj oraz Q34 = nRT,,;,In 72 = —nRT,,,In Vi

Oczywiscie (3,4 < 0, wiec zapisaliSmy jak powyzej. Trzeba teraz jako$ zamieni¢ ob-
jetosci, ktorych nie znamy, na temperatury, ktore znamy. Przypomnijmy sobie réw-
nanie przemiany adiabatycznej, ale w postaci z Przyktadu 2 Podrozdzialu czyli
TV = const, ktore zapiszemy dla dwoch gatezi w cyklu Carnota:

T2V'2/€—1 — T3‘/3H—1 oraz T4‘/4H_1 — Tl‘/{i_l

Oczywiscie T7 = Ty = Thpae 1 T3 = Ty = T,,, Wiec powyzsze rOwnania adiabat maja
postac
k—1 k—1 k—1 k—1
Tma:p‘/z = Tm'm‘/‘g, oraz Tm'm‘/4 = Tmam‘/l

Podzielmy te rownania stronami

b_bh
ViV

W takim razie licznik we wzorze ogbdlnym na sprawno$¢ przyjmuje postac
Vs
Wc - onbr - |Qodd| =nRIn 7 (Tmaa: - Tmzn)
1

a cala sprawnoéé

nRIn % (Tmax - Tmln) . Tmaa: - Tmln
NRT g I 12 Tmaa

Carnot __

cnd.

9.5. Entropia

Entropia jest bardzo wazna wielkoscig termodynamiczng, dlatego poswiecamy jej osobny
podrozdzial. Podanie precyzyjne definicji entropii sprawa pewien klopot - definicja moze sie
wydawac troche enigmatyczna. Mowimy, ze entropia jest funkcja stanu, ktora okresla stopien
nieuporzadkowania uktadu. Definiujemy ja poprzez jej rézniczke:

_ 4@

dsS -

(9.29.)
gdzie d@ jest rozniczka, (nieskonczenie matym przyrostem) ciepla, a T - temperatura. Po raz
kolejny definiujemy jakas wielko$¢ termodynamiczng raczej poprzez jej zmiane - mowilismy,
ze cieplo jest forma przekazu energii, wiec () samo w sobie jest zmiang. Podobnie, w ramach
termodynamiki klasycznej (fenomenologicznej) o entropii bedziemy mysle¢ w kategoriach
zmiany na skutek przekazu ciepta. Nie jest przy tym poprawny wzor: S = % Zeby obliczy¢
o ile wzrosta (lub zmalala) entropia w danym procesie musimy wykonaé catkowanie:

2
AS:SQ—Slz/ de

T (9.30.)
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W Przykladach wyprowadzimy wzory i obliczymy zmiany entropii w réznych procesach.
Entropia jest nieroztacznie zwigzana z treScig Il zasady termodynamiki, o ktérej powiemy
wiecej w podrozdziale.

Jak rozumie¢ hasto ,miara stopnia nieuporzadkowania” w definicji entropii? W definicji
klasycznej entropii, podanej powyzej, mozna sprobowa¢ wyjasni¢ to tak: skoro zmiany en-
tropii dokonujemy poprzez przekaz ciepta, a wiec dostarczenie do uktadu energii, to kazda
z czasteczek gazu (lub ogodlniej: cial wchodzacych w sktad uktadu) otrzymuje pewna por-
cje energii, ktora daje jej wieksza swobode ruchu. W takim razie nieporzadek w uktadzie
roSnie, bo wyzej energetyczne czasteczki zachowuja sie bardziej dynamicznie, chaotycznie.
Odwrotnie w przypadku odbierania od uktadu ciepta. Bardzo dobrze da sie wyjasnié¢ poje-
cie entropii jako miary nieporzadku w ukltadzie dzieki tzw. definicji mikroskopowej entropii
(w ramach termodynamiki statystycznej). W termodynamice statystycznej entropia uktadu
makroskopowego (sktadajacego sie z wielu czasteczek) jest rowna:

S =kzInQ (9.31.)

gdzie kp jest staty Boltzmanna, natomiast () jest funkcja statystyczna, ktora okresla na ile
sposobow da sie zrealizowac stan termodynamiczny naszego uktadu makroskopowego poprzez
wszystkie tzw. stany mikroskopowe (pojedyncze stany realizowane np. przez poszczegolne
czasteczki gazu). Jesli np. nasz uktad moze by¢ zrealizowany tylko na jeden $cisle okreslony
sposob (np. dwa puzzle pasuja tylko i wylacznie do siebie, albo ksiazka o tytule A’ moze
sta¢ jedynie na prawo od ksiazki 'B’), to 2 = 1, a wiec entropia jest rowna S = kgln1 = 0.
Wielkosé €2 mozemy troche rozumie¢ jak zbiér wszystkich zdarzen elementarnych w teorii
rachunku prawdopodobienstwa. W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze €2 jest proporcjonalne
do prawdopodobienstwa, ze uktad znajduje sie w okreslonym stanie. Zauwazmy, ze w ramach
definicji statystycznej mozemy mowié o entropii jako funkeji konkretnego stanu (a nie jak o
zmianie). Co wiecej, taka definicja daje naturalne wyczucie, o co chodzi z tym nieporzadkiem.
Jesli stan danego uktadu makro mozna realizowaé na wiele sposobéw, to {2 moze by¢ bardzo
duze, a wiec S tez bedzie duze.

Poniewaz entropia jest funkcja stanu, to podobnie jak energia wewnetrzna, jej catkowita
zmiana w cyklu termodynamicznym wynosi 0. Sprawdzimy to w Przyktadach. Co wiecej,
przemianie adiabatycznej takze towarzyszy zawsze zerowa zmiana entropii (w przemianie
adiabatycznej mamy d@Q =0 = dS = 0).

9.5.1. 1I zasada termodynamiki

IT zasada termodynamiki mowi, ze dla uktadu izolowanego (bez wplywu czynnikow ze-
wnetrznych) przy przej$ciu od jednego stanu do drugiego entropia nigdy nie maleje, zmiana
entropii jest nieujemna:

AS >0 (9.32.)

Rownosé w powyzszym wzorze zachodzi jedynie dla tzw. procesow odwracalnych. Tzn. jesli
w danym procesie zmiana entropii jest zerowa, to taki proces moze zajs¢ w druga strone
(np. reakcja chemiczna moze by¢ odwracalna, dwukierunkowa). IT zasada termodynamiki
czesto budzi wiele kontrowersji i watpliwosci, przeciez mozemy sobie wyobrazi¢ procesy fi-
zyczne, ktore zmniejszaja entropie uktadu. Przyktadowo, jesli poustawiam ksigzki na potce
alfabetycznie wg tytulow, to stopien uporzadkowania ro$nie, wiec entropia maleje. Podobnie,
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jesli posprzatam pokdj, to porzadek ro$nie. Owszem, w tym pojedynczym procesie entropia
zmalala, ale IT zasade termodynamiki nalezy rozpatrywaé w szerszej skali, takze czasowej. W
dhuzszej perspektywie czasowej batagan w pokoju i tak si¢ pojawi. Poza tym, oba trywialne
przypadki zmniejszania entropii nie dotycza przeciez uktadu izolowanego. Catly uktad ter-
modynamiczny tworza nie tylko ksigzki, czy ubrania, takze my sami, powietrze wokét nas,
ktore z pewnoscig zaburzamy itd. Wypadkowo, entropia moze wcale nie male¢.

Przyklady

1. Wyprowadz og6lny wzor na zmiane entropii dowolnego procesu termodynamicznego
gazu doskonalego.
Wykorzystamy definicje rozniczkowg entropii, I zasade termodynamiki i rownanie stanu
gazu doskonalego:

dQQ dU —dW  nCydT + pdV dT’" p pV =nRT
dS =—= = = — + =dV = =
dT dVv
Zatem zmiana entropii jest rowna:
2 T: V:
AS = / dS =nCyIn =2 +nRln — (9.33.)
1 T Vi

2. Ile wynosi zmiana entropii n = 50 moli dwutlenku wegla sprezanego izotermicznie od
ci$nienia p; = 2 atm do p, = 2,5 atm w temperaturze pokojowej?
Mozemy oczywiscie skorzystaé¢ ze wzoru ogodlnego, wyprowadzonego w poprzednim
przyktadzie. W procesie termodynamicznym dU = 0 (réwnowaznie: T} = T5), wiec
pierwszy sktadnik sumy wynosi 0. Znamy skrajne ci$nienia, a nie objetosci, wiec sko-
rzystamy z réwnania przemiany izotermicznej

piVi=pVe = —=—
1V1=Dp2V2 Vi p

zeby zamieni¢ stosunek objetosci na stosunek cinien. Po wstawieniu do wzoru:

p1 2 J
AS = In— = In — = 1 = 1-8,31 -(—0,223) = =92,7 =
S=nR an nRIn 25 nR1In(0,8) = 50mol - 8,3 ol K (—0,223) 92,7 K

3. Wr6¢my do Przyktadu 2 z Podrozdziatu Obliczymy zmiany entropii na kazdej z
gatezi cyklu i sprawdzimy, czy rzeczywiscie catkowita zmiana entropii jest zerowa.
Latwo nam bedzie wyraza¢ entropie poprzez stosunki temperatur, wiec najpierw wy-
piszmy temperatury w czterech stanach cyklu (liczone na nR, ktore pominiemy - przy
liczeniu ilorazow i tak sie skroca):

Ty = piVi = 2poVi, T2 = 6poViy, T3 = 3po Vo, Ty = poVo.
W procesach izochorycznych nie ma zmiany objetosci, wiec drugi sktadnik sumy w

(19.33.)) znika. Mamy

T 1
ASy 3 =nCyln— =nCyIn = = —nCy In2
T, 9
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T
ASs_1 =nCyln Tl =nCyIn2
4

W procesach izobarycznych mozemy skorzysta¢ z definicji ciepta d@Q = nC,dT. W
takim razie w procesie izobarycznym entropia wynosi dS = ndeTT. Czyli:

T
ASi9 =nCpln ?2 =nC,In3

1

T. 1
ASs_4 =nC,ln 4 nCyln - = —nC,In3
T 3
Golym okiem widaé, ze cztery wyrazy AS sumuja sie do zera. Zatem catkowita zmiana
entropii w cyklu przedstawionym na Rysunku [0.4]wynosi AS; 53,4 = 0, co dowodzi:

(7) poprawnosci naszych wezesniejszych rachunkow, (i) ze entropia jest funkcjg stanu.

9.6. Teoria kinetyczna gazow™

Teoria kinetyczna jest jednym z dzialéow termodynamiki (fizyki) statystycznej. Pozna-
liSmy juz inne pojecie z tej dziedziny - entropie mikroskopowa. Na wstepie zaznaczmy, ze
podajemy tu jedynie uproszczony opis teorii kinetycznej, zwanej tez szerzej teoria kinetyczno-
molekularng gazow. Teoria ta stanowi model budowy gazéw z perspektywy mikroskopowej, a
wiec przy pomocy opisu ruchu indywidualnych czasteczek gazu. Zalozeniem teorii kinetycz-
nej jest to, ze czasteczki gazu sa w nieustannym, chaotycznym ruchu, wywotanym energia
termiczna; oddzialuja tylko poprzez zderzenia idealnie sprezyste (jak sztywne kulki - model
gazu doskonalego); a ich rozmiary s duzo mniejsze niz rozmiar catego uktadu. Najwazniej-
sze rOwnanie tej teorii podaje tzw. zasada ekwipartycji energii, ktéra mowi, ze $rednia
energia kinetyczna ruchu postepowego czasteczki liczona na jeden stopien swobody wynosi:

— 1

Ek.r.post.poj.cz. = §kBT (934)
gdzie kreska nad E oznacza, ze chodzi nam o Srednia. Wzoér powyzszy podaje zwigzek energii
kinetycznej z temperatura, wazny nie tylko w fizyce statystycznej. Dzieki istnieniu takiego
zwigzku mozemy wyrazi¢ energie w jednostkach temperatury. Mowimy, ze energia jest rzedu
kpT: E ~ kgT. Temperatura pokojowa w skali energii oznacza energie rowng 26 meV, gdzie
jednostka elektronowolt [eV], uzywana w wielu dziedzinach fizyki, wynosi 1 eV = 1,6-10719 J.

Dla uktadu N czasteczek o f stopniach swobody zasade ekwipartycji zapiszemy nastepujaco:

= f
Ek.r.post.N.cz. = EN]CBT (935)
Na podstawie zasady ekwipartycji mozemy okresli¢ tzw. srednig predkosé kwadratowq cza-
steczek, czyli pierwiastek ze Sredniego kwadratu predkosci. Warto$é ta daje wyobrazenie o
szybkosci czasteczek gazu w danej temperaturze. Latwo wyprowadzimy wzor dla 1-atomowe;]

czasteczki (m - masa pojedynczej czasteczki gazu):

2 /— kgT
=) :ngT = y=Vui= S (9.36.)

2 m
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Okazuje sie, ze predko$¢ gazu w danej temperaturze (przy danej energii kinetycznej)
podlega pewnemu statystycznemu rozktadowi. Obliczona powyzej wielkosé vy jest jedng z
charakterystycznych predkosci, ale nie jest to ani najbardziej prawdopodobna, ani §rednia
predkosé. Statystyczny rozktad predkosci czasteczek gazu doskonatego (dla pojedynczej, 1-
atomowej czasteczki w 3 wymiarach przestrzeni) jest dany rozkladem Maxwella:

3/2 2
m muv
P(v) =4 2 - 9.37.
(U> T <27Tl€BT) v exp < 2k’BT) ( )
Czynnik eksponencjalny z tym wzorze, exp(—kBLT) (u nas £ = m2”2) nazywa sie czynni-

kiem (rozkladem) Boltzmanna, jest to takze bardzo wazna wielkos¢ w fizyce statystycznej.
Rozktad P(v) nalezy rozumie¢ dokladnie tak, jak funkcje gestosci prawdopodobienstwa w
statystyce matematycznej, np. funkcje Gaussa. Ksztalt rozktadu Maxwella prezentujemy na
Rysunku [9.5] Jest to niesymetryczna krzywa dzwonowa, ktora osiaga wartosci zerowe w
punktach v = 0 1 w nieskoficzono$ci. To znaczy, ze czasteczek gazu o bardzo duzych predko-
Sciach jest naprawde bardzo mato, jest to znikoma frakcja wszystkich czasteczek. Podobnie,
czasteczek o bardzo malych, bliskich 0, predkosciach jest tez niewiele. Co ciekawe i wazne,
temperatura 7T jest jedynie, jak méwimy, parametrem rozktadu Maxwella, to znaczy wplywa
na jego ksztalt, ale nie zaleznos¢ od v.

Podamy teraz najwazniejsze predkosci charakterystyczne rozktadu:

predkosé najbardziej prawdopodobna - \/@
(maksimum rozktadu P(v)) Umaz = \/ T
predkos$¢ $rednia _ [skgT
(warto$é¢ oczekiwana P(v)) Vsr =\ Tem
srednia predkos$¢ kwadratowa = (3T
(drugi moment P(v)) Uk = Vit = T
relacja predkosci Umaz < Vgr < Ug

(9.38.)

Srednia predko$é kwadratowa obliczona na podstawie rozktadu Maxwella jest taka sama, jak
ta obliczona z zasady ekwipartycji energii, co Swiadczy o spojnosci teorii.

Kolejnym parametrem charakteryzujacym czasteczki gazu, obok energii kinetycznej i
predkosci, jest srednia droga swobodna, ktora oznaczymy przez \. Jest to $rednia odle-
glosé, jaka pokonuje czasteczka (w ruchu prostoliniowym) pomiedzy kolejnymi zderzeniami
7 innymi czasteczkami. Spodziewamy sie, ze A powinno zaleze¢ od predkosci, a wiec bardziej
bezposrednio od energii, czy wrecz zupetnie bezposrednio od temperatury. Tak rzeczywiscie
jest. Ponadto, \ zalezy tez od koncentracji czasteczek, a wiec posrednio od cignienia gazu.
Okazuje sie, ze srednia droga swobodna zalezy tez od rozmiaru czasteczki. Podsumowujac:

1

n=N__»_ kgT
. vV
V2no gdzie: { o = md?

kT = N = ———
pV2rd?

A= (9.39.)

W powyzszym wyprowadzeniu: n = % - koncentracja (ilos¢ czasteczek na jednostke objeto-
Sci); p - ci$nienie gazu; d - (efektywna) Srednica czasteczki (w przyblizeniu sztywnej kulki).
Srednia droga swobodna zalezy od rodzaju gazu jedynie poprzez wielko$¢ jego czasteczek.
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tP(v)

Rysunek 9.5.: Rozktad Maxwella P(v) wg definicji dla trzech temperatur:
Ty = 2T, = 4T). Temperatura jest parametrem rozktadu. Wraz ze wzrostem temperatu-
ry maksimum rozktadu przesuwa sie w strone wiekszych predkosci i obniza, ale pole pod
krzywg sie nie zmienia.

Przyklady

1. Oszacuj koncentracje czasteczek powietrza w warunkach normalnych (w przyblizeniu
gazu doskonalego).
W warunkach normalnych 1 mol gazu zajmuje objetos¢ V.o = 22,4 dm?. Ten znany z
chemii w liceum fakt tatwo obliczymy na podstawie réwnania Clapeyrona:

(n=1)RT 831J/mol-K 298K
N 101300 Pa,

Vil = =0,0224 m®

W jednym molu mamy Ny (liczbe Avogadry) czasteczek. Zatem koncentracja:

N NA NAP 25 3
— — AP 9 5.10% 1
vV Vv.., RI ° /m

n

Koncentracja powietrza w warunkach normalnych jest rzedu 10?® czasteczek /m?.

2. Azot o temperaturze pokojowej zamknieto w butli pod ci§nieniem atmosferycznym. Ile
wynosi $rednia energia kinetyczna, Srednia predko$é i érednia droga swoboda czaste-
czek azotu?

Do rozwiazania zadania potrzebujemy masy pojedynczej czasteczki azotu Ny i jej efek-
tywnej srednicy. Za d przyjmiemy ok. 3 A= 3-107'° m, co znamy np. z tablic lub
internetu. Mase czasteczki ustalimy na podstawie uktadu okresowego. Masa molowa
Ny wynosi uy, = 28 g/mol, zatem jedna czasteczka wazy my, = ‘]L\,ij =465-1072 g
— 4,65 - 1072 kg. Azot Ny jest dwuatomowy, wiec f = 5. Mozemy teraz wykorzystac
podane wczesniej wzory, aby obliczy¢ szukane wartoSci.

Srednia energia kinetyczna (9.34.): Ey = %kBT ~ 10720 J ~ 0,6eV.

Srednia predkosé (9.38.): vg = /2L = 2.3.10° m/s. Duzo!
2

TMN

Srednia droga swobodna (9.39.): X = p\];gj:p =3,2-107"m = 0,32 um. Malo!
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Wszystkie powyzsze wyniki sa bardzo typowego rzedu wielkosci dla gazéw w warunkach
normalnych.

Zadania

107

11.

Oblicz Cy i C), gazow 1-, 2- i 3-atomowych.

Energia wewnetrzna gazu, ktory w wyniku pewnej przemiany oddat do otoczenia 100 J
ciepta, zmalata o 200 J. Jaka prace wykonal gaz? Czy gaz ulegl sprezeniu, czy rozpre-
zeniu w wyniku przemiany?

Zaobserwowano, ze kulka stalowa wrzucona do gorgcej wody zmienia objetosé o 1%.
Temperatura poczatkowa kulki to 0 °C, a wspolezynnik rozszerzalnosci liniowej stali
1,2-107° 1/K. Jaka jest temperatura wody goracej?

Oblicz prace wykonang nad gazem przy izotermicznym rozprezaniu 10 moli azotu od
objetosci 100 dm? do objetosci 150 dm® w temperaturze pokojowej. Cignienie poczat-
kowe jest réwne ci$nieniu atmosferycznemu. Jakie ci$nienie ma azot po tej przemianie?

Dwa mole gazu doskonatego, ktorym jest azot Ny, o temperaturze poczatkowej rownej
to = 27°C w pierwszym etapie zostaly izobarycznie $ciniete do potowy swojej obje-
tosci. Z kolei w drugim etapie gaz podlega przemianie izochorycznej, w trakcie ktorej
ci$nienie gazu rosnie dwukrotnie. Oblicz cieplo pobrane przez gaz oraz prace wykonana
nad gazem w kolejnych przemianach. Ile wynosza: zmiana energii wewnetrznej, ciepto i
praca po obu przemianach gazu. Przedstaw przemiany na wykresie (p,V'). Stala gazowa
R = 8,31 J/(mol-K).

Wyprowadz wzor na prace gazu w przemianie adiabatycznej, gdy (i) znasz skrajne tem-
peratury T i Ty (bardzo proste) i (i7) gdy znasz skrajne objetosci V7 i V. Dodatkowo
rnamy wyktadnik adiabaty « i liczbe moli n.

Wyprowadz wzor na sprawno$é cyklu Otto, podany w Podrozdziale [9.4.

Silnik cieplny realizuje cykl, ktory na diagramie (p,T") tworzy prostokat o wierzchol-
kach: (5po,T0), (5p0,370), (2p0,310), (2p0,Tp). (a) Narysuj ten cykl na diagramach (p,T)
i(p,V). (b) Nazwij 4 procesy tego cyklu. (¢) Oblicz sprawnosé¢ cyklu i (d) poréwnaj ja
ze sprawnoscig cyklu idealnego Carnota. Gazem roboczym jest argon.

Oblicz zmiany entropii na kazdej z galezi dwuetapowej przemiany z Rysunku
(Przyklad 4 z Podrozdziatu [0.3]). Nastepnie oblicz calkowita zmiane entropii dwoma
sposobami: sumujac poprzednie wyniki oraz liczac AS;_,3. Jaki wniosek mozesz wycia-
gna¢ na tej podstawie?

Wykazac, ze entropie mieszania AS,,;, = So — S przy rozprezaniu N czasteczek gazu
od objetosci V' do 2V mozna wyrazi¢ przez AS,,.. = Nkgln2. Wskazéwka. Trzeba
skorzysta¢ z definicji mikroskopowej entropii (9.31.)).

Oblicz érednig droge swobodna i srednia energie kinetyczng calego gazu, ktorym jest

metan, w temperaturze 100°C pod ci$nieniem 2 atm. Za $rednice czasteczki CHy przyj-
mij 3,8 A.
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12.* Dla pewnego gazu zmierzono czas pomiedzy kolejnymi zderzeniami réwny 51 ps i
srednia energie kinetyczng na pojedyncza czasteczke 9,4 meV. Pomiaru dokonano w
temperaturze -200°C pod ciSnieniem normalnym. Oszacuj co to za gaz. Wskazowk:.
Zatoz ruch jednostajny czasteczki z predkoscia réwng predkosci $redniej z rozktadu
Maxwella (jak wtedy wyrazi¢ czas na drodze miedzy kolejnymi zderzeniami?). Przyjmij
srednice kinetyczng czasteczki 2,6 A.
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Rozdzial 10.

Szczegolna Teoria Wzglednosci

W tym rozdziale zajmiemy sie mechanikq relatywistycznag, ktora opisuje ruch cial przy
bardzo duzych predkoSciach. Okazuje sie, ze kinematyka i dynamika, jakie dotgd poznalismy
(tworzqc razem mechanike klasyczng) sq jedynie przyblizeniem ogdlniejszej teorii. Oczywiscie
stusznym, jesl predkosci cial, czqstek, uktadow sq niewielkie w porownaniu z predkosciq Swia-
tta. Mechanike klasyczng nazywamy tez nierelatywistyczng. Nasze rozwazania w tym rozdziale
ograniczymy gtownie do kinematyki relatywistycznej, chociaz na koniec rozdziatu omdowimy
krotko takze elementy dynamiki relatywistyczne). Mechanika relatywistyczna opiera sie na
dwdch podstawowych teoriach - Szczegdlnej i Ogolnej Teorii Wzgledno$ci Einsteina (STW i
OTW). My zajmiemy sie tylko pierwszq z nich - STW, dla ktorej najpierw podamy 2 postu-
laty, na ktorych zbudowana jest teoria.

I. Zasada wzgledno$ci. Prawa fizyki sa jednakowe we wszystkich inercjalnych (poru-
szajacych sie bez przys$pieszen) uktadach odniesienia. Inaczej: Wszystkie inercjalne uklady
odniesienia sy réwnowazne i zawsze mozna znalezé¢ ogo6lne transformacje jednego uktadu
do drugiego - nazwiemy je transformacjami Lorentza, o ktorych powiemy poézniej. Zasade
wzglednosci stosowalismy juz wielokrotnie w kontekscie mechaniki klasycznej (mowilismy, ze
wybor ukladu odniesienia nie ma wplywu na fizyke - jest zupelie dowolny, a skoro tak, to
wybieraliSmy ,najwygodniejszy”). Tam obowiazywaly transformacje Galileusza dla uktadow
inercjalnych, z ktorych otrzymalisémy prawo sktadania predkosci (problemy typu: samolot na
wietrze, todka na wodzie, ruch jednego ciala wzgledem drugiego).

IT. Niezmienniczo§é¢ predkosci §wiatlta w prézni. Predkosé swiatta w prozni (ozna-
czona jako c i rowna ¢ = 299792458 m/s ~ 3-10® m/s) jest stala i taka sama dla wszystkich
obserwatoréw z ukladu inercjalnego i nie zalezy od kierunku ani predkosci samych obser-
watorow. Co wiecej, jest to najwieksza predkosé, jaka moze uzyskaé¢ obiekt w prozni (jest
to wynikiem wspomnianych transformacji Lorentza). Nalezy przy tym pamietac, ze caly
czas mowimy o prozni, jako osrodku, w ktérym poruszaja sie obiekty, w tym takze $wiatlo.
Obiekt w danym osrodku materialnym moze mie¢ predko$é¢ wieksza niz predkos$c swiatta w
tym osrodku (ale nie wieksza niz $wiatto w prozni).
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10.1. Relatywistyczny czynnik Lorentza

Wprowadzimy teraz wygodny w opisie relatywistycznym czynnik Lorentza, ktory bedzie
pojawial sie we wszystkich wzorach i rownaniach STW. Niech v bedzie predkoscia obiektu,
a c predkoscia $wiatta w prozni. Stosunek tych predkosci, v/c oznacza sie czasem przez [.
Czynnik Lorentza v jest zdefiniowano jako:

1 1 v

_ - , _ 10.1.
! Ji-(@ Vi=# i o1

¢

Latwo zauwazy¢, np. rysujac wykres v(v), jak na Rysunku ze dla bardzo malych v,
czynnik Lorentza przyjmuje wartosé¢ bliska 1, natomiast gwaltownie ,wybucha” do nieskon-
czonosci przy v — c. Przykladowo:

Tabela 10.1.: Wartosci czynnika Lorentza dla przykladowych predkodci (wyrazonych jako
ulamek predkosci $wiatla).

predkosé 5 =wv/c ‘0,05 0,1 0,5 0,75 09 095 099 0,995 0,9999
czynnik Lorentzav‘LOOl 1,005 1,15 1,61 2,29 3,20 7,09 10 70,7

W przypadku matych predkosci (powiemy: w przyblizeniu klasycznym) czynnik v moze-
my $mialto przyjaé¢ jako réowny 1, albo wykonaé przyblizenie w postaci rozwiniecia w szereg
Taylora wokot v = 0. Wowcezas wzory relatywistyczne przechodza w klasyczne. Zachodzi
pytanie: kiedy (przy jakich predkosciach) musimy uzy¢ juz opisu relatywistycznego, a kiedy
mozliwy jest jeszcze opis klasyczny? Do tego pytania nawiazuje Przyktad 3 ponizej. Granica,
o ktorej mowa, nie jest bardzo precyzyjna i zalezy od naszej ,umowy”. Najczesciej przyjmu-
je sie, ze opis relatywistyczny nalezy zastosowaé przy predkosciach powyzej 10% predkosci
$wiatta (cho¢ niektorzy autorzy mowia tu o progu 1%, a niektorzy nawet 30%). Pytamy tuta]
bowiem o ew. blad, jaki popelniamy stosujac wzor klasyczny do problemu relatywistycznego.
Zauwazmy, ze przy v = 0,1c, wielko$¢ czynnika Lorentza to v = 1,005 (patrz: Tabela ,
a wiec wcigz stosunkowo niewiele wiecej niz 1.

10.1.1. Masa relatywistyczna i ped relatywistyczny

Jest kwestia Swiatopogladowa na mechanike relatywistyczna, czy wprowadzaé pojecie
masy relatywistycznej, czy nie. Niektorzy autorzy podaja definicje masy relatywistycznej:

m = ymg = e (10.2.)
1- (%)

jako odpowiednika masy w problemach relatywistycznych. Wielkos¢ mg jest przy tym tzw.
masg spoczynkowa, czyli masa cial, czastek i obiektow w spoczynku. Masa spoczynkowa elek-
tronu wynosi mg, = 9,11 - 1073 kg, podezas gdy elektron rozpedzony (np. w akceleratorze)
do predkosci v = 0,9 ¢ ma mase 26,4107 kg = 2,3 mq,, a wiec ponad dwukrotnie wieksza.
Mozemy wiec rozumiec to tak, ze poruszajaca sie z predkoscia relatywistyczng czastka ,nabie-
ra” masy, wraz ze wzrostem predkosci staje sie coraz ciezsza. Mozna uzasadnié¢ pojecie masy
relatywistycznej poprzez definicje masy jako miary bezwladnosci ciala (im wieksza masa
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114 funkcja 7 (8)
1| © wybrane wartosci

Czynnik Lorentza y

ol |
— T T T T T T T — T T T L T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 08 0.9 1.0

Predkos¢ f=v/c

Rysunek 10.1.: Wykres zaleznosci czynnika Lorentza od predkosci (czerwona linia). Niebie-
skimi punktami zaznaczono dane z Tabeli

ciala, tym trudniej zmieni¢ jego ruch, co rzeczywiscie zachodzi przy duzych predkosciach dla
kazdego obiektu). Trudno nam zinterpretowa¢ fizycznie pochodzenie czy tez przyczyne tej
zwickszajacej sie masy. Dlatego niektorzy autorzy odrzucaja hipoteze masy relatywistycznej,
rezygnujac catkowicie z tego pojecia. Masa jest jedna i niezmienna, i jest to masa spoczyn-
kowa (wtedy m = my). Zamiast, wprowadza sie relatywistyczny ped, ktory zdefiniowany jest
nastepujaco:

mov
D =AMy = ——a | mg - masa spoczynkowa (10.3.)

1-(2)°

Oczywiscie, jesli przyja¢ wystepowanie masy relatywistycznej (wzor , to ped wynosi
p = mv = ymyv. Widzimy, ze definicja pedu w STW jest analogiczna do definicji znanej
z mechaniki klasycznej, przy czym uwzgledniamy dodatkowo czynnik Lorentza. Stosowanie
obu tych koncepcji - masy relatywistycznej i pedu relatywistycznego - prowadzi do tej samej
fizyki. Roznica jest tylko, jak juz mowilismy, swiatopogladowa. Fizycy czastek elementarnych
i wysokich energii wrecz czesto nie rozrdzniaja tych poje¢ i moéowiace ,ped czastki” maja na
my$li ich mase relatywistyczna.

Pewna trudnos$¢ koncepcyjna stanowi masa czastek takich jak foton (kwant $wiatta), czy
fonon (kwant drgan sieci krystalicznej). Sa to tzw. czastki bezmasowe, co oznacza, ze nie
maja masy spoczynkowej (mg = 0). Mozna jednak podac ich masy relatywistyczne lub pedy
relatywistyczne, bo przeciez mozemy je zmierzy¢ (takze ich energie). Jesli mamy do czynienia
np. ze Swiattem niebieskim, to mozemy dosé¢ precyzyjnie okresli¢ energie fotonow w takiej
wiazce $wiatta, a wiec ich ped, a wiec takze ich mase (relatywistyczna). Poniewaz foton (i
inne tego rodzaju czastki) nie ma masy spoczynkowej, a ma mase relatywistyczna, to wniosek
jest taki, ze nie istnieja fotony, ktore by sie nie poruszaty - nie ma fotonéw spoczywajacych.
Co wiecej, musza one poruszac sie z predkoscia Swiatla, aby czynnik Lorentza byt dla nich
rowny oo. Fotony nazywamy takze czasem czastkami niematerialnymi - nie posiadajacymi
masy (spoczynkowej). Podobnie, rozumujac odwrotnie, zadna czastka materialna nie moze
osiggnac¢ predkosci swiatta w prozni. Musialaby bowiem mieé¢ nieskoriczong mase, a wiec i
nieskoriczong energie (por. z dyskusja w nastepnym rozdziale).
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10.2. Energia relatywistyczna

Albert Einstein jest autorem koncepcji rdwnowaznosci masy i energii, co zapisujemy w
postaci stynnego wzoru Einsteina:

2 E = ymqc® (10.4.)

E =mc
Koncepcja ta bierze swdj poczatek z obserwacji, ze w wyniku wypromieniowania przez ciato
energii F jego masa (relatywistyczna) maleje o wielkosé¢ E/c?, co lezy u podstawy takich poje¢
jak energia wigzania czy ubytek masy w zagadnieniach fizyki jadrowej i atomowej. Wzor
Einsteina stosujemy w mechanice relatywistycznej jako definicje energii catkowitej ciala.
Energia calkowita jest rowna sumie energii spoczynkowej Fy (zwiazanej z masa spoczynkowa;
ma ja kazde cialo obdarzone masa) i kinetycznej Ej (zwiazanej z ruchem):

E=E+E, < mc=vymoc®=moc*+ E} (10.5.)

mov?
2

E, = %. Wrzory te obowiazuja jedynie w mechanice nierelatywistycznej. W STW energie
kinetyczna mozemy obliczy¢ jedynie za pomoca wzoru wynikajacego z ((10.5.):

Energia kinetyczna przy tym nie moze by¢ zdefiniowana klasycznym wzorem: Fj; = , ani

E, = mOCQ(’y — 1) = m002 (\/%52 — 1) (106)

Definicja energii (wzory (10.4.) i (10.5.)) dotyczy czastek materialnych, obdarzonych masa.
Dla fotonu energie zdefiniujemy inaczej, poprzez ped, co oméwimy w Podrozdziale [10.2.1.]

Przy okazji dyskusji o energii relatywistycznej poznamy nowa jednostke energii, czesto
uzywang w fizyce relatywistycznej. Jednostka ta ma swoje uzasadnienie w definicji energii
kinetycznej uzyskanej przez tadunek elektryczny w polu elektrycznym. Elektronowolt (eV)
to jednostka energii rownowazna energii kinetycznej 1 elektronu (tadunek elektryczny le =
1,602 - 1071 C, C - kulomb) przyspieszonemu napieciem 1 V (V - wolt). W jednostkach
podstawowych SI: 1 eV = 1,602-:107' J. W ponizszej Tabeli podano przykladowe
wielkosci energii wyrazone w jednostkach eV. Przy pomocy tej jednostki wygodnie wyraza
si¢ si¢ tez inne niz energia wielkosci fizyczne, np. masa m [eV/c?|, ped p [eV/(]

Tabela 10.2.: Masy spoczynkowe my i energie spoczynkowe Fjy wybranych cial.

Obiekt elektron proton czastka @ czasteczka HoO  pitka golfowa
mg |kg] 9,11-1073" 1,673-1072" 6,64-10"% 29,9102 0,045

mo |eV/c?] | 511 keV/c®> 938 MeV /c? 3,73 GeV/c? 16,78 GeV/c?  2,5-10% eV/c?
Ey [eV] 511 keV 938 MeV 3,73 GeV 16,78 GeV 2,5-10% eV

Z powyzszej tabeli widzimy, ze jednostka eV jest wygodna w przypadku obiektéw o
masach naprawde malych (i rozmiarach subatomowych). Dla obiektow w skali makro nie
znajduje zastosowania. W poprzednim podrozdziale méwiliémy o granicy relatywistycznej
dla predkosci, powyzej ktorej nalezy stosowaé wzory relatywistyczne. Jako ¢wiczenie dla
Czytelnika zostawiamy wykazanie, ze granica v = 10% ¢ oznacza granice dla energii E), =
0,5% mygc?.

181



10.2. Energia relatywistyczna ROZDZIAL 10. Szczegélna Teoria Wzglednosci

Przyklady

1. Jaka energie catkowita ma (a) samochod o masie 2 t rozpedzony do predkosci 100
km/h, (b) elektron o energii kinetycznej 100 keV?
Energie catkowita obliczymy ze wzoru , natomiast energie spoczynkowe ze wzo-
ru za mase ktadac mase spoczynkowa. Energie kinetyczna samochodu obliczymy
ze wzoru nierelatywistycznego, bo v = 100 km/h = 27.8 m/s < ¢ = 3-10® m/s. Energie
kinetyczna elektronu podano w elektronowoltach. Zatem:
(a) By = m2”2 =7,7-10° J, Ey = mc® = 1,8 - 10%° J. Widzimy, Ze energia spoczynkowa
samochodu jest o wiele rzedéw wielkosci wieksza niz energia kinetyczna (byloby tak
nawet przy predkosci 300 km/h jak w przypadku Ferrari, czy nawet predkosci dzwie-
ku 340 m/s jak w przypadku mysliwca). Mozemy wiec Smiato powiedzieé, ze dla cial
nierelatywistycznych (przy v < ¢) calkowita energia relatywistyczna jest w zasadzie
rowna energii spoczynkowej. inaczej bedzie dla czastki subatomowe;.
(b) Ej = 100 keV, z Tabeli wiemy, ze dla elektronu Ey = 511 keV. Energia cal-
kowita: E = Ey + E;, = 611 keV. Energia kinetyczna elektronu stanowi wiec niemal
1/5 energii spoczynkowej i niemal 1/6 catkowitej energii relatywistycznej. Ciekawym
wydaje sie by¢ pytanie o predkosé¢ takiego elektronu, ktoérego energia kinetyczna wynosi
100 keV - o tym w nastepnym przykladzie. Na razie z pewnoscia mozemy powiedzieé,
ze taki elektron musialby by¢ przy$pieszony napieciem 100 kV np. w akceleratorze, aby
osiggna¢ energie (catkowita) 611 keV.

2. W mechanice nierelatywistycznej predkos¢ mozna powigzaé¢ z energia kinetyczna za
pomoca wzoru v = \/% . Wyprowad? relatywistyczny wzor na predkosé jako funkcje
energii kinetycznej. (a) Ile wynosi predkosé samochodu o masie 2 t, ktorego energia
kinetyczna to 225 kJ?7 (b) Jaka jest predkos¢ elektronu o energii 100 keV? (c) Jaka jest
predkos$é protonu, ktorego energia kinetyczna jest rowna 49% energii spoczynkowej?
Przeksztalcajac wzor mozemy wyliczy¢ parametr 3, a wiec i predkogé:

1 1 1
E=mol | ———1] = fP=1l-——— = v=c |[l-———— (10.7)
1_ 32 2 2

moc? moc?

(a) Predkos¢ samochodu mozemy policzy¢ zardéwno ze wzoru klasycznego, jak i re-
latywistycznego. Mamy: vy.s = % = 15 m/s (wynik Scisty). Zauwazmy, ze dla
samochodu Ej,/mgc® = 1,25 - 1071 < 1, zatem czynnik ten mozna $mialo poming¢
(sprobuj wykonaé na kalkulatorze sume: 141,25-107'°, otrzymasz po prostu 1). Zatem
1

(e t1)
0. Aby pomocy wzoru relatywistycznego udato sie nam policzyé¢ predko$é obiektu bar-
dzo powolnego, musielibySmy zastosowac¢ przyblizenie w postaci rozwiniecia w szereg
potegowy. Zobaczymy efekt takiego postepowania w nastepnym przyktadzie.

(b) Dla elektronu sprawa jest bardziej oczywista, bo przy Ei/moc* = 0,196 zasto-
sujemy wzOr relatywistyczny. Stad v, = 0,4c¢. Sprobujmy uzyé wzoru klasycznego:

Uklas = \/% =4 /% = 0,55 c. Zwrdéémy uwage, jaka duza jest rozbiezno$é w wy-
nikach. Wzér klasyczny ewidentnie zawyza warto$¢ predkosci i przy Ej, = moc? podaje

Urel = C [1 — ~ cy/1— 1 ~ 0. Rzeczywiscie v = 15 m/s < ¢, a wiece prawie

182



ROZDZIAL 10. Szczegélna Teoria Wzglednosci 10.2. Energia relatywistyczna

wartos¢ vgas = C.

(c) Skoro Ep = 0,49moc?, to v = 0,74 ¢, natomiast nierelatywistycznie (blednie):
Vklas — 0,99 C.
3. Pokaz, ze klasyczny wzér na energie kinetyczng FEj = m2”2 jest przyblizeniem wzoru

relatywistycznego dla matych predkosci. Jaki blad (w procentach) popelnimy stosujac
wzor klasyczny przy predkosci v = 10% c?

Skorzystamy tutaj z matematycznego rozwiniecia funkcji f(z) = ﬁ w szereg Tay-
lora wokot punktu x = 0. Doktadnie taka posta¢ funkcyjna ma zaleznosé v(53), gdzie
f = wv/ec. 7 tablic matematycznych odczytujemy dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia:
L ~14 %IQ, gdzie = to bedzie nasze 3. Zatem przyblizony wzor na energie

Vi—z?
kinetyczna ma postac:

1 1 10?2 1
— 2 12 _ 2 Lo 2 LU 1 2
E,. ~ mgc (1+2B 1) = mgC 25 = mgC 52 —2mov
co nalezalo dowiesé. Jaki btad popelniamy stosujac wzor klasyczny przy § = 0,17
Obliczmy najpierw energie kinetyczne przy pomocy obu wzoréw: Ej, o = 0,00504 mgc?,
Ek,klas = %m00252 = 0,005 m002.

E
btad wzgledny = =75-107=0,75%

Zauwazmy, ze przy calkiem sporej predkosci czastki, rownej v = 10% ¢, blad popelniany
przy stosowaniu wzoru klasycznego zamiast relatywistycznego jest wcigz niewielki, na
poziomie ponizej 1%.

10.2.1. Niezmiennik relatywistyczny

Pokazemy teraz, ze pewna wielkos¢ jest w STW stalta. Jest nig tzw. niezmiennik rela-
tywistyczny energii-pedu (w STW znamy kilka niezmiennikow - wielkosci, ktore nie zaleza
od ukladu odniesienia). W nastepnych podrozdziatach poznamy wzory na transformacje Lo-
rentza (polozenia i czas oraz energii i pedu), tam wykazemy, ze niezmienniki relatywistyczne
rzeczywiscie sg niezmiennicze wzgledem zmiany ukladu odniesienia. Niezmiennik relatywi-
styczny energii-pedu definiujemy nastepujaco:

E? — p*c® = m2c* = const. (10.8.)

co mozemy tatwo wykazaé, stosujac wzor (10.5.)) na calkowity energie relatywistyczng i

wzor (10.3.) na ped:

E? — p*c = (ymoc?)? — (ymov)®c® = y*mic?(c? — v?) =
v2mdch (1 — Z—j) = 1_1£ - mict (1 _ Z_j) = m2ct (10.9.)

o2

Wzor (10.8.)) jest bardzo uzytecznym wzorem, pozwalajacym okresli¢ energie i ped czastek
materialnych i niematerialnych. Ped czastek materialnych mozemy zdefiniowaé przy pomocy

energii catkowitej nastepujaco:
1
p=—1/E?—mic* (10.10.)
c
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lub wykorzystujac energie kinetyczna:

1 1
p= /(B +moc2)? — miet = —\ /2 4+ 2Eymye? (10.11.)
C C

Zauwazmy, ze dla czastek niematerialnych, takich jak foton, wzor takze jest stuszny, jesli
polozymy my = 0. Zatem ped czastki niematerialnej zwigzany jest z energia prosta relacja:

Przyklady

1. Oblicz ped elektronu o energii kinetycznej 100 keV. Jaki jest ped fotonu o energii réwnej
catkowitej energii relatywistycznej tego elektronu?
Skorzystamy ze wzoru , pamietajac, ze dla elektronu mgc® = 511 keV. Ped
elektronu p, = 335 keV/c = 1,79 - 10722 kg-m/s. Calkowita energia naszego elektronu
to 611 keV, a ped fotonu o takiej samej energii to p; = 611 keV /c = 3,26-1072? kg-m/s.

2. Foton o energii 1 MeV rozprasza sie na spoczywajacym, swobodnym elektronie, wsku-

tek czego elektron uzyskuje energie kinetyczna 200 keV. Oblicz energie rozproszonego
fotonu. Pod jakim katem rozproszyl sie foton?
Zadanie to, cho¢ ma kontekst, wydawaloby sie, dotyczacy zaawansowanej fizyki, jest w
istocie prosta realizacja zasad zachowania pedu i energii, bardzo podobna jak w przy-
padku zderzen kulek. W istocie, i elektron, i foton mozemy potraktowa¢ jak czastki
punktowe - punkty materialne (wedlug obecnej wiedzy foton i elektron nie maja we-
wnetrznej struktury, mozemy je wiec traktowac jak punkty obdarzone masami). Autor
zadania zasugerowal, ze foton zmienit (rozproszyl) energie w wyniku zderzenia, zatem
mamy do czynienia z sytuacja podobna do zderzenia niesprezystego, o czym dysku-
towaliSmy w Rozdziale 3.8., przy czym wiemy doktadnie na co poszta strate energii
fotonu - na przyrost energii kinetycznej elektronu. Mozemy wiec skorzystaé z zasady
zachowania energii mechanicznej (w ujeciu relatywistycznym), aby wyznaczy¢ energie
E} fotonu po rozproszeniu, a nastepnie z zasady zachowania pedu (w zapisie wek-
torowym), aby znalez¢ kat rozproszenia fotonu 6. Znamy energie padajacego fotonu
E; =1 MeV oraz energie spoczynkowa moc? = 511 keéV i kinetyczna By = 200 keV
elektronu.

zz.e:.  Ep+moc® = Ej+moc® + E, = E}=E;— Ey =800keV

Zasade zachowania pedu zapiszemy w postaci wektorowej, a poniewaz znamy energie,
a nie pedy, uzyjemy tez wzorow (10.11.) i (10.12.):

7.2.p.: Pr+0=p"4+p. = pPe=pr—-7F = pz:pi—l—p’fz—prp’fcosﬁ
2 2 2 2 2 2 2
+pF—p; Ei+EY — (B +2E:mc
stad:  cosf = by pf/ Pe _ i ! (B 7 kmoC’) =087 = 6=~293°
2pfpf ZEfEf
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Zadania

1. Oblicz predkoséc czastki, ktorej catkowita energia wynosi 2moc?. Czy warto$é ta zalezy
od rodzaju czastki (np. elektron, proton, czastka a)?

2. Podaj wzor na czynnik Lorentza wyrazony przez catkowita energie czastki.

3. Przy jakiej energii kinetycznej Ej predkosé czastki, liczona przy pomocy wzoru nie-
relatywistycznego (a wiec blednie), wyniesie ¢? Jaka jest prawdziwa predkosé takiej
czastki?

4. Oblicz predkosc¢ elektronu, ktéory ma taki sam ped, co foton o energii 1 GeV.

5. Proton o energii 1 GeV padl na spoczywajacy antyproton (czastke o takich samych pa-
rametrach fizycznych, ale ujemnym tadunku elektrycznym) i anihilowal (cala energia
uktadu proton-antyproton zamienita sie w energie dwoéch nowo-wytworzonych foto-
now). Oblicz energie kazdego fotonu powstalego w procesie anihilacji i kat pomiedzy
kierunkami ruchu fotonow.

10.3. Transformacja Lorentza

Zalozmy, ze mamy dwa inercjalne uklady odniesienia S i S’, przy czym uktad S’ (nazy-
wany primowanym, albo wtasnym) porusza sie wzgledem S (zwanego nieprimowanym, albo
laboratoryjnym) ze stata predkosci V' (zwana predkoscia unoszenia). Predkosé¢ V' to predkosé
uktadu S" wzgledem S mierzona w ukladzie S (oczywiscie predkosé¢ whasna uktadu S’ jest
0). Zalozmy dodatkowo, ze osie 2’,y,2’ uktadu S’ sa rownolegte do osi z,y,z uktadu spoczy-
wajacego S (patrz: Rysunek [10.2)). Z oboma uktadami zwiazemy ich wlasne zegary, ktore
beda mierzy¢ czasy wlasne ¢’ i t. Powiedzmy tez, ze w chwili poczatkowej t = t' = 0 poczatki
obu ukladéw sie pokrywaly. W mechanice nierelatywistycznej transformacja wspotrzednych
(przestrzennych i czasu) z uktadu nieprimowanego do primowanego ma posta¢ transformacji
Galileusza:

=x-Vt
A
Transformacja Galileusza: z, B g (10.13.)
=t

W szczegblnoscei zwroémy uwage, ze czas ,biegnie” w obu ukladach tak samo. Okazuje sie,
ze przy predkosciach relatywistycznych, transformacja Galileusza nie znajduje zastosowania.
W STW obowiazuje transformacja Lorentza o nastepujacej postaci:

' =~(x—Vt)
Y=y

Transformacja Lorentza: U (10.14.)
=~ (t— %a)

gdzie vy =1/,/1- (%)2 jest czynnikiem Lorentza. Nie bedziemy sie tutaj zajmowaé¢ wyprowa-
dzeniem powyzszych wzoréw, cho¢ datoby sie to oczywiscie zrobié.
Zauwazmy, ze tym razem transformacji podlega roéwniez czas, w dodatku transformacja
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AZ @ AZ' @

4
—
1
y y
% X % XI
uktad nieprimowany S uktad primowany S'
(laboratoryjny) (poruszajacy sie)

Rysunek 10.2.: Dwa uktady odniesienia w STW: nieprimowany S (laboratoryjny, spoczywa-
jacy) oraz primowany S’ (whasny, poruszajacy sie z predkoscia unoszenia V' wzgledem S).

czasu zalezy nie tylko od predkosci unoszenia uktadu S” wzgledem S, ale takze wspotrzedne;j
przestrzennej x z uktadu S. To zaskakujacy rezultat STW, ktory znaczaco zmienia fizyke
obiektow o predkosciach relatywistycznych. Czas staje sie w STW czwarta wspotrzedna,
obok wspotrzednych przestrzennych (méwimy nawet: wspohrzedna czasowa). Wprowadzamy
pojecie czasoprzestrzeni o 4 wymiarach (3 wspolrzedne przestrzenne i 1 wspohrzedna cza-
sowa). Z transformacji Lorentza wynika szereg ciekawych efektow, ktore nierzadko przecza
naszej intuicji. Niektore z nich omoéwimy w kolejnych podrozdziatach. W STW mamy tez do
czynienia z tzw. paradoksami, jak np. paradoks blizniat, paradoks garazu (zwany tez para-
doksem drabiny), a takze kwestie takie jak podrozowanie w czasie itp. Tym nie bedziemy sie
zajmowa¢ w niniejszym skrypcie.

Przypomnijmy, ze zatozyliSmy tylko ruch wzdtuz osi  obu uktadow, dlatego transformuja
sie tylko te wspolrzedne. Gdyby wektor predkosci byt skierowany inaczej, to zapisalibySmy
transformacje dla wszystkich sktadowych przestrzennych dokladnie tak jak w pierwszej linii
zestawu rownan (ze sktadowymi V,,,V,,V, wektora predkosci unoszenia 1% przy od-
powiednich sktadowych polozenia), a w transformacji czasu pojawitoby sie wyrazenie Vo T,
gdzie 7 = (x,y,2).

Czytelnik tatwo sam moze odwrocic¢ relacje (10.14.)) i wyprowadzi¢ transformacje odwrot-
ng Lorentza, takze czesto przydatna:

x ="+ V)
/

Transformacja odwrotna Lorentza: ?Z/ B g, (10.15.)

tzy(t’—kczgx’)

Obie postacie transformacji Lorentza sa ,symetryczne”, przez co tatwo zgadnaé¢ druga, gdy
pamieta sie pierwsza.

Podamy teraz kolejny niezmiennik STW. Bedzie to tzw. niezmiennik czasoprzestrzenny,
ktorym jest interwal czasoprzestrzenny, czyli odlegltos¢ miedzy dwoma zdarzeniami w
czasoprzestrzeni. Interwal czasoprzestrzenny zdefiniowany jest jako (w uktadzie S, podobna
definicje mozna podaé¢ w ukladzie primowanym):

s? = (Az)? + (Ay)? + (Az2)? — Z(At)? (10.16.)

W Przyktadzie udowodnimy sobie, ze interwat czasoprzestrzenny jest rzeczywiscie niezmien-
nikiem STW. Transformacje Lorentza mozna poda¢ takze dla innych wielko$ci fizycznych,

186



ROZDZIAL 10. Szczegélna Teoria Wzglednosci 10.3. Transformacja Lorentza

np. sktadowych pola elektrycznego Ei magnetycznego B (odpowiednik relatywistyczny row-
nan Maxwella), a takze energii i pedu. Podamy transformacje dla tego drugiego przypadku,
czyli calkowitej energii relatywistycznej i pedu relatywistycznego (zalozmy znowu pomiar
pedu wzdluz jednej sktadowe] x, zgodnej z kierunkiem wektora predkosci unoszenia V'):

E'=~(E—=Vp)

Transformacja Lorentza energii i pedu: ,

o (p— LE) (10.17.)

Przyklady

1. Wykaz, ze interwal czasoprzestrzenny jest rzeczywiscie niezmiennikiem transformacji
Lorentza.
Na podstawie wzorow ((10.14.) zapiszemy odleglosci Az’ = af, — x) oraz At' = t, — ¢}
miedzy dwoma zdarzeniami (x),t]) i (x},t,) w czasoprzestrzeni i pokazemy, ze r6znica
(Ax')? — 2 (Al')? jest rowna takiej samej roznicy zapisanej w zmiennych nieprimowa-
nych. Ograniczymy sie tu tylko do z-owej wspotrzednej przestrzennej, poniewaz przy
naszych zalozeniach: Ay’ = Ay oraz Az = Az.

r_ Ar' = ~y(Ax — VAL)
= -Vt v
h o 1) { At = (At — Y% Ax)
th = (tl - ) il
=
zy = (22 — 2) (A')? = 42 [(Az)?2 — 2V Az AL + VZ(AL)?
th = y(ta — %a2) A(AY)? =42 [02(At)2 — 2VAZAt + ‘C/—;(A:c)Z

Po odjeciu stronami ostatniej pary rownan, otrzymujemy:

(A7')2 — A(AY)? = 42 {(M)? (1 - 122) — A(AL)? (1 - Vi)] = (Az)? — (At

c c?

1
1-vZ-

2

co nalezalo wykazaé¢. Postuzyliémy sie po drodze definicja czynnika Lorentza 72 =

2. Jedli zmierzona w uktadzie laboratoryjnym energia elektronu wynosi £ = 2 MeV, to
jakie sg energia i ped elektronu w jego uktadzie wlasnym? Czy jest sens zada¢ podobne
pytanie dla fotonu?

Musimy zastosowaé transformacje Lorentza energii i pedu - wzor (10.17)). Znajac ener-
gie elektronu, znajdziemy jego ped (p = £1/E? — mc* = 1,93 MeV /c), oraz czynnik
Lorentza (co jest trescia zadania [2 I VV Podrozdmale . Na podstawie definicji
energii relatywistycznej (10.5. o 02 =3.91. Zaleznosc prqdkosm od energii poka-

zalismy w Przykladzie 2 w Podrozdmale ] (wzor ([10.7))), stad:

moc2
v=c 1—W:~~:cwl—( % ) =0,97c.
Zatem energia i ped w ukladzie wlasnym elektronu beda rowne:
E' =~(E —Vp) =0,511MeV oraz p' = y(p — L E) = 0MeV /c.
Energia w ukladzie wltasnym elektronu jest mniejsza, niz zmierzona w laboratorium
(to wynika z transformacji Lorentza). Jest ona w dodatku rowna energii spoczynkowej.
Natomiast ped elektronu w ukltadzie wltasnym jest 0. Oba te wyniki nie dziwiag - w
uktadzie wlasnym elektron spoczywa.
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Czy jest sens pyta¢ o to samo w przypadku fotonu? Z niezmiennika relatywistycznego
dla czastki niematerialnej (wzor (10.12.)) wiemy, ze dla fotonu E; = pye, wiee takze
B = plc. Niech nasz foton tez bedzie mial energie 2 MeV (w takim razie jego ped
to 2 MeV/c). Podstawmy do wzoru na transformacje energii (pamietamy, ze predkosé
fotonu wynosi ¢, a czynnik Lorentza przy tej predkosci wynosi v = 00):

By =yE-Vp)=v1(E-VE)=1EQ1-Y¥) 5 - E-0=".

Podobnie bedzie dla pedu. Sprobujmy inaczej wyliczy¢ te granice:

V)2 V)2 v

Ey=~vE(1-Y)= Eq/fi(& =E —(1_(13)(61)%) =E\/ie ~ E-0=0

i analogicznie dla pedu: p’ = 0. Jak to rozumie¢? W ukladzie primowanym czastka
spoczywa (taka jest definicja tego uktadu odniesienia), zatem energia fotonu w je-
go uktadzie wlasnym powinna by¢ réwna jego energii spoczynkowej, a ta, jak wiemy,
wynosi 0. Podobnie mozemy pomyéle¢ o pedzie. Wzgledem uktadu poruszajacego sie
(primowanego) czastka przeciez spoczywa, wiec jej ped musi by¢ 0. Zwroémy uwa-
ge na to, ze takie rozwazania sa jednak czysto matematyczne i raczej hipotetyczne.
Zwiazujemy bowiem uktad odniesienia z obiektem poruszajacym sie z predkoscig $wia-
tta. Zaden materialny obserwator nie jest w stanie osiagna¢ predkosci swiatta, zatem
pomiar energii fotonu w uktadzie poruszajacym sie z predkoscia $wiatlta za pomoca
dowolnych przyrzadéw pomiarowych jest niemozliwy. Czasem nawet mowi sie, ze nie
istnieje uktad wtasny fotonu.

10.3.1. Relatywistyczny efekt Dopplera

Zwroémy uwage na bardzo ciekawy wynik, ktory uzyskalismy przy okazji dyskusji pro-
blemu w Przyktadzie 2| Podrozdziatu [10.3] Chodzi o wzor:
! 1— 6 V
E'=F 7 5 B = . (10.18.)
na transformacje energii z ukltadu S do ukladu S’, ktéry porusza sie z predkoscia wzgledna
B. Wzor ten jest stuszny dla predkosci 5 < 1 (juz wiemy, ze przy S = 1, np. dla fotonu,
wynik jest trywialny: E' = 0). Jest to nic innego, jak wzor na relatywistyczny efekt Dopplera.
O efekcie Dopplera dyskutowalismy przy okazji fal w Rozdziale Wzoér ten jest bardzo
uzyteczny w obliczeniach fizyki atomowej i czastek elementarnych, gdy chcemy poznaé ener-
gie (oraz ped) czastki w uktadzie poruszajacym sie, a dysponujemy wartoscia zmierzona, lub
odwrotnie.

Wzor ((10.18.) okresla, jak mowimy, podtuzny efekt Dopplera. Jezeli dodatkowo uwzgled-
nimy, ze uktad primowany porusza sie pod pewnym katem 6 wzgledem osi x uktadu nieprimo-
wanego, to mozemy zapisac, ze p, = pcos . Powtarzajac wyprowadzenie wzoru z Przyktadu
otrzymamy wzor na transformacje energii w zaleznosci od kata miedzy kierunkiem ruchu
czastki, a kierunkiem jej obserwacji (pelny efekt Dopplera):

El
/
E' =Evy(1—fcosf) = FE= 0= Feosd) (10.19.)

Zauwazmy, ze wzor (10.19.) przechodzi we wzor ((10.18.)) przy kacie 6 = 0°.

Wzor na efekt Dopplera najczesciej stosujemy dla $wiatta (ogolnie: promieniowania elek-
tromagnetycznego), ktore jest emitowane przez poruszajace sie z predkoscia § zrodlo w
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kierunku detektora ustawionego pod katem 6 wzgledem kierunku ruchu zrodta. Energia £’
(oznaczana czesciej Ey) jest wtedy energia wlasna fotonu, ale w rozumieniu energii fotonu
wysylanego ze zrodla (np. poruszajaca sie z predkoscia 0,5 ¢ czastka a emituje kwant pro-
mieniowania o energii Ey = 100 keV). Energia E jest natomiast energia rejestrowang przez
detektor z uktadu laboratoryjnego.

10.3.2. Relatywistyczne sktadanie predko$ci

Transformacja Galileusza nie narzuca zadnego ograniczenia na predkos¢ wzgledna dwoch
cial. Przyktadowo, jesli jedziemy samochodem 1 z predkoscia 100 km/h, a z naprzeciwka
zbliza sie do nas samochdd 2 o tej samej predkosci (lecz przeciwnym zwrocie), to nasza
wzgledna predkos$é¢ ma wartosé 200 km /h. Czy predkosé wzgledna fotondéw poruszajacych sie
w przeciwne strony wynosi 2¢? Oczywiscie nie. W tym podrozdziale wyprowadzimy relatywi-
styczny wzor na sktadanie predkosci. W przypadku klasycznym, wzor jest prosty i oczywisty.
Jesli zrézniczkujemy po czasie rOwnanie , otrzymamy:

vV=0v-V (10.20.)

. . !
gdzie v = & ¢/ = d& —

h = dd—ﬁl (bo t' = t) to predkosci obiektu w uktadzie spoczywajacym i
poruszajacym sie, a V' to predkos¢ unoszenia. Wracajac do przyktadu z samochodami, pred-
kos¢ samochodu 2 wzgledem samochodu 1 wynosi: v/ = 100 — (—100) = 200 km/h.

W przypadku relatywistycznym mamy réwniez: v = % iv = i—f,/, przy czym transforma-

cje polozenia i czasu dane sa tym razem wzorami ((10.14.)). Mamy zatem:

dz’ = y(dz — Vdt) dz’  ~(dz — Vdt) & _y
A — ~(df — Y.d = = T = T (10.21.)
Ostatecznie, wzor na relatywistyczne sktadanie predkosci jest nastepujacy:
, v—=V
v = 10.22.
— (10.22)
Jesli zastosujemy go teraz do naszego przyktadu z dwoma fotonami, to przy v =ciV = —c¢
mamy v = 1520 = % = c. Predkos$¢ wzgledna dwoch obiektéw o predkosciach réwnych c

moze by¢ co najwyzej rowna c.

W problemach dotyczacych sktadania predkosci (obliczania predkosci wzglednej dwoch
obiektow) predkosé jednego z nich wynosi v, a drugiego V' - jest to predkosé unoszenia uktadu
poruszajacego sie zwiazanego z drugim obiektem. W kontekscie obliczania predkosci wzgled-
nej samochodu 2 wzgledem naszego samochodu 1, bedziemy rozumieé, ze V jest predkoscia
samochodu 2, a v jest nasza wtlasna predkoscig (predkoscig naszego samochodu 1). Oczywi-
Scie przy malych predkosciach (np. 100 km/h) wzor relatywistyczny z powodzeniem moze
by¢ zastapiony wzorem klasycznym.

Transformacja skladowej poprzecznej

Pokazalismy przed chwila, ze predkosé obiektu transformuje si¢ wg wzoru (10.22]). Wzor

ten dotyczy sktadowej predkosci wzdtuz wektora predkosci unoszenia 17, a wiec w kierunku

osi z. Okazuje sie, ze sktadowa predkosci w kierunku osi poprzecznej (np. y lub z) rowniez sie
transformuje. Nie jest tak, Ze predkos¢ v, zmierzona w ukladzie primowanym nie jest rowna

189



10.3. Transformacja Lorentza ROZDZIAL 10. Szczegélna Teoria Wzglednosci

v, w ukladzie nieprimowanym. Analogicznie do sktadowej x, mozemy wyprowadzi¢ wzér na
sktadanie predkosci w kierunkach poprzecznych:

dy =d
dZZ/’ = dg 5 u=W dy v (10.23.)
dt' = y(dt — %dz) Yoot (At - Fde) 155 1- v

gdzie v jest predkoscia obiektu w ukladzie nieprimowanym wzdluz kierunku z (czyli v,).
Analogiczny wzér mozna wyprowadzi¢ dla skladowej z. Zauwazmy, ze jesli obiekt nie ma
sktadowej predkosci wzdtuz kierunku ruchu (czyli v = 0), to transformacja predkosci w

kierunkach poprzecznych jest prosta: v, = v,, v, = v..

10.3.3. Relatywistyczna transformacja przyspieszenia™*

Zupelnie analogicznie do wyprowadzenia wzoru na relatywistyczne sktadanie predkosci
postapimy w przypadku wzoru na transformacje przyspieszenia. Znowu rozwazmy tylko przy-
padek 1D (wektor predkosci unoszenia V' wzdtuz osi ). Definicje przyspieszenia w uktadzie

Si5' sy proste: a = ‘31—: id = %. Potrzebujemy wyliczy¢ rozniczke predkosci dv':
d v
, v=V , dv(1—=%0)+ (v=V)Ldv U<1_c_2>
—av (1= %v) (1-%v) (10.24.)
dv

Zatem pochodna predkosci po czasie w uktadzie primowanym (rézniczke d¢’ mamy z réwna-

nia (10.21.)):

dov
do’ dov 1 T

B . = (10.25.)
W) B (-5 (1- 5%)
Ostatecznie, wzor na relatywistyczne sktadanie przy$pieszen jest nastepujacy:
, a
@ =——"" (10.26.)
7 (- %)

Bardzo nieoczywistym wynikiem STW jest to, ze przy$pieszenie obiektu z uktadu nieprimo-
wanego, rejestrowane przez obserwatora z ukladu primowanego, zalezy nie tylko od przy-
Spieszenia w uktadzie nieprimowanym, ale takze od predkosci obiektu w tym uktadzie. Ja-
kie przyspieszenie spadajacego swobodnie na powierzchni Ziemi jabtka zarejestruje zato-
ga statku kosmicznego podrézujacego z predkoscig 0,5 c¢? OdpowiedZ brzmi: to zalezy. Od
predkosci jabtka w danej chwili. Mianownik wyrazenia dla V = 0,5¢ wynosi: (a)
v? = (1,15)® &~ 1,5209 na poczatku ruchu jablka przy jego predkosci wzgledem Ziemi v = 0;
(b) 0,999999593 ~ 1,5209 po 10 s spadku jabtka. W obu przypadkach r6znica jest niezau-
wazalna i rejestrowane przez zatoge statku przySpieszenia jabtka wynosza a’ ~ 0,66 g. Ruch
jabtka w spadku swobodnym nie jest przeciez relatywistyczny, stad predko$é jabtka w roz-
nych fazach jego spadku nie ma wiekszego znaczenia.
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Gdyby chodzito o elektron, przys$pieszany w akceleratorze napieciem U = 1 MV na dy-
stansie d = 100 m (a wiec przy$pieszenie elektronu w ukladzie nieprimowanym wyno-
sia = ;—l(il = 1,76 - 10" m/s?), to po przebyciu drogi 100 m, jego predkos¢ wyniostaby
(energia kinetyczna elektronu przy$pieszanego napieciem 1 MV wynosi 1 MeV): v = 0,81 ¢

(wykorzystalismy wzor (10.7.)). Wtedy mianownik wyrazenia (10.26.) dla V' = 0,5¢ wy-
niostby: 0,217 &~ 0,32, a zmierzone przez zaloge statku przy$pieszenie elektronu byloby:
@ =312a =549 10" m/s?,

Zadania

1. Podaj wspotrzedne (z,t) w uktadzie laboratoryjnym dla elektronu poruszajacego sie
z predkoscig 0,9¢, jesli w jego wlasnym uktadzie spoczywa on w poczatku uktadu
wspotrzednych, a na jego stoperze mineto 10 s od rozpoczecia obserwacji.

2. Wyprowadz odwrotna transformacje Lorentza - wzory (10.15.)).

3. Analogicznie do Przyktadu 1 udowodnij, ze wyrazenie (10.8.) jest niezmiennikiem
transformacji Lorentza.

4. Wykorzystujac wzor na relatywistyczny efekt Dopplera ((10.19.) oblicz, przy jakim kacie
obserwacji zmierzona energia fotonu jest najwieksza, a przy jakim najmniejsza. Jakie
sa te energie?

5. (*) Pod jakim katem ustawiony byl detektor fotonéw w eksperymencie, w ktérym
wigzka jonow uranu U o energii Ej, = 80 MeV /u (80 MeV na nukleon), wzbudzonych
po przejsciu przez tarcze, emituje kwanty promieniowania X o energii 100 keV, jesli
zmierzona przez ten detektor energia fotonéw wyniosta 88 keV? Wskazowka. Fnergie
kinetyczna jonow uranu U°'* mozna obliczyé¢ jako E, = Ej - A, gdzie A = 238 to
liczba masowa uranu. Energia spoczynkowa uranu moze byé obliczona jako Mc?, gdzie
M =m,-A, am, =1,674-1072" kg jest srednig masa nukleonu (protonu i neutronu).

6. Przy pomocy wzoru (|10.22.)) oblicz predkosé¢ wzgledna dwoch samochodéw jadacych z
predkosciami 100 km/h naprzeciw siebie. Czy wynik jest zgodny z przewidywaniami
transformacji Galileusza?

7. Do atmosfery wpadaja rozne czastki elementarne pochodzenia kosmicznego, jak np.
protony, mezony, neutrina, takze kwanty promieniowania elektromagnetycznego gam-
ma o wysokich energiach. Wszystkie je nazywamy ogélnie promieniowaniem kosmicz-
nym. Jedli do atmosfery wpada foton gamma i proton o energii 10'2 eV i obie czgstki
poruszaja sie wzdtuz tej samej prostej, to jaka jest ich predkosé wzgledem siebie?

10.4. Efekty relatywistyczne

10.4.1. Dylatacja czasu

Wiemy juz, ze czas ,plynie inaczej” w ukladzie primowanym i nieprimowanym. Wynika
to z transformacji Lorentza. Wobec tego dtugo$¢ trwania jakiego§ zdarzenia zmierzona przez
obserwatorow w roznych uktadéw bedzie rozna. Okazuje sie, ze czas zdarzenia w ukladzie
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primowanym (wlasnym) jest najkrotszy. Czas zarejestrowany w ukladzie laboratoryjnym
bedzie dtuzszy, co wtasnie nazywamy dylatacjq czasu. Moéwiac ogolniej:

Czas trwania zdarzenia zachodzgcego w uktadzie odniesienia obserwatora spoczywajgcego
wzgledem zdarzenia rejestrowany przez obserwatora poruszajgcego sie wzgledem zdarzenia z
predkoscig V' jest diuzszy. Czas wlasny jest najkrotszy.

Dylatacje czasu mozemy opisa¢ rownaniem:

At' = Atg : czas ,wlasny” zdarzenia
At = yAt At : czas zarejestrowany w ukladzie (10.27.)
poruszajacym sie wzgledem zdarzenia

Pamietamy, ze zawsze v > 1. Wyprowadzimy teraz powyzszy wzor. Oczywiscie At =ty — 1
oraz At = t,, — t|. Skorzystamy z odwrotnej transformacji Lorentza ((10.15.)):

At =ty —t =~ <t’2 + %x;) oy (t’l + %x/l) - <At’ + V(- x’l)> — A (10.28)

W ostatnim przej$ciu polozylismy x5 — 2} =0 = 2, = 2/, czyli zmiana polozenia w ukla-
dzie primowanym nie zachodzi, co oczywiscie jest prawda. Zdarzenie zachodzi w okre$lonym
miejscu w przestrzeni w ukladzie S’

10.4.2. Kontrakcja dlugosci

Kolejnym ciekawym efektem STW jest kontrakcja (skrdcenie) diugosci. Efekt ten na-
zywany jest czesto takze skroceniem Fitzgeralda-Lorentza, albo po prostu skréceniem Lo-
rentza. Dhigosci przedmiotéw, a takze odleglosci zmierzone w tym samym czasie miedzy
dwoma zdarzeniami, s réozne w roéznych uktadach odniesienia. Zal6zmy, ze podobnie jak w
poprzednim podrozdziale, znamy dtugos¢ lub odleglos¢ Lj w uktadzie primowanym (przed-
miot spoczywa wzgledem niego), natomiast mierzymy te sama wielko$¢ w spoczywajacym
uktadzie laboratoryjnym, ktora oznaczymy przez L. Uktad laboratoryjny teraz widziany jest
wzgledem primowanego jako poruszajacy sie. Efekt Lorentza mowi, ze L < L.

Dtugosé przedmiotu lub odlegtosci miedzy zdarzeniami sq najwieksze w uktadzie, wzgledem
ktorego mierzony przedmiot lub zachodzgce zdarzenia spoczywajqg. Dtugosci i odlegtosci sq
skrocone w uktadzie odniesienia poruszajgcym sie wzgledem mierzonego przedmiotu lub

zdarzen.
Mozemy to uja¢ w postaci wzoru:
I/ Ly : odlegtosé/dtugosé ,wiasna” w uktadzie primowanym
L=2 L : odlegtos¢/dlugosé zmierzona uktadzie laboratoryjnym (10.29.)

poruszajacym sie wzgledem zdarzen /przedmiotu

Wyprowadzenie wzoru na kontrakcje dtugosci bedzie przebiegato podobnie, jak w przypadku
dylatacji czasu. Przyjmijmy Az’ = 2}, — ) (pomiar w uktadzie primowanym) oraz Ax = x5 —
x1 (pomiar w uktadzie laboratoryjnym). Zalozmy, ze znajac dtugosé L{ = Ax’ w ukladzie
primowanym, chcemy zmierzy¢ L w ukladzie laboratoryjnym. Oczywiscie pomiaru musimy
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dokona¢ w tych samych chwilach czasu, a wiec L = Ax tylko wtedy, gdy t; = t5. Skorzystamy
ze wzorow ([10.15.) i (10.14.):

Ar = 1wy — 1y = (25 + Vip) = (2 + Vi) = y(2g = 27) £V (I, — 1) =

= YAZ + YV [y(ty — %) — Yt — %21)] = YA — Y2 Az (10.30.)
Po przeniesieniu na lewa strone sktadnika z Ax mamy:
v2
Lewa — (14+52) & = (14 75 ) A = 2As
Prawa = yAz' (10.31.)
Lewa — Prawa = Ax:ATx’ - L:%é

co byto do udowodnienia.

Nieco inng sytuacja fizyczna jest taka, ze przedmiot lezy w spoczynku w uktadzie labo-
ratorium i tam jego dlugos¢ wtasna wynosi Ly, natomiast pomiaru dokonuje obserwator z
poruszajacego sie z predkoscia V' uktadu primowanego. Wyprowadzenie wzoru na kontrakcje
dlugosci w tym przypadku jest analogiczne do powyzszego, przy czym teraz mierzymy L' w
uktadzie primowanym, przy zatozeniu t| = t,. Czytelnik sam moze dokona¢ odpowiedniego
wyprowadzenia i przekona¢ sie, ze wowczas:

Lo : odlegtosé/dlugosé wlasna” w uktadzie laboratoryjnym
L' =— L' : odlegtos¢/dtugosé zmierzona uktadzie primowanym (10.32.)
poruszajacym sie wzgledem zdarzen /przedmiotu

Zrobmy teraz Smieszny” eksperyment myslowy. Zaltézmy, ze pret o dlugosci Ly spoczywajacy
na Ziemi (uktad laboratoryjny) chca wykonaé astronauci statku kosmicznego, ktory poru-
sza sie w przestrzeni kosmicznej z relatywistyczna predkoscia V. Widza oni dtugosé preta
L' = Ly/v, a wiec krotsza. Wykonuja wiec swoj model preta, ale o skroconej dtugosci L.
Teraz znowu pracownicy laboratorium ziemskiego chcg skopiowaé¢ kosmiczny pret, ktory dla
nich ma dtugos¢ L = L'/~. Jaka bedzie dlugosé preta ,,podwojnie skopiowanego” wzgledem
dtugosei oryginatu? Oczywiscie L” = Lo /~?. Zatem pret bedzie v2-krotnie skrocony po takim
dwukrotnym kopiowaniu.

Skomentujmy jedna istotna sprawe. Skrocenie Lorentza wystepuje tylko dla wymiaru
wzdtuz wektora predkosci unoszenia V. Wymiary poprzeczne nie ulegaja zmianie. Jesli wiec,
tak jak zalozyliSmy podczas definiowania wzoréw transformacyjnych ((10.14.) i (10.15.), wek-
tor V jest skierowany wzdhuz osi x, to Ay’ = Ay oraz Az = Az.

Relatywistyczne skrocenie dlugosci jest przyczyna tego, ze przedmioty poruszajace sie z
predkodcig relatywistyczng wydaja sie nam by¢ zdeformowane, majg zmienione ksztatty. Np.
okrag umieszczony w rakiecie kosmicznej wydaje sie by¢ elipsa o krotszej potosi w kierunku
ruchu rakiety. Podobnie kwadrat bedzie rejestrowany jako prostokat ,scisniety” w kierunku
ruchu itd. Efekt ten jest przyczyna wielu paradoksow, jak np. paradoks garazu (lub drabiny).
Zainteresowanych odsytamy do bardziej specjalistycznej literatury.

10.4.3. Relatywistyczne zwezenie wiagzki promieniowania™

Zatozmy, ze poruszajac sie z predkoscia relatywistyczna (np. na futurystycznym statku
kosmicznym) dysponujemy latarka, ktora kierujemy pod katem ¢’ wzgledem kierunku ruchu
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naszego statku. Jaki kat ¢ zaobserwuje obserwator z Ziemi? Czy wiazka Swiatta wyda mu
sie szersza czy wezsza! Sprobujmy rozwiazaé te zagadke.

Swiatlo w ukladzie primowanym w czasie t' pokona droge ct’ w kierunku pod katem ¢'.
Przemieszczenie wigzki $wiatta w kierunku osi 2’ wyniesie 2’ = ct’ cos ¢’. Podobnie bedzie
z perspektywy ukladu nieprimowanego: x = ct cos ¢ (oczywiscie w obu uktadach predkosé
Swiatla wynosi ¢, w uktadzie nieprimowanym zmierzymy jednak inne przemieszczenie x i
zanotujemy inny czas t). Kat zmierzony w ukladzie nieprimowanym mozemy wiec zdefiniowaé
jako: cosp = Z. Skorzystajmy z transformacji odwrotnej Lorentza (10.15):

x 4Vt ct' cos' + V' cosg' + ¥

cosp = — = = = 10.33.
7 ct ¢ (t’ + szx’) c (t’ + szct’ coS gp’) 1+ % cos ¢’ ( )

Powyzszy wzor podaje transformacje kata z uktadu wiasnego do uktadu laboratoryjnego.
Na pierwszy rzut oka ciezko stwierdzi¢, czy cosy > cos ¢’ czy odwrotnie. Sprobujmy jed-
nak rozstrzygnaé te kwestie metoda graficzna. Na Rysunku szkicujemy wykres funkcji
flz) = 136-:3@ oraz g(x) = x, gdzie x = cosp, a f < 1. Wida¢, ze w interesujacym nas prze-
dziale z € (0,1) f(x) > g(x), czyli cosp > cos¢’ = ¢ < ¢’ (kosinus jest funkcja malejaca
w zakresie katow ostrych). Zatem mamy do czynienia rzeczywiscie ze zwezeniem kata wiazki
promieniowania, rejestrowanego w uktadzie laboratoryjnym (patrz: Rysunek . Whiosek
jest prawdziwy dla wszystkich katow 6" € (0,360°).

Efekt ten jest powszechnie obserwowany w eksperymentach fizyki czastek elementarnych.
Np. w eksperymencie z uzyciem akceleratorow kotowych (synchrotronow) zakrzywiane w sil-
nym polu magnetycznym elektrony emitujg tzw. promieniowanie synchrotronowe. Jest to
promieniowanie elektromagnetyczne o wysokiej energii. Okazuje sie, ze jest ono rejestrowane
przez nas tylko w waskim stozku o malym kacie rozwarcia wokot toru elektronu, mimo ze
elektron emituje je izotropowo (réwnomiernie) w kazdym kierunku. W Przyktadzie wrocimy
do tego zjawiska.

1,0
0,8
& 064
o
(&)
]
< 044
=
9(x) = x (8=0)
0,2 fx) dia g= 0,1
fx) dla p= 0,5
f(x) dla s= 0,9
0,0 . . . ;
0,0 0.2 0,4 06 0,8 1,0

X=cos¢

Rysunek 10.3.: Po lewej: Wykres zaleznosci cos ¢ od cos ¢’ dla réznych predkosci 5. cos ¢
jest zawsze wiekszy od cos¢’. Po prawej: relatywistyczne zwezenie wiazki (schemat emisji
promieniowania synchrotronowego); przy matych predkosciach elektronu (v ~ mate) promie-
niowanie jest emitowane izotropowo; przy relatywistycznych predkosciach elektronu (v — ¢)
wiazka jest skupiona w waskim stozku.
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Przyklady

1. Wiemy, ze niektore czastki elementarne maja bardzo krotki czas zycia (tzn. bardzo
szybko sie rozpadaja na inne czastki). Przyktadowo spoczywajacy mion (,brat bliz-
niak” elektronu) zyje ok. 2,2 us od momentu jego powstania zanim sie rozpadnie.
Miony moga by¢ wytwarzane w gérnych warstwach atmosfery wskutek zderzen wyso-
koenergetycznych czastek promieniowania kosmicznego z molekutami atmosfery. Jak
to jest mozliwe, ze jesteSmy w stanie rejestrowa¢ takie miony na powierzchni Ziemi?

W zadaniu chodzi o to, ze w czasie 2,2 us najszybsze obiekty we Wszechswiecie (fotony)
moga przeby¢ droge ok. 660 m (s = ct), podczas gdy zewnetrzne warstwy atmosfery
rozciagaja sie na setki i tysigce kilometrow nad powierzchnia Ziemi. Miony maja wiec
do przebycia, powiedzmy, 10-100 km. Mozliwe jest to dzieki efektom relatywistycznym.
Czas zycia miondéw 2,2 us dotyczy ich ukladu wilasnego. W ukladzie laboratoryjnym
zanotujemy czas wydtuzony, zgodnie z efektem dylatacji czasu. Poniewaz mion moze
poruszac sie z predkoscia przyswietlng, np. 0,999 ¢, dla ktorej czynnik Lorentza v = 22
to czas zycia mionu zmierzony na Ziemi wyniesie ¢t = yt' = 22 - 2.2 ~ 48 us, a wiec
w uktadzie laboratoryjnym mion moze pokona¢ dystans ok. 22 razy wiekszy w cza-
sie swojego zycia. To daje nam juz ok. 15 km. W rzeczywistosci, miony jako czastki
stosunkowo lekkie, mogg mie¢ nawet wicksze predkosci.

2. Jak zmieni sie pole kwadratu o boku a, podrézujacego w statku kosmicznym z predko-
Scia 0,5 ¢, a obserwowanego z Ziemi? Zaloz, ze kwadrat jest ustawiony jednym bokiem
wzdtuz wektora predkosci unoszenia.

Mamy tutaj do czynienia z relatywistycznym skréceniem dlugosci. Skréceniu ulega
tylko ten wymiar, ktéry dotyczy dtugosci boku ustawionego wzdtuz predkosci stat-
ku, nazwijmy go a!, (uklad primowany jest zwiazany ze statkiem). Wykorzystamy
wzOr : a, = a,/v = a/y = 0,866 a. Oczywiscie drugi wymiar: a, = a/ = a
(kwadrat stal sie prostokatem). Wspotezynnik gamma odczytalismy z Tabeli Za-
tem pole powierzchni: A = a,a, = 0,866 a* = 86,6% A’.

Jak sytuacja wygladataby, gdyby kwadrat byl ustawiony na podktadzie statku wzdtuz
swojej przekatnej wzgledem kierunku lotu? Skroceniu lorentzowskiemu ulegtaby prze-
katna kwadratu: d, = d, /vy = 0,866 d', ale czy kwadrat bedzie nadal kwadratem? Skoro
skroceniu ulegla jedna przekatna, a druga nie (bo jest prostopadta do wektora predko-
$ci), to oczywiscie kwadrat stal sie rombem. Wykorzystujadc wzor na pole rombu przy

uzyciu diugosci przekatnych, obliczamy: A = 1d,d, = d’ = 0,866- ;d;d; = 0,866 A’.
Pole jest wiec takie samo, ale ksztalt figury ulegl zmlanle tym razem jest to romb, a
3y _ 4,

nie prostokat. Obliczmy ostry kat tego rombu: tg5 =

1d 7 = 7, stad kat ostry w
rombie wynosi a = 82°. Romb nie jest wiec bardzo ,,splaszczony bo predkos¢ statku

nie jest jeszcze bardzo duza.

3. Synchrotron ESRF wybudowany w Grenoble, we Francji, moze rozpedzaé elektrony do
energii 6 GeV. Jaki kat tworzy wigzka promieniowania synchrotronowego emitowanego
przez takie elektrony?

Wykorzystamy wzor na relatywistyczne zwezenie wigzki promieniowania (10.33)), jed-
nak wczesniej musimy wyliczy¢ predkosé elektronéow o energii 6 GeV. Autor nie spre-
cyzowal doktadnie, jaka to jest energia - kinetyczna czy calkowita. Zazwyczaj mamy
na mysli w takich przepadkach energie kinetyczna. Zauwazmy jednak, ze przy energii

195



10.5. Elementy dynamiki relatywistycznej* ROZDZIAL 10. Szczegélna Teoria Wzglednosci

spoczynkowej elektronu, réwnej moc? = 0,511 MeV, wartosé 6 GeV = 6000 MeV jest
wielokrotnie wieksza. Smiato mozna by pominaé wartosé moc® w obliczeniach. Sko-
rzystajmy ze wzoru na predkosé jako funkcji energii kinetycznej (wyprowadzonego w
Przykladzie [2)):

v- fi-

= 0,9999574

mqc?
(specjalnie podajemy tyle cyfr po przecinku, zeby pokazaé, jak wielka jest predkosé
elektronu, cho¢ weiagz mniejsza niz ). Najwiekszemu ,zwezeniu” ulegnie wiazka fotonow
emitowana prostopadle do kierunku predkosci elektronu, a wiec pod katem ¢’ = 90°.
Korzystajac ze wzoru dla ¢’ = 90°, obliczymy kat rozwarcia wigzki promienio-

wania, synchrotronowegO'
COS@:%_|COS@—0| —09999574 = p=053° = 2¢ =1,06°

1+ % cos ¢’
Zwezenie wigzki jest wiec niemal nlewyobrazalne. Promieniowanie synchrotronowe two-

rzy niezwykle waska, skupiona wigzke. Miedzy innymi dzieki temu jest bardzo ,atrak-
cyjne” z punktu widzenia wykorzystania eksperymentalnego w fizyce, chemii, naukach
biologicznych i materiatowych.

Zadania

1. Zmierzony $redni czas zycia pionéw natadowanych IIT w spoczynku wynosi 2,6-107% s
Sredni czas zycia predkich pionéw w obserwowanej wigzce promieniowania kosmicznego
wynosi 1,6 ps. Oblicz jaka predko$¢ wzgledem Ziemi maja piony w tej wiazce.

2. Wyobrazmy sobie, ze zaloga zblizajacej sie do Ziemi z predkoscia 0,7 ¢ rakiety obserwuje
pionowo z gory ziemskie laboratorium, w ktérym o Sciane oparto drabine o diugosci
(,ziemskiej”) 2,5 m. Drabina tworzy z podloga kat 15°. Jaki kat zanotuja cztonkowie
zatogi rakiety?

3. Jaki ksztalt ma sfera o promieniu r umieszczona w laboratorium, obserwowana z ukta-
du primowanego, poruszajacego sie z predkoscia 0,99 ¢? Oblicz procentowa zmiane pola
powierzchni i objetosci tej bryty w ukltadzie primowanym.

4. Akcelerator LHC rozpedza wiazke protonoéw do energii 7 TeV. Oblicz predkosé pro-
tonow w takiej wiazce. (*) Jaka szerokos¢ katowa ma wiazka emitowanego przez te
protony promieniowania synchrotronowego?

10.5. Elementy dynamiki relatywistycznej*

10.5.1. Sila relatywistyczna

W podrozdziale [10.1.1.| zdefiniowaliSmy ped relatywistyczny. W STW, podobnie jak w
klasycznej mechanice, wektor sity wypadkowej definiujemy jako pochodna po czasie wektora
pedu (II zasada dynamiki):

dp_d, . df 1

F = il (ymo?) = — | —=my¥ (10.34.)
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Wektor predkosci, ktory mamy rézniczkowaé¢ w powyzszym réwnaniu, moze zalezeé¢ od czasu,
lub nie. W przypadku, gdy predkos¢ nie zalezy od czasu, to oczywiscie pochodna wynosi 0 i
wektor sity wypadkowej jest 0. Jesli kierunek i zwrot wektora predkosci jest staly, a zmienia
sie tylko jego warto$¢ (czyli mamy do czynienia z ruchem prostoliniowym niejednostajnym),
to powiemy o skladowej stycznej sity:

d d s d
mov - mo v 3 _U _ ,y?)moas (1035)

o= |V )T S0
dt\ /= (F)gdt T g
T2 22

Jesli natomiast zmienia sie tylko kierunek predkosci, ale wartos¢ pozostaje stata (np. ruch
jednostajny po okregu), |U| = const., to méwimy o sktadowej dosrodkowej (normalnej) sity:

<

F;= = YMoaq (10.36.)

dt R R

m do |[do  0? 2
—OE = ‘ = — (R - promien krzywizny)‘ =ymgy —
V2
T2

Zdefiniowalismy dwie sktadowe wektora sity w ruchu krzywoliniowym z predkoscia relatywi-
styczna, zalezna od czasu. Sa to:

Sktadowa styczna (ruch prostoliniowy, v = v(t)): F, = v’mod,, as = (10.37.)

=% &[5

Sktadowa dosrodkowa (ruch po okregu, 7] = const.): Fy = ymody, aq =

Dwie sktadowe przy$pieszenia, ds i dy, daja w sumie wektor przyspieszenia calkowitego:
d = ds + dg, jak w kazdym ruchu krzywoliniowym (por. Rozdziat [2.1)). Podobnie dwie
sktadowe sity, zdefiniowane jako (10.37.]), sumuja si¢ do wektora catkowitej sity wypadkowej:

F= ﬁs + ﬁd. Zauwazmy natomiast, ze w STW nie jest prawdziwa definicja sity wypadkowe;j

W ujeciu: F = mod. W mechanice relatywistycznej mamy:
F=qmo (v’ +a) = Fla (10.38.)

Zauwazmy, ze przy predkosciach skrajnie relatywistycznych (v — ¢) sita wypadkowa osiaga
wartos¢ nieskoriczong. Aby zmieni¢ wektor predkosci czastki tak bardzo relatywistycznej,
nalezaloby uzy¢ ogromne;j sity. Sytuacja ta dotyczy czastek materialnych (mg # 0). Przykla-
dowo do zakrzywienia toru ruchu protonéw w eksperymencie LHC nalezy uzy¢ magnesow
zakrzywiajacych o duzej mocy (wytwarzajacych silne pole magnetyczne, a wiec i duzg site
magnetyczna Lorentza). Inaczej jest w przypadku czastek niematerialnych (np. bezmasowy
foton). Zmiana kierunku predkosci (lub pedu) fotonu nie jest zadaniem trudnym, bo nie
wymaga uzycia duzej sity (wystarczy zwykle lusterko, aby odbié¢ swiatlo).

10.5.2. Relatywistyczna energia kinetyczna

Pamlqtamy, ze zmiana energii kinetycznej jest rowna pracy sity WypadkoweJ (dyskusja
w Rozdziale . Dla uproszczenia rachunkéw zatozmy, ze wektor sﬂy F skierowany jest
rownolegle do Wektora przemieszczenia ds oraz ze pod wplywem sily F cialo rozpedza sie
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od predkosci 0 do v. Energie kinetyczna obliczymy wiec jako:

q ds v na podst. wzoru ([1.21.)
E, = / Fds = / P s = / Edp / vdp = || (catkowanie przez czesci) || =
0 0 0

Jvdp=wvp— [ pdv
== [ v ﬁ /F

Ostatnia caltka nie jest bardzo prosta, obliczenie jej zostawiamy Czytelnikowi jako Swiet-
ne ¢wiczenie z analizy matematycznej (nalezy zrobi¢ ,sprytne podstawienie”). Wynik catki

(10.39.)

. . 2 . . . .
nieoznaczonej to: —mgocy/1 — Z—Q Energia kinetyczna wynosi ostatecznie:

2 211" 2 2
B g 1_“_2] :&Wa( -7 _1>
|- 1, |- 2
(10.40.)
1
= =mp? | ——= 1| =me® (y 1)

_ 2
C2

co jest wynikiem, ktory poznalismy juz w Rozdziale (wzor (10.6)) na relatywistyczna
energie kinetyczna).

Zadania

1. Wyprowadz wzor na predko$é w ruchu jednostajnie zmiennym (ze stalym przyspiesze-
niem A) prostoliniowym bez predkosci poczatkowe]j. Wskazdwka. Zauwaz, ze na podsta-
wie m mozemy podaé¢ wzor na transformacje sktadowej stycznej przy$pieszenia:
a, = v*a, = y*%. W zadaniu znamy a, = A = const.. Rozwigzanie. v(t) = 1;4229 .

=a

198



Bibliografia

[1] Janusz Wolny, Materiaty do wyktadu dla I roku geodezji i kartografii WGGIIS, http:
//www.ftj.agh.edu.pl/ wolny/.

[2] Andrzej Baczmanski, Materialy do wyktadu dla I roku technologii chemicznej WIMiC,
http://www.ftj.agh.edu.pl/“baczman/.

|3] Zbigniew Kakol, Wyktady 2z fizyki, skrypt dostepny online http://home.agh.edu.pl/
“kakol/wyklady/Fizyka_2016.pdf.

|4] D. Halliday, R. Resnick, J. Walker, Podstawy fizyki, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2006 (lub nowsze).

[5] Janusz Wolny, Podstawy fizyki, Wydawnictwo JAK, Krakow 2013 (lub inne).

|6] Janusz Wolny, Lucjan Pytlik, Ogdlnopolska Olimpiada o Diamentowy Indeks AGH. Fi-
zyka. Rozwigzania zadan z lat 2007/08-2014 /15, Wydawnictwo JAK, Krakow 2015.

[7] L.E. Trodow, I.W. Sawieljew, 1.O. Zamsza, Zbior zadan z fizyki, PWN, Warszawa 1976.

199


http://www.ftj.agh.edu.pl/~wolny/
http://www.ftj.agh.edu.pl/~wolny/
http://www.ftj.agh.edu.pl/~baczman/
http://home.agh.edu.pl/~kakol/wyklady/Fizyka_2016.pdf
http://home.agh.edu.pl/~kakol/wyklady/Fizyka_2016.pdf

BIBLIOGRAFIA BIBLIOGRAFIA

200



	Przedmowa
	Wprowadzenie matematyczne
	Układy równań
	Pochodna funkcji
	Rachunek wektorowy
	Rachunek całkowy*
	Całka nieoznaczona
	Metody całkowania
	Całka oznaczona


	Kinematyka
	Podstawowe pojęcia
	Równania położenia
	Rzuty
	Spadek swobodny
	Rzut pionowy do góry
	Rzut pionowy w dół
	Rzut poziomy
	Rzut ukośny

	Ruch po okręgu

	Dynamika
	Zasady dynamiki
	Równia pochyła
	Układ ciał połączonych linami
	Ważne przykłady sił
	Siła tarcia
	Siła dośrodkowa
	Siła oporu

	Układy nieinercjalne. Siła bezwładności
	Dynamika bryły sztywnej
	Moment bezwładności
	Moment siły
	II zasada dynamiki dla bryły sztywnej
	Toczenie
	Statyka bryły sztywnej

	Zasada zachowania pędu
	Odrzut
	Zderzenie niesprężyste
	Zderzenie sprężyste
	Zderzenie w dwóch wymiarach
	Wahadło balistyczne
	Rozpad pocisku

	Zasada zachowania momentu pędu
	Ruch układu o zmiennej masie*

	Praca, moc, energia
	Podstawowe definicje
	Zasada zachowania energii

	Grawitacja
	Prawo powszechnego ciążenia
	Prędkości kosmiczne, satelity
	I prędkość kosmiczna
	II prędkość kosmiczna
	Satelita geostacjonarny

	Prawa Keplera

	Ruch harmoniczny
	Siła i energia sprężystości
	Oscylator harmoniczny
	Energia oscylatora
	Składanie drgań
	Oscylator tłumiony
	Oscylator wymuszony. Rezonans mechaniczny

	Wahadło matematyczne
	Wahadło fizyczne

	Fale mechaniczne
	Podstawowe pojęcia
	Fala w napiętej strunie
	Fala dźwiękowa, prędkość dźwięku
	Efekt Dopplera
	Parametry dźwięku

	Energia, moc i natężenie fali
	Moc fali biegnącej w strunie
	Energia i moc średnia fali w dowolnym ośrodku sprężystym
	Natężenie fali
	Poziom natężenia dźwięku

	Interferencja fal
	Fala płaska, dyfrakcja, zasada Huyghensa
	Fala stojąca
	Rezonans akustyczny


	Hydrostatyka i hydrodynamika
	Podstawowe pojęcia
	Prawo Archimedesa
	Elementy hydrodynamiki
	Prawo ciągłości strugi
	Prawo Bernoulliego
	Siła oporu


	Termodynamika
	Temperatura i ciepło. Podstawowe pojęcia
	Rozszerzalność cieplna

	I zasada termodynamiki
	Równanie stanu gazu, przemiany
	Przemiana izobaryczna
	Przemiana izochoryczna
	Przemiana izotermiczna
	Przemiana adiabatyczna

	Cykl termodynamiczny
	Entropia
	II zasada termodynamiki

	Teoria kinetyczna gazów*

	Szczególna Teoria Względności
	Relatywistyczny czynnik Lorentza
	Masa relatywistyczna i pęd relatywistyczny

	Energia relatywistyczna
	Niezmiennik relatywistyczny

	Transformacja Lorentza
	Relatywistyczny efekt Dopplera
	Relatywistyczne składanie prędkości
	Relatywistyczna transformacja przyśpieszenia*

	Efekty relatywistyczne
	Dylatacja czasu
	Kontrakcja długości
	Relatywistyczne zwężenie wiązki promieniowania*

	Elementy dynamiki relatywistycznej*
	Siła relatywistyczna
	Relatywistyczna energia kinetyczna


	Bibliografia

