ABC matematyki dla poczatkujacych fizykow.

Uklady wspoéirzednych

B wektor wodzacy M uklady plaskie: kartezjanski, biegunowy M uklady tréjwymiarowe: kartezjanski, sferyczny,

cylindryczny M wektory bazowe

1 Wektor wodzacy

Wektorem wodzacym 7 nazywamy wektor okre§lajacy po-
tozenie punktu w przestrzeni wzgledem wybranego ukta-
du wspétrzednych. Jego poczatek lezy w poczatku ukltadu
wspolrzednych, a koniec w rozpatrywanym punkcie.
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Ogodlnie, jest to funkcja wektorowa zalezna od wspdlrzed-
nych przestrzennych, ale moze tez zaleze¢ od czasu. W tym
ostatnim przypadku bedziemy sie nim zwykle postugiwaé
do opisu ruchu wybranego punktu: koniec wektora wodza-
cego zakresla tor poruszajacego sie punktu.

Przyrost wektora wodzacego dr, ktéry nastepuje w czasie
dt jest wektorem stycznym do toru. Dzielac dr przez dt

dr

otrzymujemy wektor predkosci o' = .

2 Uklady ptaskie

2.1 Uklad kartezjanski

Rysunek wystarczajaco objasnia dwuwymiarowy uktad
kartezjanski (z,y). Rézniczkowe przyrosty zmiennych dzx i
dy tworza nieskoriczenie mala (méwimy: elementarna) po-
wierzchnie dS = dx - dy. Powierzchnia dS jest miejscem
geometrycznym punktéw, ktorych wspélrzedna x nalezy
do przedzialu [z,z + dz], a wspétrzedna y do przedziatu

[y, y + dy].

dx

2.2 Uktlad biegunowy

W tym ukladzie potozenie punktu na plaszczyznie okreslo-
ne jest wspéirzednymi (p, ) gdzie p jest odleglodcia punktu
od poczatku ukltadu, kat ¢ mierzony jest od osi x przeciw-
nie do ruchu wskazéwek zegara.

Zakresy zmienno$ci: 0 < p < 00, 0< ¢ < 27

Przejicie z uktadu biegunowego do kartezjanskiego:

T = pCcosy
y = psine.
pdy
<N\ dS=pdpde
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Nieskoriczenie malte odcinki (tuki) zwiazane z rézniczkowy-
mi przyrostami wspéirzednych (p, ) wynosza odpowied-
nio dp i pdy i tworza nieskonczenie mala powierzchnie
dS = pdpdey.

Przyyktad 1. Wzér na powierzchnie kota: S = 7R? — jak
go uzasadnic?

Symetria problemu sugeruje, ze najlepiej nadaje sie do te-
go obliczenia uktad biegunowy (a nie kartezjariski). Wezmy
zatem wycinek powierzchni kota, umiejscowiony w punkcie



(p, ¥), o powierzchni elementarnej dS = pdpdy i zsumuj-
my wszystkie takie wycinki (czyli dla wszystkich mozliwych
p 1) aby wypelni¢ nimi cale kolo i otrzymaé szukane S.
Wymaga to zmieniania p od zera do R, a kata ¢ w gra-
nicach od zera do 2m. Takie sumowanie to catkowanie w
zadanych granicach. W naszym przypadku catkowanie na-
lezy przeprowadzi¢ po obu zmiennych, przy czym kolejnoéc
jest dowolna. Na przyktad taka:

s=fas= [ ( /OR,,d,,) do.

Jesli przeprowadzimy calkowanie w nawiasie to uzyskamy
wynik R?. Pozostaje dokoficzy¢:

-

Dodatkowo, na powyzszym przyktadzie mozna bylo poéwi-
czy¢ obliczanie calki podwdjnej

2 Y2
/ / [ (z,y)dzdy.
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3 Uklady wspoéirzednych w prze-
strzeni tréojwymiarowej
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Polozenie punktu P w przestrzeni tréjwymiarowej okresla-
ja jednoznacznie trzy wspolrzedne:

e (z,y,2) — w ukladzie kartezjariskim,
e (r,0,¢) — w ukltadzie sferycznym

e (p,¢,2) — w ukladzie cylindrycznym.

z
kartezjanski
P(z,y,2)

¢ sferyczny

N

P(r,0,0)

2 cylindryczny

P(p.9.2)

W zasadzie wszystko jedno jest ktérego z tych ukladow
uzyé, decyduje wygoda. Czesto mamy do czynienia z opi-
sem obiektéw majacych okreSlong symetrie, wtedy do tej
symetrii dopasujemy wybér ukladu.

Np. powierzchnie kuli najproéciej opisa¢ w ukladzie sferycz-
nym. Réwnanie powierzchni kuli o promieniu R wyglada w
tym uktadzie wspolrzednych tak:

r=R

(zakladamy, ze poczatek ukltadu umieszczony jest w $rod-
ku kuli). Wystarcza ta jedna wspélrzedna, pozostate dwie

(katy 6 i @) sa dowolne. W ukladzie kartezjaniskim musieli-
by$my uzyé wszystkich trzech wspétrzednych: 22 4+y2+22 =
R2.

Podobnie, obiekty o symetrii walcowej wygodnie opisywaé
w uktadzie cylindrycznym.

3.1 Uktlad kartezjanski

(Patrz pierwszy z rysunkéw powyzej.)
Umawiamy sie, ze uklad jest prawoskretny.

Zakres zmiennoS§ci wspélrzednych:
—0<r< X
—00 <y <o
—00 < 2 < 00.

Rézniczkowy element objetosci dV'.

Tloczyn trzech przyrostéw dx-dy-dz tworzy objeto$¢ prosto-
padloécianu o bokach dx, dy, dz. Te objetos¢ dV = dx dy dz
nazywamy rézniczkowym elementem objetoSci (czasem moé-
wimy po prostu — element objetosci lub elementarna obje-
to$¢). W jezyku matematyki dV jest rézniczka zmiennej V.

dV =dzdydz

3.2 Uktlad sferyczny

Polozenie punktu okreslaja zmienne: r — odleglos$é od po-
czatku ukladu, # — kat miedzy osig z linig radialng mierzony
od osi z, ¢ — kat miedzy osig x a rzutem linii radialnej na
plaszczyzne zy, mierzony od osi x.

dn rdf

rsinf dp

T

Zakres zmienno$ci wspdélrzednych:

0<r<o
0<ow
0< ¢ < 2m.



Zwr6é uwage, ze kat 6 zmienia sie¢ do 7 (dlaczego?).

Transformacja do ukladu kartezjanskiego.

x = rsinfcosp
y = rsinfsing
z = rcosé.

Elementy rézniczkowe: objetosci dV,
powierzchni sfery dS i kata brylowego df).

Jesli przy ustalonym r zwiekszymy 6 o df, a ¢ o dy to uzy-
skamy wycinek sfery o elementarnej powierzchni
dS =r?sinfdfdy

(traktujemy ten wycinek jak prostokat o bokach rdf i
rsinfdy — patrz rysunek). Jedli nastepnie zwiekszymy r
o dr to uzyskujemy nieskonczenie maly prostopadloécian o
wysokoéci dr i polu podstawy dS. Stanowi on elementarng
objetoé¢ dV w ukladzie sferycznym:

dV = r?sin@dr do dy.
Jesli chcemy operowaé pojeciem kata brylowego to uzyjmy
jego definicji, ktéra méwi, ze kat brylowy (2 jest stosunkiem
powierzchni S, ktéry ten kat wycina ze sfery o promieniu r
do kwadratu promienia: = S/r%. Na podstawie tej defi-
nicji elementarny kat brytowy df} wyraza sie nastepujaco:

dQ = f—ﬁ = sin @ df dp.

3.3 Uktlad cylindryczny

Do ukladu biegunowego (p, ¢) dolaczmy 0§ z i uzyskujemy
uklad przestrzenny, wygodny do opisu obiektéw o symetrii
walcowej.

Zakres zmienno§ci wspétrzednych:
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7 rysunku widaé, ze rézniczkowy element objetoéci dV w
uktadzie cylindrycznym jest réwny:

dV = pdpdpdz

Zadanie do samodzielnego wykonania: Uzasadnij oblicze-

niem wzor na objeto$¢ kuli
4
V= §7rR3.

Wskazéwka: zastosuj V = [ dV w dogodnym uktadzie.

4 Wektory bazowe

Tréjka wektoréw jednostkowych (i, ], k) okresla polozenie
osi uktadu kartezjanskiego w przestrzeni. Wektory te sa
wzajemnie prostopadte (czasem méwimy — ortogonalne 1).

Podobnie, takie wektory bazowe mozemy wprowadzi¢ dla
pozostatych uktadéw wspéirzednych.

Zasada jest taka: dowolny punkt okreélony poprzez wspét-
rzedne danego ukladu zmieni polozenie je§li okreSlonej
wspélrzednej nadamy niewielki przyrost; patrzymy w jakim
kierunku przesunie sie punkt i stycznie do tej linii umiej-
scowiamy wektor bazowy, okre§lajacy danag o§ ukltadu.

W uktadzie biegunowym wektorami bazowymi sg i, 0:
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'w jezyku matematyki: dwa wektory sa ortogonalne jeli ich
iloczyn skalarny jest réwny zero



Uktad cylindryczny: @, 4y, 4, (wykonaj samodzielnie ry-
sunek).

Wszystkie wymienione uktady sg ortogonalne, tzn. ich wek-
tory bazowe sg wzajemnie prostopadte.

Dowolny wektor jest przedstawiany w danym ukladzie
przez sktadowe. Nalezy rozumieé to tak: przyktadowo, w
ukladzie sferycznym zapis wektora @ = (ar,a¢,a,) ozna-
cza, ze a, jest rzutem @ na o8 4, (czyli na kierunek wyzna-
czony przez wektor bazowy ), ag — na o iy, a, — na o8
@,. Dla tego przykladu mozemy tez napisac:

d = arly + aglg + ayt,.

W szczegblnosci, wektor wodzacy 7 ma skladowe nastepu-
jace w poszczegdlnych ukladach:

u. kartezjanski: 7= (x,y, 2),

u. biegunowy: 7= (p,0),

u. sferyczny: 7= (r,0,0),

u. cylindryczny: 7= (p,0, 2).

Przyktad. Rozpatrzmy ruch jednostajny po okregu o pro-
mieniu R z predkoscia katowa w. W jakim ukladzie wspol-
rzednych najkorzystniej przedstawiac site dosSrodkows F =
—mw?i?

Ruch jest plaski, wystarcza dwie osie, wiec do dyspozycji
mamy uklad kartezjanski lub biegunowy.

Uktad kartezjanski:

F = (F,F,) = (—mw?Rcoswt,—mw?Rsinwt) =
—mw?R (coswt, sinwt).

Uklad biegunowy:

F = (F,,F,) = (—mw?R,0) = —mw?R (1,0).

Wybdér jest prosty: uktad biegunowy — w nim obie sktadowe
F sg stale. Opis wektora F w ukladzie kartezjanskim jest
oczywiScie poprawny, ale bardziej skomplikowany, bo obie
skladowe F,, Fy s zmienne w czasie.



