ZESTAW 5

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#eio_ft
Tematyka: UZUPELNIENIE DOT. DIPOLA ELEKTRYCZNEGO.

Wyprowadzenie potencjalu pola V(r) od dipola
Przyjmijmy, ze dipol ustawiony jest pionowo z ladunkiem dodatnim +q powyzej ujemnego —q. Odlegtosé r
od dipola mierzona jest od jego érodka, a kat 6 mierzony jest od osi dipola (pionu) do wektora wodzacego 7.
Rozmiar dipola (odleglo$é miedzy tadunkami) wynosi d, wektor d skierowany jest od —q do +¢q, zatem moment
dipolowy p' = qd jest tez ustawiony pionowo (patrz: Rys. 1).
Zakladamy (od razu), ze odleglo$¢ do pewnego punktu P na plaszczyznie jest duza w poréwnaniu z rozmiarem
dipola (r > d). Wtedy odleglosci do punktu P od tadunku dodatniego oraz ujemnego wynosza:

r+:r—§cos‘~9
r_ =1+ %cosf

(1)

2

Potencjal w punkcie P jest, zgodnie z zasada superpozycji, rowny:
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Jeszcze raz zrébmy przyblizenie r > d, ktére pozwala pominaé wyraz ~ d?> w mianowniku. Zauwazmy tez od
razu, ze qd = p. Ostatecznie, dla duzych odleglosci od dipola, mamy wzér na potencjal:
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Powyzszy wzor czesto zapisuje sie¢ w postaci wektorowej, zauwazajac, ze kat wektory p'i 7 tworzg kat 6:
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Waznym wnioskiem wynikajacym z postaci wzoru (3) jest to, ze potencjal od dipola maleje z kwadratem
odleglogci (jak 1/r?), zasadniczo inaczej niz w przypadku tadunku punktowego (monopola). Ponadto atwo
zauwazymy, ze potencjal sie zeruje na symetralnej dipola (f# = +90°), natomiast dla punktéw na osi dipola
(0 = 01lub 180°) dany jest prosta zaleznodcia V = %, tzn. dla danego r potencjal jest maksymalny w punktach
na osi dipola. To jednoznacznie sugeruje, ze linie stalego potencjalu (ekwipotencjalne) nie sa okregami, ale maja
ksztalt okregéw splaszczonych w kierunku osi dipola (pionowym) - patrz: Rys. 2.

Rysunek 1
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Wyprowadzenie potencjatu pola V(z,y) od dipola troche bardziej ogdlnie
Mozemy znalezé¢ zalezno$é potencjatu od wspdirzednych x i y punktu P. Z rys. 1 zauwazymy, ze wektory
wodzace od ladunkéw do punktu P maja postaé:

S d
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Potencjal wyliczymy, stosujac zasade superpozycji:
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Otrzymali$my ogélny wzoér, w ktérym nie ma (na razie) zadnych przyblizen. Wzor jest dosé ,,paskudny”, dlatego

teraz znajdziemy jego przyblizona postaé¢ dla d < r. Po pierwsze pominiemy wyrazy ‘14—2. Po drugie rozwiniemy

pozostale wyrazenie w nawiasie w szereg wokot % — 0. To rozwiniecie daje:
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Powyzszy wzér (8) dobrze odtwarza przypadki szczegélne, tzn. dla y = 0 (na symetralnej dipola, czyli dla
6 = 90°) potencjal wynosi 0, za$ dla z = 0 (na osi dipola, czyli dla § = 0°) potencjal wynosi %. Jesli na koniec
przypomnimy sobie, ze £ = cos (rys. 1), to zauwazymy zgodnos$¢ powyzszego wyprowadzenia ze wzorem (3).

Wyprowadzenie natezenia pola E od dipola w ukladzie karteZJansklm

Natezenie pola E zawsze mozemy policzy¢ jako gradient potencjatu (E = —gradV), jednak nie zawsze to be-
dzie pochodna po r. Pole elektrostatyczne, choé¢ wytwarzane przez tadunki punktowe, nie zawsze jest centralne,
tzn. nie zalezy tylko od odlegtosci r, ale tez od kierunku, np. kata, a wiec od catego wektora 7. W istocie, w
przypadku pola wytwarzanego przez uklad ladunkéw punktowych (superpozycja) pole wypadkowe nie bedzie
centralne. Zatem nie mozna rézniczkowaé tylko po r. Zawsze mozna obliczy¢ gradient w zmiennych kartezjan-
skich. W naszym przypadku nalezy zatem wczesniej zauwazy¢ zaleznosé wektora wodzacego 7 (w szczegdlnosci
kata 6 od z,y). Wybierzmy uklad wspélrzednych, ktérego o y lezy wzdluz dipola, a 0§ x na symetralnej odcinka
d. Wtedy cos = £. Zatem przepiszmy:
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Wektor E da sie zapisa¢ w bardziej zwartej postaci:
Ay = 2T (13)

Wartosé natezenia pola w odlegltosci r od dipola dana jest wzorem:
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Sprawdzmy szczegdlne przypadki, podobnie jak dla potencjatu. Jezeli patrzymy na dipol z punktu na osi
dipola w odlegtosci r od jego srodka, to @ = 0 lub 180°. Wtedy cos = +1 a sinf = 0. Zatem E, =0, E, 2kp




oraz E = 27%. W punktach wzdluz osi dipola pole E jest zwrécone w gore osi y (czyli zgodnie z wektorem p).
Zauwazmy, ze w tym przypadku E(r) = d‘gy), a to dlatego, ze uklad tadunkow jest roztozony wzdluz wektora
7 (nie ma zaleznosci od kierunku/kata).

Drugi skrajny przypadek to punkty na symetralnej dipola, czyli § = £90°. Wéwczas E, = 0, B, = —’j—g oraz

FE = l:—.f. Pole E w punktach na symetralnej dipola jest skierowane ,antyréwnolegle” do wektora p’ (w dét osi
y). Przypomnijmy, ze potencjal w tych punktach byl zerowy, V(6 = +90°) = 0.
dv

Na koniec uwaga, ze (oczywiscie) £ # —<-, co wida¢ z postaci wzoréw (3) i (14). Spodziewanym wnioskiem

jest jednak taki, ze skoro dla dipola mamy V ~ 1/r2, to musi by¢ takze E ~ 1/r3.

Wyprowadzenie natezenia pola E od dipola w zmiennych biegunowych

Gradient na plaszczyZnie mozemy tez wyliczyé w zmiennych biegunowych (tak jak chyba bylo to na wykta-
dzie). Nalezy wtedy zapisa¢ operator nabla w zmiennych (r,¢) ukladu biegunowego (wyprowadzenie jego postaci
jest zadaniem samym w sobie, pominmy je teraz):
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Przypomnijmy, ze zmienne r i ¢ sa w ukladzie biegunowym niezalezne oraz, ze kat ¢ jest mierzony od osi x
(umowa). W naszym wyprowadzeniu wzoru (3) przyjeliémy inna konwencje: kat 6 jest mierzony od osi dipola, z
ktéra zwiagzali$émy o y uktadu kartezjanskiego. Zatem 6 = 90° — . Wréémy do postaci (3) wzoru na potencjal,
ale zapiszmy ja przy pomocy zmiennej (:
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Obliczmy gradient potencjatu:
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Zauwazmy, ze wspolrzedne wektora E sa (oczywiscie) inne niz we wzorach (11) i (12), ale dlugosé¢ wektora
jest (oczywiscie) taka sama. Podobnie, w pozycjach § = 0 lub 180° lub £ 90° wektor jest skierowany takze
wzdluz pionowej osi (transwersalnej = y).

—

Pole elektryczne wytwarzane przez dipol moze byé zobrazowane za pomoca linii pola (wektory E) oraz
linii ekwipotencjalnych (V' = const). Ponizej na Rys. 2 obraz pola od dipola uzyskany przy pomocy apletu
Uniwersytetu Colorado (link).
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