ZESTAW 0

ELEKTROMAGNETYZM I OPTYKA FI1IS-FT-1 S2 GR. 1

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#eio_ft
Tematyka: uzupelnienie dot. dynamiki cieczy; wprowadzenie matematyczne: operatory rézniczkowe.

1. Obliczyé¢ predkosci v1 i ve przeplywu powietrza o gestosci p, = 1,2 kg/m3 przez dysze o $rednicach
d=01miD =0,2m (patrz: rys. . Manometr réznicowy, wypelniony ciecza o gestosci p,, = 780
kg/m3, wskazuje wychylenie Ah = 0,3 m.

2. Kanalem prostokatnym o szerokosci b i glebokoéci h przeplywa woda. Rurka Pitota zanurzona do polowy
glebokosci wskazuje spietrzenie Ah = 0,2 m (patrz: rys. . Obliczy¢ érednia predkosé przeplywu w
przekroju kanatu, przyjmujac, ze profil predkosci wody opisany jest réwnaniem v = ¢ - 20, (¢ — stata).

3% W jaki sposéb przekrdj klepsydry powinien sie zmienia¢ wraz z wysokoscia, aby poziom cieczy w gérnym
zbiorniku malal liniowo z czasem?

4. Napisz rownanie dynamiki dla kulki o promieniu r i masie m zanurzonej w cieczy lepkiej o wspétczynniku
lepkosci n. Bez rozwiazywania réwnania rozniczkowego oblicz wartos¢ predkoéci granicznej kulki. Nastepnie
znajdz ogblna zalezno$é v(t) dla kulki (predko$é poczatkowa vy = 0). Po jakim czasie kulka o masie 1
g i promieniu 1 mm poruszajaca si¢ w glicerynie o lepkosci 500 mPa-s i gestoéci 1250 kg/m? osiagnie
1/e predkosci granicznej? Wskazéwka 1. Wzér Stokesa na sile lepkosci dzialajaca na kulke w cieczy:
F = —6mnrv. Wskazéwka 2. Do rozwiazania réwnania rézniczkowego na v(t) uzyj metody uzmiennienia

stalej - patrz: pkt.
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5. Funkcja wielu zmiennych to funkcja, ktérej argumenty stanowi wiecej niz jedna zmienna, np. f(z,y),
flzy,2), f(r0,0). Pochodna funkcji wielu zmiennych (tzw. pochodng czgstkowq) liczymy tak samo, jak
pochodna funkcji jednej zmiennej, przy czym, rézniczkujac po danej zmiennej, pozostalte traktujemy jako
state. Przyktadowo, pochodna funkcji f(z,y,2) = 2%y — 2® po z wynosi 2xy (y zostala potraktowana jak
stata multiplikatywna, a 23 - jak stala addytywna). Natomiast pochodna tej funkcji po z wynosi —32z2.
Do oznaczenia pochodnej czastkowej uzywamy symbolu 9 (czyt. de krecone lub pochodna czgstkowa), np.
pochodna funkcji f po = bedzie oznaczona jako: 5. , )

Na podstawie powyzszego opisu oblicz pochodne czastkowe funkeji: f(z,y) = z*e®Y, g(z,y,2) = Wrrvored


http://galaxy.agh.edu.pl/~strzalka/#dydaktyka#eio_ft

6. Ponizsza tabela przedstawia definicje podstawowych operatoréw rézniczkowych w zmiennych kartezjan-

skich.
Operator Argument Wynik Ozn. i def. w zmiennych x,y,z
_ (o o &
Nabla V= (a By (’T)
Gradient f. skalarna f(x,y,z) f. wektorowa | Vf = gradf = (%, %, %)
Dywergencja | f. wektorowa A= (Az,A,,A;) | f. skalarna VoAd=divA = 3511 + aaif %A;
. - Vx A=rotd =
Rotacja f. wektorowa A = (A,,A,,A.) | f. wektorowa ro
_(%_% 04, _ 0A. %_%)
- Oy 0z 7 0z oz 7 Ox Oy

Laplasjan

f. wektorowa A = (A,,A,,A.) | f. wektorowa _ pe 52 52
4 A = V2 == 922 + ayQ + 022
f. skalarna f(x,y,2) f. skalarna

Na podstawie tabeli oblicz:

(a)

(b)
()

Gradient pola skalarnego: f(z,y,2) = % (a,b - stale, r = /22 42 4 22). Na podstawie wyniku
wykaz, ze dla pola centralnego, czyli takiego, ktore zalezy jedynie od odleglosci r od Zrédia, tzn.
f = f(r), gradient mozna tatwo policzy¢ jako zwykla pochodna po 7.

Rotacje pola predkosci cieczy: U = Upqz Sin (%), gdzie Upmar = (0,0m42,0), a - stala.

[Hennel 1.7 i 1.16] div(7) oraz rot(7), gdzie ¥ = (z,y,2) to wektor polozenia.

7. Bardziej formalnie definiuje sie operatory rézniczkowe przez ich zwiazki z pochodnymi i calkami:

(a)

Zwiazek gradientu z pochodna kierunkowa.

W matematyce definiuje sie pochodna funkcji f wzdtuz wektora @ w punkcie 7 (tzw. pochodna kierun-
kowa): agig*) = Vzf(7) (ozn.). Pochodna ta, w interpretacji, mierzy zmiane funkcji f wzdluz wektora
4. Istnieje zwiazek pochodnej kierunkowej z gradientem, ktéry z kolei zwiazany jest z kierunkiem

—\

najwiekszych zmian funkcji f. Zwiazek jest nastepujacy: V f(7) o = Vzf(7)
——

grad ()

Zwiazek dywergencji z calka powierzchniowa:

= (voj)

T0

divA

:= lim E # AodS

70 v—oV s

gdzie V' - objeto$¢ zamknieta powierzchnia S, po ktérej przebiega catka powierzchniowa po po-
wierzchni zamknietej (stad oznaczenie calki podwdjnej z kéleczkiem); 7y - punkt znajdujacy sie stale
(podczas wykonywania granicy) wewnatrz powierzchni S. Caltke powierzchniowa w powyzszym wzo-
rze nazywamy strumieniem pola A (przechodzacym przez powierzchni¢ zamknieta S). Mozemy wiec
podaé interpretacje operatora dywergencji w pewnym punkcie jako proporcjonalnego do strumienia
pola wektorowego, podzielonego przez objetoé¢ wyznaczona przez pewnag zamknieta powierzchnie,
dazaca do zera. Dywergencja ,mierzy” wiec zrédlowos¢ pola wektorowego w obszarze zamknietym
powierzchnig S (jesli nie znika, to w tym obszarze jest zrédlo pola; Zrédlo to moze byé dodatnie lub
ujemne).

Zwiazek rotacji z caltka krzywoliniowa:

-,

rotAdon = (Vx A)on:= lim 1 AodF
508 Jp
gdzie S - powierzchnia ograniczona krzywa I', po ktérej przebiega catka krzywoliniowa (calka ta
jest po krzywej zamknietej - stad oznaczenie z kdleczkiem); 71 - wersor normalny do powierzchni S.
Calke krzywoliniowa w powyzszym zwiazku nazywa sie krgzeniem wektora/pola Ai zgodnie z umowa
krzywa I' jest skierowana zgodnie z reguly $ruby prawoskretnej; takze zwrot wersora n jest z nia
zgodny. Mozemy wiec podaé interpretacje rotacji, ze jest ona proporcjonalna do caltki krzywoliniowej
po krzywej zamknietej, lezacej w plaszczyznie prostopadtej do wektora rotacji i podzielonej przez



pole powierzchni zamknietej ta krzywa, zmierzajace do zera. W tym sensie rozumiemy rotacje jako
operator ,mierzacy” wirowos$¢ pola wektorowego.

Komentarz. Pamietamy jedna z definicji pola sil zachowawczych: praca (czyli catka krzywoliniowa)
po krzywej zamknietej znika. Réwnowaznie mozemy powiedzieé, ze dla pdl sit zachowawczych (czy
precyzyjniej: pdl sil potencjalnych) znika rotacja, co uwaza si¢ za warunek konieczny potencjalnosci
pola. Pole zachowawcze jest bezwirowe.

8. Na podstawie zad. [7] rozwiaz nastepujace zadania:
(a) [Hennel IT1.4.] Czy sita F' = (2222 — 2y, — 22 — 6y2,2222 — 3y?) jest sila zachowawcza? Jezeli tak, to
znalez¢ odpowiadajaca jej energie potencjalna.

(b) Ustal, w ktéra strone tworza sie wiry w rzece w zad.
(¢) Wykaz, ze pole centralne F' = F(|f]) (inna postaé¢ pola centralnego: 7f(r)) jest zawsze bezwirowe.
(d) P_E)kaz, ze w przypadku cieczy niescisliwej (p = const(,t)) réwnanie ciaglosci cieczy: % +divy = 0
J = pv jest wektorem pradu cieczy) upraszcza si¢ do postaci réwnania ciaglosci strugi: v1.57 = v2Ss.
S iest wekt du ci o d taci 16 i cinelode struei: 015 g
9. Oblicz calki krzywoliniowe:

(a) z funkcji F = 62 + yz2) + (3y + 2)2 po tréjkacie w plaszczyznie xy rozpietym przez punkty
(0,0) (1,0) (0,2) i zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara;

(b) z funkcji ¥ = ayi 4+ bxy (a,b - state) po krzywej w ksztalcie okregu o promieniu R i srodku w punkcie
(0,0).



10. Komentarz do zad. [
Réwnania rézniczkowe zwyczajne liniowe niejednorodne (RN) mozna rozwiaza¢ metoda uzmiennienia
(wariacji) stalej. Rozwazmy dla przykladu réwnanie 1. rzedu postaci:

y'(x) +p(@) - y(z) = q(z), (1)

w ktérym y(z) jest szukana funkcja, p(x) pewna funkcja (moze byé stala - wtedy réwnanie ma stale
wspOlezynniki), a funkcja ¢(x) stanowi niejednorodnosé, w najprostszym przypadku moze to by¢ po prostu
stala. W metodzie uzmiennienia stalej w pierwszej kolejnosci rozwiazujemy réwnanie jednorodne (RJ):

y'(x) +p(x) - y(x) =0, (2)
czyli znajdujemy calke ogdlna réwnania jednorodnego (CORJ). W naszym prostym przypadku (réwnanie
1. rzedu) rozwiazanie (CORJ) bedzie

y(w) = C-e” TP, (3)

gdzie C jest stalg calkowania. Calke ogdlna réwnania niejednorodnego (CORN) znajdujemy uzmienniajgc
stalg C, a wiec zapisujac rozwiazanie w postaci:

y(a) = C(a) - o= TP (4)

Takie CORJ (czyli rozwiazanie RJ) wstawiamy do RN i otrzymujemy réwnanie rézniczkowe na nie-
wiadoma funkcje C(x):
C'@)- e 17009 = g(a) )

Uwaga. Wyraz z C(x) (zerowa pochodna) zawsze sie w tej metodzie upraszcza - jesli tak sie nie stalo,
oznacza to nasz blad. W naszym prostym przypadku (réwnanie 1. rzedu) rozwiazanie jest nastepujace:

Clx) = /q(w) s [Pz 4 0 (6)

gdzie C1 jest stala calkowania réwnania na C(x) (ta stata juz pozostaje i jest do ustalenia np. na podstawie
warunkéw poczatkowych). W przypadku RN wyzszych rzedéw, réwnanie rézniczkowe na C(x) bedzie tez
odpowiednio wyzszego rzedu.

Zatem CORN ma posta¢ (wstawiamy C(z) w postaci (6) do CORJ danego przez (3)):

y(z) = (/q(x) e~ [p(@)de dx+C’1> e Jr@)dr (7)



