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MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania uktadow ciagtych

Drgania preta
Wyprowadz réwnanie drgan wzdluznych jednostronnie utwierdzonego preta jednorodnego o diugosci I,
polu przekroju S, gestosci p i module Younga E.

X Jdx
P
u(x,t)

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy niewielki odcinek preta dz w dowolnym miejsc x.

N [aGD,] (N+dN

um) u(/de/x,t)

Przez u(x,t) oznaczamy przemieszczenie fragmentu przekroju o wspélrzednej = w czasie t przez u(x,t).
Zalézmy ponadto, ze na danym odcinku oddzialuje jakies obciazenie ciagle ¢ wyrazone w [N/m]. Roz-
piszmy teraz sity oddzialujace na badany fragment preta. Z lewej strony oddziatuje sita normalna N, a
po prawej stronie bedzie dziataé sita o wartosci N powiekszona o warto$¢ dN. dN oznacza tutaj przyrost
wartosci sity N na skutek zmiany wspolrzednej (miejsca) jej wystepowania, inaczej %%dl‘.

Zapiszmy druga zasade dynamiki Newtona dla tego fragmentu:

dmii = —N+ N+ dN +qdx (1)
ON

pSdzxii = %dm‘ + gdx (2)
ON

St = — 3

pSii 5 T4 3)

Sita normalna mozna wyznaczy¢ z prawa Hook’a dla jednoosiowego rozciagania:
o = Ee (4)
N u(x + dx, t) — u(z,t)

. - E 5

S dx (5)
du

N = ES— 6

T (6)

Podstawiajac réwnanie 6 do 3 otrzymujemy:

pSii = ESug, +q (7)

Gduzie przez u” oznaczamy druga pochodng funkeji u po zmiennej x tj. g%’g (4= %.

Rozwazmy teraz drgania wlasne (swobodne) preta. Wowczas w réwnaniu rézniczkowym 3 nie wystapi
obciazenie zewnetrzne g. Po podzieleniu nastepnie tego rownania obustronnie przez S otrzymamy:

pi(a,t) = Bu'(t) \:p ®)
ii(z,t) = cu’(x,t) (9)
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gdzie: ¢> = £, Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Przemieszczenie przekrojéow preta

u jest funkcja dwdch niezaleznych zmiennych x oraz t. Skoro tak, to funkcje v mozna zastapi¢ iloczynem
dwdéch funkeji zaleznej osobno od x oraz od t.

u(x,t) = U(x)T(t) (10)
Podstawmy 10 do 9:
U(x)T(t) = AU"(x)T(t) (11)
Po przeksztalceniach otrzymujemy:
T ) U’
I 12

Jesli funkcja T zalezy tylko od ¢, a funkcja W tylko od z, a zmienne te sa niezalezne od siebie, to réwnanie
12 musi byé¢ pewna stala wartoécia. Nazwijmy te wartoéé —w?

. .
T_oU _ —w? (13)

T T

Prowadzi to do dwéch réwnan rézniczkowych z rozdzielonymi zmiennymi.

T+w?T=0 (14)
U’ + w—zU =0 (15)
2

Sa to klasyczne réwnania oscylatora harmonicznego. Pierwsze jest w dziedzinie czasu, a drugie w dzie-
dzinie wspélrzednej z. Rozwiazaniami powyzszych réwnan sa rownania:

T(t) = Asin(wt) + B cos(wt) (16)
U(z) = Csin (wfx) + D cos (%) (17)
¢ c
Do wyznaczenia stalych w réwnaniu 16 potrzebujemy warunkow poczatkowych, natomiast do wyznaczenia
statych z réwnania 17 potrzebujemy zdefiniowaé¢ warunki brzegowe.

Warunki brzegowe:
Pret jest z jednej strony utwierdzony, a z drugiej strony znajduje sie wolny (nieobciazony) koniec preta.
W takim wypadku na koncu peta sita normalna musi wyniesé 0.
u(0,t) = 0 (18)
NI = 0—=4(,t)=0 (19)

Ostatni z warunkéw wynika wprost z réwnania 6. Z warunkéw tych policzymy state wystepujace w funkcji
U.

D = 0 (20)
chos<wl> = 0 (21)

Rozwiazanie jest nietrywialne gdy C' # 0. W zwiazku z tym cos(wl/c) = 0, a wigc:

wel  (2n—1)7 (22)
c 2

Wiec funkcja U(x) moze przyjaé¢ nieskonczenie wiele postaci dla dowolnego n € N, dla ktérych w przyj-
muje nastepujace wartosci:
(n—3)me

; (23)

Wp =
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Nazywamy je wartosciami wlasnymi. Kazdej wartoéci wlasnej odpowiada funkcja wtasna U

Un(z) = Cysin <(nl%)wx> (24)

Pierwsze trzy funkcje wlasne przedstawiaja sie nastepujaco:

Ui(xz) = Cysin (g%) (25)
Us(z) = Chsin (‘Zﬂ”) (26)
Us(x) = Cjssin (ngly> (27)

Funkcje wlasne okredlaja tzw. postacie (lub formy) drgan, ktére zwizualizowano na wykresie ponizej
przyjmujac Cp = Cy = C5 = 1.

1 T —
y -
08 /
0.6 B
/ /‘/
04 |/ //
0.2 rd
20/ -
< U
5 0
-0.2
-0.4
06} U,
U,(%)
2
-0.8
Uy \.
a \ .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Warto zauwazy¢, ze wszystkie te funkcje spetniaja warunki brzegowe 18 i 19. Dla kazdej postaci drgan
mozemy wyrézni¢ miejsce, ktore stale stale bedzie mialo warto$é réwna 0 (nie liczac utwierdzenia). Takie
miejsca nazywamy weztami drgan i ich liczba jest zalezna od numeru postaci drgan [, = n—1. Funkcje U,
stanowia rozwiazanie szczegdlne zagadnienia brzegowego. Na ogélne rozwigzanie sktada sie nieskonczona
suma rozwigzan szczegélnych lecz zwykle przyjmuje si¢ kilka pierwszych form. Oznacza to, ze postacie
drgan moga sie nakladacé na siebie i pret moze drgaé jednoczesnie z pierwsza forma jak i druga. Udzial tych
form jest zalezny od amplitudy C,, tej formy. PrzejdZzmy teraz do rozwiazania réwnania rézniczkowego
15. Rozwiazaniem jest funkcja 16. Jednak istnieje nieskonczenie wiele wartosci wlasnych w,,. Rozwiazanie
funkcji T dla wartosci wlasnej w, ma postac:

T, (t) = A, sin(wt) + By, cos(wt) (28)

gdzie A,, oraz B, to dowolne stale. Ostateczne rozwigzanie szczegdlne réwnania drgan podtuznych 15
odpowiadajace n-tej wartosci wtasnej w,, przedstawia si¢ nastepujaco:

up(z,t) = (A sin(wyt) + B, cos(wyt)) Cp, sin (%x) (29)

Tloczyny A,,C,, oraz B, C,, to takze jakie$ stale. W zwiazku z tym, przyjmijmy ze C,, = 1. Rozwiazaniem
ogblnym réwnania drgan bedzie zatem suma szczegdlnych rozwiazan ostatecznych u, (z,t).

c

u(z,t) = Z Up(x,t) = Z (A, sin(wpt) + By, cos(wpt)) sin (w—"x) (30)
n=1 n=1

Na koniec zostaje do wyznaczenia 2n stalych A, oraz B, z warunkéw poczatkowych.
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Warunki poczatkowe:
W chwili poczatkowej pret mial jakie$ pole przemieszczen ug(z) oraz predkosci poczatkowe g (x).

u(z,0) = wo(x) (31)
i(2,0) = vola) (32)
Podstawiajac te warunki do réwnania 30 :
Z B, U, (J?) = U,Q(Z‘) (33)
n=1
> ApwnUn(z) = wvo(w) (34)
n=1

Przedstawmy prawe strony powyzszego réwnania jako szeregi nieskonczonych sum funkcji wlasnych:

ug(z) = ZanUn(x) (35)

vw(@) = Y baUn(x) (36)

Oznacza to, ze chcemy przedstawi¢ funkcje poczatkowego polozenia przekrojow preta jako kombinacje
liniowa form drgan U, (z).

Y BuUn(z) = > anUs(z) (37)

ZAnwnUn(m) = anUn(aB) (38)

Formy drgan U, sa funkcjami ortogonalnymi . Wykorzystamy ten warunek do obliczenia wspotczynnikéw
A, 1 B,. O ortogonalnosci form mozemy sie przekonaé analizujac dwa ponizsze réwnania rézniczkowe 15
dla dwoch dowolnych form drgan.

2

Unl(a) + 5 Un(a) = 0 (39)
U;g(x)+%Um(x) - 0 (40)

Pomné6zmy te réwnania przez odpowiednio funkeje Uy, (z) oraz U, (z), odejmijmy stronami i scatkujmy
wzgledem z w granicach od 0 do [.

“’310_72“3” /Ol Uny (2) U () daz + /Ol U7 (2)Unm (2)da — /Ol U (2)Un(2)dz = 0 (41)
Wykorzystajmy calkowanie przez czedci wykorzystujac ponizsza tozsamosé:

% (Un (@)U (2)) = Uy (2)Um () + Uy, (2) Uy, (2) (42)

Uy (2)Un(z) = (% (U (@)U (2)) = Uy (2)U, (2) (43)

Podstawiajac 43 do 41 otrzymujemy:

2 2
Wn — W

l
52 [ Vala)Un(a)de + (U @)U ) =+
0

l
—AUMM%WM—WM@wunﬁH (44)

!
+/U U, (x)U) (z)dz =0
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Po zredukowaniu calek z wyrazami U}, (z)U] (x):

2 2
Wn — Wh

- /l Un (2)Un (2)dzz + UL, (1) Uy (1) — U}, (0) Ui (0)+
0
= Un(DUn (1) + Uy, (0)Un (0) = 0

c (45)

Z jednorodnych warunkéw brzegowych 18 i 19 wynika, ze UJ (1) = U/ (l) = 0 oraz U,(0) = U,,(0) = 0.
Zatem:

2 2 l
“n_—m /0 Up (2)Upy (z)da: = 0 (46)

Jedlin # m to w2 — w2, # 0 i calka w powyzszym wzorze musi byé¢ réwna 0.

! 40 ,m#Em
/0 Un(2)Up (z)dz = {fol U2 (2)da n=m (47)

Aby obliczy¢ stale catkowania pomnézmy réwnania 34 oraz 33 przez U, (x) oraz scatkujmy w granicach
od 0 do I.

[e%s) 1 l
;Bn/o Un(2)Up,(z)dx = /Ouo(x)Um(x)da: (48)

o) l l
Z Anwn/ Un(2)Up(z)dz = / vo(2)Up, (x)dx (49)
n=1 0 0
Tylko catki iloczynow funkeji U, i Uy, dla jednakowych indekséow n = m sg niezerowe. W zwiazku z tym,
z nieskoniczonej sumy zostaje tylko jeden wyraz dla m = n. Wéwczas mozemy obliczy¢ stale catkowania

B, i A, wg réwnan:

1

B, — Jo wo(@)Un(x)dz (50)
folU,%(x)dx
1

A - Jo vo(@)Up (z)dz (51)

Wn, f(f U2(z)dz
Przyktad:

Zalézmy, ze pret jest rozciggany staly sita F', a nastepnie jest zwolnione obcigzenie. Wyznaczmy réwna-
nie ruchu poszczegblnych przekrojéw preta. Zacznijmy od warunkéw poczatkowych. Jesli caly pret jest
rozciaggany jednakowa sila osiowa F', to przemieszczenia przekrojéw beda dane funkcja:
_ Fz

~ ES

W momencie odciazenia preta wszystkie przekroje mialy predkosci réwne 0, a wiec vo(z) = 0. Obliczmy
wspélczynniki A i B ze wzordéw 51 i 50.

uo(x) (52)

A, =0 (53)
(1)t 8FI

Bn = (2n —1)2 ES7©?

(54)

Ostateczne rozwiazanie 30 wyglada nastepujaco:

> > 8FI w. [T(n—1) ) (ﬂc(n -3) )
) =S un(a,t) =3 - Ly (T ), re\n = 3), (55)
n; ) T ( l AT

n=1

Suma pierwszych trzech elementéw powyzszego szeregu przedstawia sie nastepujaco:

: 3max 3mct : Smax bmret
e~ L <Sm(m) con (251 - S CEE) s (37 , s (57) s )) 56

~ ESr? 20 21 9 25
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