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MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania swobodne nietlumione

/ Przyktad: \

Wyprowadz rézniczkowe rownania ruchu wahadta potaczonego sprezynami jak na rysunku, ko-
rzystajac z réwnan Lagrange’a II rodzaju. Wyznacz czestoéci drgan wlasnych, formy drgan
oraz réwnanie ruchu dla przyjetych warunkéw poczatkowych ¢1(0) = o1, 92(0) = @o2, ¢1(0) =
$2(0) = 0. Zaldz niewielkie wychylenia (tj. sing = ¢).

e Dane: m,l, k,©o1, po2

Szukane: rézniczkowe rownanie,

formy drgan, ¢1(t), ¢2(t)

Rozwigzanie:
Oznaczam wspoélrzedne opisujace ruch wahadel. Nie

istnieja wiezy kinematyczne miedzy 1 i ¢2. Zatem
mamy dwa stopnie swobody ¢ = {1, ¢2}.

Definiuje energie kinetyczna:

Energia potencjalna:

1 1
U = SkiI*(p1 = ¢2)* = 5mgl(cos(ip1) + cos(2))

Nastepnie obliczamy pochodne zgodne z réwnaniami Lagrange’a II rodzaju:

d (0F mi? .. ) 0 ou K )+ 1 -

— — = — — = —_— = = = 111

dt 8@1 3 ©1 8@1 &pl ¥ ©2 2mg w1
d [ OF mi? oF ou 9 1
_— —_— = —— O _— _—— —_ —m Z 1
7 <6<,b2> 3 ¥2 s 0 903 KlZ(p1 — p2) + o St 2

Dokonajmy linearyzacji funkcji sinus, z uwagi na niewielkie katy. Ostatecznie réwnania Lagran-
ge’a Il rodzaju przedstawiaja sie nastepujaco:

mle¢1 + k(o1 — p2) + 3mglpr = O
BBy — k(g1 — p2) + tmglps = 0

dr inz. Sebastian Pakuta — AGH WIMIR Strona 2 \ 7



MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania swobodne nietlumione

Zapiszmy to w formie macierzowej:
mZ @] [ K+ gmgl kD pr]_[0
0 =2 || & —kI> K+ 1mgl || @0 0

Réwnanie to jest postaci Mg + Kq = 0, gdzie M - to macierz mas, K - macierz sztywnosci,
q - wektor wspélrzednych uogdlnionych. Charakteryzuje wiec uklad drgajacy przypominajacy
typowy oscylator harmoniczny (masa-sprezynka). Do rozwiazania tego ukladu postuzymy sie
metoda przewidywan. Zalézmy wiec rozwiazanie w postaci:

1(t) = Aq sin(wt) + By cos(wt)pa(t) = Ag sin(wt) + Bs cos(wt) (1)
Rézniczkujac réwnania dwukrotnie otrzymamy:
$1(t) = —A1w? sin(wt) — Biw? cos(wt)@a(t) = —Azw? sin(wt) — Byw? cos(wt)

Zauwazmy ze: ¢ = —w?p. Podstawmy to do réwnania macierzowego:

e 0 [ ], [ R gmel kP2 p1]_[0
0 - mlls V2 —kl? k2 + tmgl V2 0

Wytlaczmy wektor wspdlrzednych ¢, o za macierz:
— 2 4 k2 + Lmgl ok { 1 } _ { 0 }
—kl? —mE w2 + k2 + imgl P2 0

Dokonajmy podstawienia @1 i @o:

—m 02 4 kl2 + Lmgl —ki?
As sin(wt) + Bs cos(wt) 0

—ki2 —m 02 4 kl2 + Lmgl

[ Aj sin(wt) 4+ By cos(wt) } _ [ 0 ]

Funkcje sinus i cosinus sa ortogonalne. Oznacza to, ze gdy sinwt = 0 to coswt = 1 i vice versa.
Skoro réwnanie ruchu musi by¢ spelnione dla kazdej chwili czasu ¢, mozemy wyrézni¢ dwie
z nich: gdy sinwt = 1,coswt = 0 oraz sinwt = 0,coswt = 1. Dzieki temu uzyskamy cztery
réwnania przedstawione za pomoca dwoch réwnan macierzowych:

—m 2 4 ki + lmgl kP { 4 } _ [ 0 ] )
—kI? —mlw? + k1% + Lmgl Az 0

—T”Tlng + k1% + Tmgl —kI? By | _ 10 (3)
k2 —mE02 4 k2 4 dmgl | | Be 0

Réwnania te przyjmuja nietrywialne rozwiazania (tj. A # 0, B # 0) gdy wyznacznik macierzy
wspoélczynnikéw jest réwny zero tj.:

ml?

1
= (—7w2+k12+§mgl)2—(k‘l2)2 =0

—m 02 4 k2 4 Lmgl —ki2

W = 2
‘ —kl? —%wQ + k% + %mgl

Mozemy to rozwiazaé w prosty sposéb przenoszac —(kl?)? na prawa strone oraz pierwiastkujac
obustronnie. Otrzymamy:
T 2y kg gl = k2|
3 2
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Daje to wigc dwa rozwiazania:

—m 2 4 k2 4 Imgl = k2 02 4 k2 4 Lmgl = ki
wl:\/%% wy =4/394+6L

Obliczone parametry w; oraz we to czestosci drgan wlasnych. Numeruje sie w porzadku rosna-
cym. Jedli uktad ma mozliwo$¢ poruszacé sie bez udzialu sit zewnetrznych to bedzie poruszat
sie ruchem drgajacym tylko z takimi czesto$ciami. Z ktora z nich? NajczeSciej z obiema naraz.
Jest to zwiazane z formami drgan i zalezy od warunkéw poczatkowych.

Formy drgan

Z kazda czestoscia drgan wlasnych jest powiazana forma ( lub inaczej ”posta¢”, "mod”) drgan.
Postacie drgan okreslaja zalezno$ci pomiedzy ruchami poszczegdlnych punktéw w uktadzie.
Ruch jest opisany dwiema wspolrzednymi @1 oraz ps, ktore z kolei zamieniaja si¢ wg funkcji
harmonicznych z amplitudami odpowiednio Ay, By oraz As, Bs. Przy zalozeniu, ze wyznacznik
gléwny W jest réwny 0, réwnania (2) i (3) sa liniowo zalezne. W zwiazku z tym wybierzmy
jedno z réwnan z tej macierzy (np. pierwsze) i okreslmy zaleznosci miedzy amplitudami A; /A
(B1/Ba).

I Forma drgan
Postawmy za w pierwsza czestos¢ drgan wlasnych w; do pierwszego rownania z réwnania ma-
cierzowego (2). Aby oznaczyé, ze chodzi o pierwsza forme drgan do amplitud A i B dot6zmy
drugi indeks oznaczajacy numer formy drgan.

( mi23g

1
3 g TR 2m91> An — k2As =0

kI* Ay = klI*Ago
4w
- Ap
gdzie X; - to wspélezynnik pierwszej formy drgan. Wspoltczynnik réwny 1 méwi o tym, ze oba
prety beda drgaly z jednakowa amplituda i poruszaly sie w tym samym kierunku (tj. zgodnym
z zalozonym ukladem wspoélrzednych ¢ i . Warto zauwazy¢, ze pierwsza forma drgan jest

zwiazana z synchronicznym ruchem wahadel. Podczas takiego ruchu, sprezyna w ogole sie nie
odksztalca. Wynika z tego réwniez fakt, ze wy nie zalezy od wspolczynnika sprezystosci k.

X, =1

IT Forma drgan
Wykorzystajmy to samo réwnanie co poprzednio, tym razem jednak za w podstawmy ws.

2 1
S (B9 468 Lk 4 Lingl) Av — K24y =0
3 \21 " "m 2

(—2KI2 + ki%) Arp = kI%Ag

A22
= — = —1
A12

gdzie X5 - to wspoélczynnik drugiej formy drgan. Ujemny wspélczynnik formy drgan -1 oznacza,
ze wahadla beda sie stale poruszaé¢ przeciwnie do siebie z taka sama amplituda. Jedli wahadto
pierwsze bedzie obracaé sie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, do wahadlto drugie przeciwnie

(i vice versa). W przypadku wspélczynnikéw B bedzie identycznie, a wiec: X; = %’ X, = gf;.

Xo

dr inz. Sebastian Pakuta — AGH WIMIR Strona 4 \ 7



MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania swobodne nietlumione

Rozwiazanie ogdlne:
Rozwiazaniem ogdlnym jest suma rozwiazan (1) dla kazdej z form tj.:

n=2

i(t) =D Aijsin(w;t) + Bij cos(w;t) (4)

Jj=1
a wiec:

©1(t) = Ay sin(wit) + Bqy cos(wit) + Aja sin(wat) + Bia cos(wat)
2 (t) = Agy sin(wit) + Bag cos(wit) + Aag sin(wat) + Bag cos(wat)

Do wyznaczenia kompletnych réwnan ruchy potrzebujemy wyznaczy¢ 8 stalych. W tym mo-
mencie uwzglednimy formy drgan przyjmujac As; = A1, X; oraz By; = B1; X;, redukujac liczbe
niewiadomych do 4.

) = Ajisin(wit) + By cos(wit) + A sin(wat) + Bia cos(wat)
©v2 (t) = XA sin(wlt) + X1B11 cos(w1t) 4+ XoAio Siﬂ(bdgt) + X9B19 COS((UQt)

Podstawiajac obliczone wczesniej wspélczynniki form drgan X; oraz X5 otrzymujemy réwnania
w ruchu wahadel.

p1(t) = Ajrsin(wit) + By cos(wit) + Aqg sin(wat) + Bia cos(wat) (5)
wa(t) = Ajrsin(wit) + By cos(wit) — Aqgsin(wat) — Bia cos(wat)

Aby uzyskaé réwnania predkosci zrézniczkujmy réwnania (5).

(6)

$1(t) = Ajiwicos(wit) — Byjws sin(wit) + Ajaws cos(wat) — Biaws sin(wat)
) = A11w1 cos(wlt) - anl sin(wlt) — A12(.¢J2 COS((AJQt) + B12(.¢J2 SiH(LUQt)

Pozostaje teraz wyznaczy¢ 4 stale A1, A1o, B11, Bis korzystajac z 4 warunkéw poczatkowych
©1(0), v2(0), ©1(0), p2(0). Podstawmy je do réwnan (5) i (6) za czas wstawiajac zero t = 0.

wo1 = DBi1+ By
wo2 = Bi1— B2 1)
0 = Ajwi+ Appwe

0

Anwy — Ajpws

7 powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy poszukiwane state:

B = %(@01 + o2)

Bz = 35(vo1 — ¥o2) (8)
A1 = 0

A12 = 0

Podstawiajac wyznaczone state do réwnan (5) otrzymujemy ostateczne réwnania ruchu:

e1(t) = 2(po1 + po2) cos(wit) + %(9001 — p02) cos(wat) (©)
) = 35(po1 + poz2) cos(wit) — 5 (o1 — wo2) cos(wat)

Tak wiec ruch wahadel zalezy od warunkéw poczatkowych. Na koniec warto zauwazy¢, ze jesli
oba wahadla wychylimy jednakowo tj. w91 = @2 to uklad bedzie poruszal si¢ tylko pierwsza
forma. A jesli oba wahadla wychylimy przeciwnie o te sama warto$¢ tj. ¢o1 = —pg2 to uklad

\b@dzie drgal wylacznie druga forma (i nieco szybciej bo wa > wy). /
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(1 Zadanie \

Wyznacz rézniczkowe rownania ukladu, okredl czestosci drgan witasnych oraz formy drgan.
Dane: m, k

Szukane: wy,wp2, postacie drgan

N Y
(2 Zadanie \

Wyznacz rézniczkowe rownania uktadu, okresl czestosci drgan wlasnych oraz formy drgan. Przy-
jaé, ze krazek o masiem toczy sie bez poslizgu.

Dane: m, k,r

Szukane: wy1, wps2, postacie drgan

4m m

N\ J
(3 Zadanie \

Wyznacz rézniczkowe réwnania ruchu oraz rozwiaz je przyjmujac, ze klocek o masie m przesu-
niety wytracony z polozenia réwnowagi o x1(0) = zg1. Pozostale warunki brzegowe sg zerowe
tj. 22(0) = @2(0) = 21(0) = 0.

Dane: m, k

Szukane: z1(t), z2(t)

k k

[m

4m
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(4 Zadanie \

Wyznacz rézniczkowe réwnania ruchu ukladu oraz wyznacz jakie warunki poczatkowe nalezy
nadaé ukladowi aby poruszal sie tylko pierwsza forma drgan. Wiekszy z krazkéow o masie 4m

porusza sie ruchem obrotowym, a mniejszy o masie m toczy sie bez poslizgu.
Dane: m, k

Szukane: L1, 02, i’01, iog
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