Rozdzial 7

Funkcje uzytecznosci

7.1.

7.2.
7.3.

7.4.

7.5.

Rozwaz model dwumianowy z cenami akcji

S(0) € R
s(1) = SY =5(0)(1+U) z prawdopodobienstwem p
~ | SP=5(0)(1+ D)  zprawdopodobiefistwem 1 — p.

oraz walorem wolnym od ryzyka A(0) = 1, A(1) = 1+ r. Zakladajac
funkcje uzytecznosci u(x) = —e™* oraz wielkosé kapitalu poczatkowe-
go W, znajdz portfel makzymalisujacy oczekiwang uzytecznosé¢ przez
bezposrednie obliczenie maksimum z E(V4(1)).

Rozwiaz problem z zadania 7.1 stosujac Twierdzenie 7.16.

Rozwaz model dwumianowy z S(0) =100 U = 0.1, D = —0.05, p = 2
oraz r = 0.05. Stosujac wzory z rozwiazania zadania 7.1 znajdz w
Excelu optymalng strategie maksymalizujaca oczekiwang uzytecznosé
wyplaty dla u(z) = —e™* oraz W = 100.

Rozwaz model dwumianowy zadania 7.3. Stosujac wzory z rozwigza-
nia zadania 7.2 znajdz w Excelu optymalna strategie maksymalizujaca
oczekiwana uzytecznos¢ wyptaty dla u(x) = —e~*. Poréwnaj wyniki z
rozwigzaniem zadania 7.3.

Rozwaz model dwumianowy z zadania 7.1. Zaktadajac funkcje uzy-
tecznoscei u(x) = In(x) oraz wielko$¢ kapitatu poczatkowego W, znajdz
portfel maksymalizujacy oczekiwang uzyteczno$¢ przez bezposrednie
obliczenie maksimum z E(V4(1)).
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7.6.
7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

ROZDZIAL 7. FUNKCJE UZYTECZNOSCI

Rozwiaz problem z zadania 7.5 stosujac Twierdzenie 7.16.

Rozwaz model dwumianowy z S(0) = 100 U = 0.2, D = —0.1, p = %
oraz r = 0.05. Stosujac wzory z rozwiazania zadania 7.5 znajdz w
Excelu optymalng strategie maksymalizujaca oczekiwang uzytecznos$é
wyplaty dla u(z) = In(x) oraz W = 200.

Rozwaz model dwumianowy zadania 7.7. Stosujac wzory z rozwigza-
nia zadania 7.6 znajdz w Excelu optymalng strategie maksymalizujaca
oczekiwana uzyteczno$é wyptaty dla u(z) = In(x). Poréwnaj wyniki z
rozwiazaniem zadania 7.7.

Rozwaz walor o cenie dzisiejszej S1(0) = 94 i przysztych cenach

130 z prawdopodobienstwem 0.2
120 z prawdopodobienstwem 0.1
S1(1) = ¢ 100  z prawdopodobienistwem 0.2
95 z prawdopodobienstwem 0.2
90 z prawdopodobienstwem 0.3,

razem z walorem wolnym od ryzyka o cenach Sy(0) = 1 oraz Sy(1) =
1.05. W arkuszu kalkulacyjnym Excela wyznacz optymalng strategie
inwestycyjna dla funkcji uzytecznosci

u(zr) =Inz.

Przyjmujac dane z zadania 7.9, na podstawie wyliczonej w zadaniu 7.9
optymalnej strategii, znajdz w Excelu miere wolng od ryzyka.

Na podstawie rozwiazania zadania 7.10 sprawdz wtasnosc martyngatu
dla S; i znajdz w Excelu ceny Arrowa-Debreu.

Rozwaz model z czterema walorami ryzykownymi Sy, Sy, S3 oraz Sy.
Zalézmy ze ceny dziesiejsze sa réwne S1(0) = 94, S5(0) = 76, S3(0) =
39, S4(0) = 37 a przyszte ceny ksztaltowaé sie beda na poziomie

(51(1), S2(1), S3(1), Sa(1))
(130,70, 40, 40) z prawdopodobienstwem 0.2
(120, 60, 50, 20) z prawdopodobienistwem 0.1
= (100, 70, 60, 60) z prawdopodobienstwem 0.2
(95, 80,40, 40) z prawdopodobienstwem 0.2
(90,110, 30, 50) z prawdopodobienstwem 0.3.
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Zatézmy ze cena dzisiejsza waloru wolnego od ryzyka wynosi Sp(0) =
100 oraz ze Sp(1) = 105. ZnajdZz miare martyngalowa.

7.13. Rozpatrz dane z zadania 7.12. Znajdz optymalna oczekiwana uzytecz-
nos¢ oraz optymalna wyplate dla u = In(x) przy wartosci poczatkowej
inwestycji W = 1000. Zeby uzyska¢ ostateczny liczbowy wynik, obli-
czenia przeprowadz w Excelu.

Podpowiedz: Wyprowadzenie jest analogiczne do rozwiazania zadania
7.6.

7.14. Na bazie rozwigzania zadania 7.13 oblicz w Excelu optymalng strategie.

7.15. Na bazie rozwiazania zadania 7.13 oblicz w Excelu ceny Arrowa-Debreu
oraz optymalng oczekiwang uzytecznosé.

7.1 Rozwigzania
7.1 Wiemy ze
Przyjmujac oznaczenia x = r; mamy

W — 1'15’(0)

A00) =W —x5(0).

g =

Oczekiwana uzytecznosé¢ wynosi

flx) = E(Vx(1))
= pu (:UOA(l) + xlSU) +(1-pu (CL‘OA(l) + IlsU)

—(Z‘oA(l)-l—.IlSU) o (1 o )e—(.IoA(l)-i-;mSD)

= —pe p
_ _pe—(:vo(1+7‘)+a:1S(0)(1+U)) . (1 _p) 6—(:vo(l+r)+:v1S(0)(1+D))

_ _pef((1+r)(WfacS(O))Jr:ES(O)(IJrU)) . (1 - p) e*((l%*T)(W*IS(O))ﬁ*:BS(O)(1+D))
_ _pe—((l-H“)W—i-xS(O)(U—r)) . (1 . p) e—((l-H“)W—i-zS(O)(D—r))

Szukamy maksimum f.

f’(x) _ S(O) (U _ 7“) pef((lﬂ")WerS(O)(Ufr))_|_S(O> (D—?“) (1 _ p) 6*((1+T)W+IS(O)(D7T))'
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Mamy
fl(x)=0
gdy
(U o 1”) pef((lﬂ")WJra:S(O)(Ufr)) — —(D . 7,) (1 . p) ef((1+r)W+xS(0)(D7r))

Logarytmujac i upraszczajac dostajemy
In (U —=r)p) —25(0) (U —r) =In(=(D—r)(1—=p)) —x5(0)(D—r)
czyli

In((r=D)(1 —p)) = (U —7)p)
S(0) (D —T) '

Tr =

Odpowiedz

In((r—D)(1—p)) —In((U-r)p)
S(0)(D —-U)

g = W—mlS(O)

ry =

Znajdujemy miare martyngatowa

G = p =
@ = 1-—p.

Z Twierdzenia 7.16 wiemy ze

X*(1) = (W)7! <>\(1j]r1m;9>7
X*2) = () <A(1 T 5?)2(1 —p)) ’

= Xt +ext@).

1+R
Skoro u/(z) = e ® dostajemy (u')"'(z) = —Inx (poniewaz wtedy
(v ) (u(x)) = —In(e™®) = x) i nasz uklad mozemy zapisaé jako

* _ —1n il
X" (1) = Inix—-1 ((1+R)p>’

* _ —1n q2
@) = mA=i Q1+Rﬂl—m>’
1

W= o5 @X" (1) +eX"(2).
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Stosujac oznaczenie a; = —In ((1&%);)) , a2 = —1In (Mﬁ)
X*(1) = InA+ay,
X*(2) = In\+ as,
1 1
W = 1—|—R<<Q1+Q2)1n)\+Q1a1+Q2a2) = 1+R(ln)\+q1a1+q2a2)

7 trzeciego réwnania dostajemy
In\ = W(l + R) — (@101 — @202
Poniewaz potrafimy wyliczy¢ zaréwno ay, as jak i In A to wzory

X*(1) = InA+ay,
X*(2) = InA+as,

daja nam optymalna wyptate. Rozwiazaniem jest wigc

x* =S 1X*

7.3 Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-03.x1s
7.4 Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-04.x1s

7.5 Wiemy ze
Przyjmujac oznaczenia r = x; mamy

W — 1’18(0)

A00) =W —x5(0).

g =

Oczekiwana uzytecznosé¢ wynosi

fx) = E(Vi(1))
= pu <$0A(1) + xlSU) +(1-p)u (a:oA(l) + a:lSU)
= pln (xOA(l) + xlSU) +(1—=p)ln (:EOA(l) + :ClSD>

= pln(14+r)W+2S0)(U—-7r)+ (1 —p)In((14+7r)W +25(0) (D —r))
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Szukamy maksimum f.

ey - SO U =) (1-p)S©) (D7)
1+7r)W+zS0)(U—-r) (Q+r)W+2z2S0)(D—r)

Rozwigzujemy

flx)=0
po elementarnych przeksztalceniach dostajac
(1+r)W(r—(0-p)D—pU)
S0)(D—r)(U —r) '

Odpowiedz

(I+r)W(r—-(10-p)D-pU)
SO) (D =r)(U—r)

o = W—xlS(O)

T

7.6 Znajdujemy miar¢ martyngatows

¢ = p =
@ = 1-—p.

Z Twierdzenia 7.16 wiemy ze
X* 1 — Nn—1 q1
W = @ (5t )

X*2) = () <>\(1+}g)2(1—p)>7

W = 1iR (X" (1) + X*(2)).

Skoro v/(z) = 1 dostajemy (v/)~!(2) = < (poniewaz wtedy (u') " (u(z)) =

Tz

= z) i nasz uktad mozemy zapisa¢ jako

8 ==

X*(1) = A(lzR)p,
X*(2) = )\(1+R;(1—p)’
W o= (X(1) + X7(2)).

1+R
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Stosujac oznaczenie a; = (1J;71R)p’ oy = %
X*<1) = )\al,
X*<2) = )\CLQ,
1
W = —— (@A A
1+R(Q1 ay + gaAas)

7 trzeciego rownania dostajemy

W (l+R)

A= =W,
G101 + G202
czyli optymalna wyptata to
1+ R
) = wiltip
0
1+R)(1—
v — R -p)
q2
Rozwigzaniem jest wigc
x*=871X*

7.7 Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-07.x1s
7.8 Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-08.x1s

7.9 Chcemy dobra¢ optymalng strategie xg, x1. Musimy zmaksymalizowaé
5
E(u(Vy(1))) = > piln(Vi(1.4))
i=1

= Zpl In (ZL‘QSO(I) + 1‘131(1, Z))

i=1

przy ograniczeniu
Vi(l,4) = 0So(1) +215:(1,4) > 0,
Vo(0) = 20S5(0) + 215:(0) = W.

W rozwiazaniu Zadanie-7-09.x1s wartos¢ E(u(V,(1))) znajduje si¢ w
komorce G13, a warunki ograniczajace V,(1,7) > 0 sa w F8:F12.
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7.10 Po wyznaczeniu optymalnej strategii * znamy réwniez optymalng wy-

7.11

7.12

ptate V,«(1). Wiemy tez ze

i/ (z) = (In(z)) = .

T

Miara martyngatowa jest wyznaczona wzorem

4 = piv' (Vo (1, 0)) _ Py 1(1 B
LB (VD) Epevam

Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-10.x1s.

Musimy sprawdzi¢ czy

1+R2q151 1 ’l Sl(O)

Ceny Arrowa-Debreu sg zadane wzorem

= q;
' 1+ R

Rozwiazanie w pliku Zadanie-7-11.x1s.

Musi by¢ spelniona wtasnosé
( +R Sk Zquklz dlak:1,4,

co w notacji macierzowej oznacza ze dla S =S;; = (Sk(1, 1)) zachodzi
S"q = (1+R)so,
-1
q = (1+R) (ST) S0,

55(0)
" s

Rozwigzanie w pliku Zadanie-7-12.x1s
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7.13 Zeby znalezé optymalna wyplate, rozwiazujemy uktad réwnan

* ([ n—1 4d;
0 = 0 ()
1 n—1 q;
W= el (A(l—l—R)pi)'

Skoro /() = (In(x))’ = 1, dostajemy funkcje odwrotng (u')(z) =
(poniewaz (u')™! o (v/)(x) = z). Nasze réwnania sa wigc rownowazne

1
T

q; ’
1 A ;
1+ R q;

X)) =
W o=

czyli skoro znamy A = W, p;, R oraz mamy obliczone z rozwigzania
zadania 7.12 .
q=(1+R) (ST) So

dostajemy wzor na X* postaci
A1+ R)p; . Wp;
qi ((ST)f1 30) X

Rozwiazanie numeryczne w pliku Zadanie-7-13.x1s

X*(1) =

7.14 Poniewaz S iest odwracalna, optymalna strategia x* zadana jest wzo-
rem

X* — S—IX*

Rozwiazanie numeryczne w pliku Zadanie-7-14.x1s

7.15 Ceny Arrowa-Debreu liczymy ze wzoru

1
“1+r%

Uy

Optymalna uzytecznos¢ jest wyznaczona wzorem

E(u(X7)) = 3 piu (X7(i)) = >_piIn (X~(i)) .

Rozwigzanie numeryczne w pliku Zadanie-7-15.x1s
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