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Rozdzial 5

Analiza Srednio—wariancyjna

Do tej pory zajmowaliémy sie papierami warto$ciowymi, ktére generowaly deter-
ministyczny przeptyw gotowkowy. Teraz zajmiemy sie instrumentami, ktore beda
generowaly losowy (stochastyczny) przeplyw, czyli akcjami spélek (ryzykownych
papieréw warto$ciowych, ryzykownych waloréw, assetéw) notowanych na gieldach
papieréw wartosciowych. Czyli bedziemy znali kwote, ktérg inwestujemy na poczat-
ku, natomiast nie bedziemy znali konicowej wartosci naszej inwestycji.

Jedli chcieliby$my okreéli¢é dochodowo$¢ naszej inwestycji w rozwazana akcje w
pewnym horyzoncie czasowym (np. dzien, tydzien, miesiac, rok), to stopa zwrotu r
z takiej inwestycji, zdefiniowana nastepujaco

wartos¢ inwestycji na koncu okresu — warto$¢ na poczatku

stopa zwrotu = —— -
wartos¢ inwestycji na poczatku okresu

jest zmienna losowa.

Dla dowolnej zmiennej losowej mozemy policzy¢ wartosé oczekiwana (czyli mo-
ment pierwszego rzedu) i wariancje (moment drugiego rzedu). W naszym wypadku,
dla losowej stopy zwrotu r, mozemy okresli¢:

1. oczekiwana stope zwrotu (inaczej: warto$é oczekiwana stopy zwrotu lub wartosé

srednia stopy zwrotu): E(r)

(bedziemy oznaczaé czasem: E(r) =F)

2. wariancje stopy zwrotu:

var(r) = 0% = E((r — 7)?)

T

lub odchylenie standardowe stopy zwrotu jako pierwiastek kwadratowy z warian-

cji
or = yJvar(r)

Ta miara odpowiada za ryzyko inwestowania w instrument o losowej stopie
zwrotu.
W zwiazku z tym, ze bedziemy sie zajmowaé instrumentami o losowej stopie zwrotu
przytoczymy tu pewne witasnosci zmiennej losowej.
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5.1. Podstawowe wlasno$ci zmiennej losowej

Dla pelnosci wyktadu, przypomnijmy pewne wlasnoséci wartoéci oczekiwanej i
wariancji:
— jesli X jest deterministyczne, to E(X) = X,
— operator wartoéci oczekiwanej jest liniowy, czyli jesli X, Y sa rzeczywistymi
zmiennymi losowymi, «, 3 € R, to wtedy

E(aX +p8Y)=aE(X)+ BE(Y) (5.1)

— operator wartosci oczekiwanej zachowuje znak, czyli jesli zmienna losowa X > 0,
to E(X) >0
— wariancje zmiennej losowej X mozna wyrazi¢ nastepujaco

var(X) = E(X - E(X))Q)
= BE(X?) - 2B(X)-E(X)+ E(X)?
— BE(X?) - E(X)? (5.2)

Zalézmy teraz, ze mamy dwie zmienne losowe X oraz Y. Mozemy wtedy zdefiniowaé
zalezno$é¢ pomiedzy nimi poprzez ich kowariancje

cov(X,Y) = oxy = E[(X = E(X)) - (Y = B(Y)) (5.3)

Zauwazmy, ze wariancja zmiennej losowej jest kowariancja tej zmiennej z sama soba

0% =oxx (5.4)

Przypomnijmy sobie teraz wtasnosci warinacji i kowariancji:
— jedli mamy dwie zmienne losowe X oraz Y to

cou(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y) (5.5)

— wariancja sumy dwoch zmiennych losowych X, Y wyraza sie nastepujaco

var(X +Y) = E[(X -X+Y -Y)}
— B[(X X)) 4 2B[(X —X) - (Y — V)] + E[(Y V)]
= O'gf + 20xy + 032/ (5.6)

Wprowadzmy teraz definicje bardzo czesto stosowana na rynku akcji.

Definicja 5.1 Mamy dwie zmienne losowe X orazY.
1) jesli oxy =0, to zmienne X, Y nazywamy nieskorelowanymi,
2) jesli oxy >0, to zmienne X, Y sq dodatnio skorelowane,
3) jesli oxy < 0, to zmienne X, Y sq ujemnie skorelowane.
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Zauwazmy, ze gdy zmienne losowe X, Y sa nieskorelowane, to wtedy z zaleznosci
(5.6) otrzymujemy
By =k 4o} 6.1
7Z definicji kowariancji dwéch zmiennych losowych X oraz Y dostajemy bardzo wazne
szacowanie:
loxy| < oxoy (5.8)

Zauwazmy, ze gdy oxy = oxoy to wtedy mamy idealna dodatnia korelacje dwoch
zmiennych losowych. Gdy oxy = —oxoy to mamy idealna ujemng korelacje.

Jesli mamy dwie zmienne losowe X oraz Y to mozemy zdefinowaé wspotczynnik
korelacji tych zmiennych nastepujaco

(5.9)

Z wczesdniejszej zaleznosci (5.8) o ograniczeniach na wariancje zmiennych X oraz Y
Widaé, ze |pxy| < 1.

5.2. Portfel akcji

Zalézmy, ze posiadamy portfel n akcji, przy czym kazda akcja ma losowa stope

zwrotu ri,79 ..., 1y,. Zatem kazdej akcji mozemy przypisaé oczekiwang stope zwrotu
E(r) = 71,E(re) = To,...,E(r,) = T, oraz wariancje stopy zwrotu var(ry) =
o2 var(rg) = o2,,... var(r,) = o2 . Jesli mamy wariancje stopy zwrotu i-tej spotki

to réwniez mamy odchylenie standardowe stopy zwrotu i-tej spotki o,, = \/var(r;),
dla 1 <7 < n. Kazda ze spétek w portfelu moze by¢ reprezentowana przez punkt na
plaszczyznie ryzyko-oczekiwana stopa zwrotu na rys. 5.1.

A

E(r)

»
|

o
Rysunek 5.1. Plaszczyzna ryzyko-oczekiwana stopa zwrotu.

Zalézmy, ze kazda ze spotek w portfelu ma wage w;, 1 < i < n. Wtedy stopa
zwrotu portfela
r = wiry + ware + - + W,y (5.10)
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jest zmienng losowa, jako suma zmiennych losowych. Mozemy zatem policzy¢ oczeki-
wang stope zwrotu portfela, wykorzystujac liniowos¢ operatora wartosci oczekiwanej

E(r) = wiE(r1) + waE(r2) + - - + wp E(ry) (5.11)

Wariancja stopy zwrotu portfela wymaga znacznie wiecej wysitku, polegajacego na
przeksztalceniach

o* = Elr-7)
= E_(;wiri—;wirif]

= E (zn:wi(ri —Fi)> : (iwﬂ'(rﬂ' _Tj)ﬂ

L =1

= F zn: wiwj(n —?i) . (Tj — T’j)]

L4i,j=1

n
= Z W;W;044 (5.12)
4,j=1

Powyzsze wyrazenia znacznie lepiej wygladaja w zapisie macierzowym. Niech

w = (wy,wa, ..., wy)T (5.13)

oznacza wektor wag spotek, ktére sa w portfelu,
R=(E(r),E(r2),..., E(rn))" (5.14)

wektor wartosci oczekiwanej stopy zwrotu kazdej spotki portfela,

cov(ri,r1) -+ cov(ry,ry) 011 -+ Oln
V= : : = ST (5.15)
cov(rp,r1) -+ cov(rp, ) Onl " Opn
macierz kowariancji stép zwrotu spéltek portfela. Przypominamy, ze o; = o2, a
symbol 7 oznacza transpozycje macierzy (wektora).
Wtedy oczekiwana stopa zwrotu portfela
E(r)=R"-w (5.16)

natomiast wariancja stopy zwrotu portfela

o2 =wl V. w (5.17)
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Przyklad 5.1 Zalézmy, ze mamy portfel sktadajacy sie z dwoch spétek, przy czym
pierwsza sp6tka ma oczekiwana stope zwrotu E(r1) = 12% i odchylenie standardowe
stopy zwrotu o1 = 20%, a druga odpowiednio E(rs) = 15%, oo = 18%. Kowariancja
stop zwrotu tych spétek wynosi o192 = 0,01. Akcje maja nastepujace wagi w portfelu:
wy = 0,25, we = 0,75. Zatem oczekiwana stopa zwrotu portfela wynosi

E(r)=0,25-0,12 4075 - 0,15 = 0,1425 = 14,25%
a wariancja stopy zwrotu portfela
o® = 0,25 - 0,20* + 0,25 - 0,75 - 0,01 4+ 0,75 - 0,25 - 0,01 + 0,75% - 0,18 = 0,0245
Stad odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela wynosi
o = 0,1564 = 15,64%.
O

Portfele sktadajace sie tylko z kilku spdélek moga posiadaé duze ryzyko wyrazone
duza wartoécig wariancji stopy zwrotu portfelal. Ryzyko portfela moze by¢ zreduko-
wane poprzez dywersyfikacje, czyli odpowiednie zwigkszenie liczby akcji w portfelu.

Zobaczmy w jaki sposob zwigkszenie liczby akcji w portfelu wpltywa na ryzyko
tego portfela. Z zaleznosci (5.15) wynika, ze w macierzy kowarinacji stép zwrotu
mamy n wariancji stop zwrotu spétek bedacych w portfelu oraz n-(n—1) kowariancji
stép zwrotu. Zalézmy, ze wagi aktywéw bedacych w portfelu sa réwne, czyli w; =
w; = 11, dla 1 <14, j < n. Wtedy wariancja stopy zwrotu portfela

n

= Z W W05 = 2 Z 2 Z QZ Z Oij (5.18)

1,7=1 3,7=1 =1 i=1j=1,j#1

Oznaczmy najwieksza wariancje w pierwszej sumie przez L, czyli

max o4 = L

1<ign
Wtedy mamy szacowanie
1 & 1 & L-n L
52, 0i< 5> L=—3="—0
i=1 i=1

gdy z liczba akcji n w portfelu dazymy do nieskoniczonoéci. Zatem cze$é¢ wariancji
stopy zwrotu portfela akcji, wnoszona przez wariancje stép zwrotu poszczegélnych
spotek, znika jesli mamy odpowiednio duzo spétek w portfelu.

Oszacujmy teraz druga sume w wyrazeniu (5.18) na wariancje stopy zwrotu port-
fela. Oznaczmy przez ;; Srednig kowariancje stop zwrotu. Wtedy

n n 2
2 _ n-__ n __ _
E E O'@J—f n —n)O'ij:ﬁJij—fQUij%O'ij
n n
i=1j=1,j7i

1
n2

1 Stare gietdowe przystowie méwi: don’t put all your eggs in one basket, czyli nie stawiaj wszyst-
kiego na jedng karte — nie inwestuj wszystkich swoich aktywéw w jedna spotke.
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Zatem cze$¢ wariancji stopy zwrotu portfela zwiazana z kowariancjami stép zwrotu
spélek (lezacymi poza przekatna macierzy wariancji) nie znika nawet przy zwieksza-
niu liczby spotek w portfelu w nieskonczonoéé. Ta czesé macierzy kowariancji stop
zwrotu stanowi o ryzyku portfela.

Czyli podsumowujac: ryzyko portfela akcji mierzone wariancja stép zwrotu szyb-
ko zbiega do granicy, ktora jest w przyblizeniu réwna $redniej kowariancji wszystkich
ryzykownych aktywéw w portfelu. Ta granice nazywamy ryzykiem rynkowym (sys-
tematycznym). Czyli dobrze zdywersyfikowany portfel ma tylko ryzyko rynkowe,
natomiast nie posiada ryzyka niesystematycznego, wnoszonego przez poszczegolne
spotki. Ta obserwacja jest tez poparta wynikiem empirycznym podanym przez E.
Fama.

Zobaczmy jak wyglada efekt dywersyfikacji portfela na przyktadzie.

Przykltad 5.2 Przypusémy, ze w portfelu mamy n spotek, kazda o oczekiwanej
stopie zwrotu 7 i o wariancji stopy zwrotu o. Kowariancja stopy zwrotu kazdej pary
spoltek w portfelu wynosi cov(r;, ;) = 0,402 dla i # j. Wagi spétek w portfelu sa
rowne i wynosza 1n. W tym przypadku, ryzyko portfela mierzone wariancja stopy
zwrotu wynosi

var(r) = E[(r—r)2] = E[Zn:

1
= ﬁ[na2 +0,4(n* — n)o?]

0.2

1
= — +040%*(1— =)
n n

0,602
— i + 0’40-2
n
W rozwazanym przypadku, niemozliwym jest zredukowanie warinacji stopy zwrotu
portfela ponizej wartosci 0,402 bez wzgledu na to jak duze bedzie n, czyli bez wzgledu
na to ile bedziemy mie¢ spotek w portfelu. O

Na podstawie tego przyktadu mozemy dojs¢ do nastepujacych wnioskow. Jesli stopy
zwrotu sa nieskorelowane (mamy matla warto$¢ cov(r;,r;)), to dywersyfikacja prowa-
dzi do matego ryzyka portfela. Natomiast, gdy stopy zwrotu sa dodatnio skorelowane,
to znacznie trudniej jest ograniczy¢ ryzyko portfela.

Szczegdlnym przypadkiem jest portfel sktadajacy sie tylko z dwoch spotek n = 2.
W tym przypadku wida¢ wyraznie w jaki sposéb wspdlczynnik korelacji wpltywa
na ryzyko portfela. Ten wplyw wspotczynnika korelacji na ryzyko portfela mozna
przesledzi¢ w arkuszu.



5.8. Zbior dopuszczalny 67
5.3. Zbiér dopuszczalny

Przypu$émy, ze mamy n spoétek w portfelu. Mozemy je narysowaé jako punkty na

diagramie ryzyko-oczekiwana stopa zwrotu. Nastepnie tworzymy dowolne kombi-

nacje portfeli z tych n spétek, zmieniajac wagi, aby tylko byl zachowany warunek

Yo jwp = 1. Zbiér wszystkich mozliwych portfeli nazywamy zbiorem dopusz-

czalnym (feasible set).

Zbiér dopuszczalny ma dwie wazne wlasnosci.

1. Jesli w portfelu mamy przynajmniej 3 spétki nieskorelowane idealnie i o réznych
wartosciach $rednich, to zbiér dopuszczalny bedzie dwuwymiarowym obszarem,
ktorego wnetrze bedzie wypelnione portfelami.

2. Zbiér dopuszczalny jest wypukly z lewej strony.

To oznacza, ze dla dwéch dowolnych punktéw zbioru dopuszczalnego, odcinek
taczacy je, nie przecina lewego brzegu zbioru dopuszczalnego.

A

E(r)

»
|

o)

Rysunek 5.2. Zbiér dopuszczalny.

Lewy brzeg zbioru dopuszczalnego nazywamy zbiorem minimalnowariancyjnym
(minimum-variance set) i bedziemy oznacza¢ M'V. Widzimy, ze dla ustalonej oczeki-
wanej stopy zwrotu punkt lezacy na zbiorze minimalnowariancyjnym ma najmniejsza
wariancje. Zbiér minimalnowariancyjny ma charakterystyczny ksztalt pocisku, zwa-
nego pociskiem Markowitza, jak pokazano na rys. 5.2. Spoéréd wszystkich punktéw
minimalnowarincyjnych, jeden z nich ma szczegélne znaczenie, mianowicie ten, kto-
ry ma najmniejsza wariancje. Nazywamy go punktem minimalnowariancyjnym
(minimum-variance point) (czasem tez jest nazywany globalnym portfelem minimal-
nowariancyjnym) i bedziemy oznaczaé MV P.

Przypusémy, ze wybér portfela przez inwestora jest ograniczony do punktéw
dopuszczalnych na danej prostej poziomej na plaszczyznie ryzyko-oczekiwana stopa
zwrotu o-E(r). Wszystkie portfele na tej prostej maja ta sama oczekiwana stope
zwrotu, ale r6zne odchylenia stép zwrotu. Wiekszo$é inwestorow bedzie preferowata
portfele o najmniejszym odchyleniu standarowym stop zwrotu. O takich inwestorach
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moéwimy, ze maja awersje do ryzyka (risk averse). O inwestorach, ktérzy wybio-
ra inny portfel niz ten o minimalnym odchyleniu standardowym stopy zwrotu dla
zadanej oczekiwanej stopy zwrotu méwimy, ze preferuja ryzyko (risk preferring).

Rozwazmy teraz portfele, lezace na prostej pionowej, czyli portfele o danym ry-
zyku, mierzonym odchyleniem standardowym, a zmieniajacej si¢ oczekiwanej stopie
zwrotu. Wieszko$¢ inwestoréw wybierze na takiej prostej portfele odpowiadajace
najwyzszej oczekiwanej stopie zwrotu.

Te argumenty powoduja, ze tylko czescia zbioru minimalnowariancyjnego beda
zainteresowani inwestorzy, a mianowicie gérna cze$cia (gérna galezia) zbioru mi-
nimalnowariancyjnego, ktéra nazywamy granica efektywna (efficient frontier).
Dlatego nasze rozwazania ograniczymy do tego zbioru. Ponizsze rozwazania pokaza
nam jak wyznaczy¢ punkty granicy efektywnej.

5.4. Problem Markowitza

Mozemy teraz formalnie zapisaé problem, ktory doprowadzi nas do portfeli mini-
malnowariancyjnych. Przypusémy, ze mamy n spotek w portfelu. Oczekiwane stopy
zwrotu kazdej ze spolek 7;, dla 1 < i < n oraz kowariancje stop zwrotu o;;, dla
1 < 4,7 < n sa dane. Portfel jest okreslony przez podanie wagi w; kazdej ze spotek,
przy czym y i, w; = 1. Dopuszczamy krotka sprzedaz, co oznacza, ze wagi w; moga
by¢ ujemne. Aby znalezé portfel minimalnowariancyjny, ustalimy oczekiwana stope
zwrotu portfela na pewnym, arbitralnie wybranym poziomie u. Nastepnie znajdzie-
my dopuszczalny portfel o minimalnej wariancji, ktéry bedzie mial oczekiwana stope
zwrotu p.

Zatem problem Markowitza? mozemy sformutowaé nastepujaco:

zminimalizuj ryzyko portela

1 1 &
702 = = Z wiwjaij (5.19)
2 2 4,7=1

przy zalozonej oczekiwanej stopie zwrotu portfela
n
Z’wiﬂ =W (5.20)
i=1
oraz ograniczeniach budzetowych
> wi=1. (5.21)

Czynnik 1/2 w wyrazeniu na wariancje portfela ma znaczenie czysto techniczne.
Rozwigzanie problemu minimalnowariancyjnego bedzie mialo przyjemniejsza po-
sta¢. Problem Markowitza pokazuje relacje pomiedzy oczekiwang stopa zwrotu a
wariancjg stopy zwrotu portfela akcji.

2 W roku 1991 Szwedzka Akademia Nauk docenita wktad Harrego Markowitza w rozwdj teorii
finans6w i przyznala mu nagrode Nobla w dziedzinie ekonomii.
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Problem Markowitza mozemy zapisaé¢ tez w jezyku macierzowym:

zminimalizuj ryzyko portela
1
min —w! Vw (5.22)
weRM

przy zalozonej oczekiwanej stopie zwrotu portfela

RTw=p (5.23)
i ograniczeniach budzetowych

1w =1 (5.24)
gdzie:
17 = (1,1, --,1) oznacza wektor jedynek.

Zakladamy, ze symetryczna macierz kowariancji V jest dodatnio okreslona, 27V 2 >
0 dla dowolnego 0 # x € R™. To zatozenie implikuje odwacalnosé¢ macierzy V', ktore
wykorzystamy w wyprowadzeniu rozwigzania problemu Markowitza. Zalozenie o do-
datniej okreslonnoéci macierzy kowariancji V' gwarantuje, ze zaden papier warto$cio-
wy nie jest ‘'nadmiarowy’, co oznacza, ze stopa zwrotu danego papieru wartosciowego
nie jest kombinacja liniowa stép zwrotu pozostatych papieréw.

Rozwiazanie problemu Markowitza podamy na przyktadzie numerycznym dla n=3.
Zainteresowanych wyprowadzeniem rozwiazania dla dowolnego n odsylamy do za-
tacznika 5.8 na koncu tego rozdziatu.

Przyktad 5.3 Pokazemy rozwiagzanie problemu Markowitza dla portfela 3 spotek,
ktore majg nieskorelowane stopy zwrotu. Zalézmy, ze oczekiwane stopy zwrotu tych
spétek wynosza odpowiednio E(ri) = 1, E(r2) = 2, E(r3) = 3. Natomiast wariancje
stopy zwrotu spetniaja warunek a% = 0‘% = J§ =1.

Mamy zatem nastepujaca macierz kowariancji V' stép zwrotu

V=

o O =
o = O

0
0 (5.25)
1

Musimy znalezé portfel
w = (w, wg, wg)"

tak, aby wagi spotek w; w portfelu spelnialy warunek
w] +we +wz =1
Oczekiwana stopa zwrotu portfela akcji wynosi
E(r1)w + E(ro)ws + E(r3)ws = 1wy + 2ws + 3ws (5.26)

a wariancja stopy zwrotu portfela

1 00 w1
V = (w,w2,ws) | 0 1 0 wy | = wi 4+ w3 + w? (5.27)
0 01 w3
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Przypu$émy teraz, ze oczekujemy, aby stopa zwrotu z portfela wynosila p, przy moz-
liwie najmniejszym ryzyku mierzonym wariancja stopy zwrotu portfela. To prowadzi
do nastepujacego problemu:
zminimalizuj ryzyko portela

1
min i(w% + w3 + w}) (5.28)

w1, w2, w3

przy zalozonej oczekiwanej stopie zwrotu portfela u
wy + 2wg + 3wg = p (5.29)
i ograniczeniach budzetowych
w) +wy +wz =1 (5.30)

Czyli mamy problem optymalizacji (minimaliacji funkcji) przy warunkach ograni-
czajacych. Problem ten mozemy rozwiaza¢ metoda mnoznikéw Lagrange’a. Funkcja
Lagrange’a bedzie miata postaé

1
E:i(w%—kw%—kwg)—k)\(l—wl—w—2—w3)+’y(u—w1—2w2—3w3) (5.31)

Warunek konieczny na istnienie ekstremum funkcji Lagrange’a (zerowanie sie po-
chodnych funkcji Lagrange’a wzgledem wag portfela wq, we, ws) prowadzi do uktadu
rownan

wp—A—7 = 0
wy—A—2y = 0
wg—A—3y = 0

Wyznaczamy z pierwszego réwnania wi, drugiego ws, trzeciego ws

wr = Atyp
wy = A+2vy
w3 = A+ 37u

i podstawiamy te wielkosci do réwnan na warunki ograniczajace

wy +we+wzy =6y+3A= 1
wy + 2wy + 3wz =1dy+6A= pu

Mamy uktad dwéch réwnan o dwédch niewiadomych. Rozwiazanie tego uktadu réw-
nan wynosi

w—2
2

1
A o= 25—
3 H
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i pozwala wyznaczy¢ wagi spélek w portfelu minimalnowariancyjnym (dla zadanej
stopy zwrotu p tego portfela)

4 1
1
wy = A+ 2y =3
N 2
wy = A+ 3y ——§+§,u

Zobaczmy jak wygladaja wagi spétek w portfelu dla wybranych wartosci oczekiwanej
stopy zwrotu portfela pu. Gdy p =1, to wtedy

wi= -1 :g

wy = :%

wy= =-2+11 :—é
Gdy p = 3, to wtedy

wi = %—%3 :—é

wy = :%

wj= =241 :%

Zauwazmy, ze w obu przypadkach musimy dokonaé krétkiej sprzedazy spotki z na-
szego portfela.
Policzmy ryzyko portfela minimalnowariancyjnego

o> = wTvw*
100 w
= (wj,w3,wz)| 0 1 0 w3
00 1)\ w
= wi? + wi? 4 wi?
1, 7
p— — —2 J—
gt —ety

Zatem odchylenie standardowe portfela minimalnowariancyjnego dla zadanej ocze-
kiwanej stopy zwrotu u wynosi

/1 7
— /22 -9 —
o 2u ,u—{—g

Mozemy teraz wyznaczy¢ punkt minimalnowariancyjny

do?
=9
du K
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Zatem dla gy = 2 mamy punkt minimalnowariancyjny. Odchylenie standardowe
punktu minimalnowariancyjnego wynosi o4 = V/3/3, a wagi takiego portfela wynosza
wy = (1/3,1/3,1/3)T. O

Powyzej zakladaliSmy, ze dopuszczamy krotka sprzedaz, czyli nie naktadaliSmy zad-
nych ograniczen na znak wagi w;, ¢ = 1,2, ,...,n poszczegdlnych spétek w portfelu.
Gdy szukamy portfela minimalnowariancyjnego bez krétkiej sprzedazy to musimy
nalozy¢ dodatkowe wiezy na problem. Sformutowanie problemu Markowitza bez
krotkiej sprzedazy bedzie mialo postaé: zminimalizuj ryzyko portfela

1 1 &
702 = = Z W;W;044 (5.32)
2 2 4,j=1

przy zalozonej oczekiwanej stopie zwrotu portfela
n
> wiTi = p (5.33)
i=1

ograniczeniach budzetowych
dwi=1 (5.34)
oraz ograniczeniach na wagi spétek portfela
w; >0, 1<i<n (5.35)

Problem Markowitza bez kroétkiej sprzedazy nie mozna rozwiaza¢ jako uktadu réw-
nan liniowych, poniewaz ograniczeniami wag spoétek sa nieréwnosci. Do rozwiazania
takiego problemu stosuje sie programowanie kwadratowe. Analityczne rozwiazania
problemu nie sa tatwe, szczegdlnie gdy w portfelu jest wiecej spétek. Na szczescie
istnieje wiele pakietéw specjalistycznych, ktére umozliwiaja rozwiazanie problemu
numerycznie.

Zasadnicza réznica pomiedzy mozliwoscig krétkiej sprzedazy i jej brakiem wy-
stepuje przy rozwigzaniu problemu Markowitza. W przypadku mozliwosci krotkiej
sprzedazy wszystkie (lub prawie wszystkie) aktywa portfela maja wage niezerowa
(ujemna badz dodatnia). W przeciwienstwie do sytuacji, gdy nie mamy mozliwosci
krotkiej sprzedazy, tylko niektére wagi sa niezerowe, natomiast pozostate nie wply-
waja na sktad portfela.

5.5. Twierdzenie o rozdzielaniu

Powyzej rozwiazaliSmy problem Markowitza i znalezliSmy wagi portfela minialnowa-
riancyjnego. Wiecej, pokazaliSmy jak wyznaczaé¢ caly zbiér minimalnowariancyjny.
Zbiér minimalnowariancyjny ma jednak pewna bardzo wazna wlasnosé, ktora zde-
cydowanie upraszcza obliczenia.



5.5. Twierdzenie o rozdzielaniu 73

Pokazalismy, ze wagi portfela minimalnowariancyjnego mozna wyrazi¢ nastepu-
jaco (szczegdly w zalaczniku 5.8)
w* = AV +4VIR (5.36)
7 tej zaleznosci widaé, ze portfel minimalnowariancyjny jest kombinacjg liniowa
tylko dwdéch (!!) portfeli, bo:
= pierwszy skladnik wyrazenia odpowiada za globalny portfel minimalnowarian-

cyjny (pamietamy, ze dla globalnego portfela minimalnowariancyjnego mielismy
A=1/A,~v=0)

= jesli drugi sktadnik wyrazenia (5.36) wybierzemy nastepujaco: niech B # 0, de-
finiujemy drugi portfel minimalnowariancyjny, ktérego wagi dane sa

wy =V 'R/B (5.37)

To dowolny portfel minimalnowariancyjny w* jest kombinacja liniowa globalnego
portfela minimalnowariancyjnego w, oraz wybranego przez nas szczegélnego portfela
minimalnowariancyjnego wy

w* = (A)wy + (vB)wg (5.38)
bo widzimy, ze zachodzi relacja pomiedzy wagami tego porfela
M+9B =1 (5.39)

To byl szczegdlny przypadek, bo drugi portfel byl wybrany w pewine specyficzny
sposéb .

Rozwazmy ogdlna sytuacje. Wezmy dwa dowolne portfele minimalnowariancyjne
wq oraz wy. Z powyzszej konstrukeji mozna je zapisaé¢ nastepujaco

we = (1 — a)wy + awy, wp = (1 — b)wy + bwy
gdzie a, b to dowolne liczby rzeczywiste. Wyznaczajac stad wgy oraz wy otrzymujemy

web — wpa wp — We + bw, — awy
-, Wqg=
b—a b—a

Mozemy teraz podstawi¢ te zaleznosci do wyrazenia (5.38), czyli uniezalezniamy sie
od szczegélnych portfeli w, oraz wg, a wyrazamy dowolny portfel minimalnowarian-
cyjny jako kombinacje liniowa dwoch innych portfeli minimalnowariancyjnych wy

’U)g:

oraz wy ) N
A +b—1 l—a— A
= a 4
w e + — (5.40)
Suma wag tego portfela dwusktadnikowego
AM+b—-1 1—a—>\A_1

b—a + b—a

Nasze rozwazania zestawmy w twierdzeniu o rozdzielaniu (seperation theorem) lub
twierdzeniu o dwéch funduszach (two-fund theorem)
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Twierdzenie 5.1 (o rozdzielaniu) Portfel minimalnowariancyjny (w szczegdlno-
Sci portfel efektywny) moze byé utworzony przez kombinacje liniowq dowolnych dwdch
réznych portfeli minimalnowariancyjnych. Innymi stowy, dla inwestoréw poszukujg-
cych portfela (funduszu) efektywnego wystarczy, ze inwestujg w kombinacje liniowq
dwdéch réznych portfeli (funduszy) efektywnych.

Twierdzenie to ma powazne konsekwencje. Zamiast inwestowaé bezposrednio na
rynku akcji inwestorzy moga kupowaé (sprzedawaé na krétko) jednostki udziatowe
dwdéch funduszy inwestycyjnych. Oczywiscie zakladajac, ze fundusze te zarzadzaja
portfelami minimalnowariancyjnymi.

Zastanéwmy, sie teraz nad innymi wilasnoéciami portfeli minimalnowariancyj-
nych.

WtlasnoSsci portfeli MV
1. Kowariancja portfela g z dowolnym innym portfelem p jest stala i rowna wariancji
globalnego portfela minimalnowariancyjnego, bo:

cov(rg,rp) = wg -Voow,
Vfl | T
_ <A>V ‘w,
- (v Hr.veow, 1

2. Dla dowolnego portfela minimalnowariancyjnego tak nie jest:
niech

we = (1 — a)wy + awg, wp = (1 — b)wy + bwy

wtedy
1 S/ RWAN
cov(ra,rp) = - + 7%4 N (5.42)

Aby wyprowadzié¢ te zaleznosci nalezy zobaczy¢ rozumowanie w Zataczniku 5.8.

5.6. Problem Markowitza z aktywem wolnym od ryzyka

Do tej pory zakladaliSmy, ze w naszym portfelu mamy tylko aktywa ryzykowne, to
znaczy takie, dla ktorych odchylenie standardowe stopy zwrotu kazdego z nich byto
wieksze od 0. Wprowadzmy do naszego portfela instrument wolny od ryzyka, czyli
taki, ktorego stopa zwrotu jest deterministyczna, czyli odchylenie standardowe stopy
zwrotu takiego instrumentu jest réwne 0, 0 = 0. Takimi instrumentami sa aktywa
oparte o stope procentowa, czyli papiery dluzne (oczywiscie nie uwzgledniamy tutaj
ryzyka niewyplacalnosci emitenta).

Wilaczenie instrumentu wolnego od ryzyka do portfela instrumentéow ryzykow-
nych oznacza, ze inwestor moze lokowa¢ badz pozyczaé po stopie wolnej od ryzyka.
Inwestycje, czyli lokate, w instrument wolny od ryzyka bedziemy oznaczaé ze zna-
kiem plus, natomiast pozyczke bedziemy oznaczaé¢ ze znakiem minus.
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Zalézmy, ze instrument wolny od ryzyka ma nastepujace parametry:
— (deterministyczna) stope zwrotu 7y,
— oczekiwang stope zwrotu 7y = ry,
— wariancj¢ stopy zwrotu oy = 0.

Zalézmy, ze mamy réwniez instrument ryzykowny — portfel akcji (w szczegdlnosci
w portfelu mozemy mie¢ tylko jedna spotke), ktéry ma nastepujace parametry:
- stope zwrotu 7y,
- oczekiwang stope zwrotu 7,
- wariancje stopy zwrotu oy,.

Mamy zatem dwa aktywa — instrument wolny od ryzyka oraz instrument ry-
zykowny. Utworzymy z tych aktywow portfel, przy czym przez w oznaczymy wage
instrumentu ryzykownego w tym portfelu.

Obliczmy teraz stope zwrotu tego dwuskladnikowego portfela

r=1-w)-ri+w-r (5.43)
oczekiwang stope zwrotu
FT=FE(l-w)-rp+w-r|=1-w) rp+w-7p (5.44)
oraz ryzyko portfela
o? = (1—w)2-U?+w2-0§+2w~(1—w)'ap-af‘pfp (5.45)

gdzie py, jest wspélczynnikiem korelacji pomiedzy stopa zwrotu instrumentu wol-
nego od ryzyka i instrumentu ryzykownego.

Z racji tej, ze oy = 0, to dwa ostatnie skladniki tej sumy sg réwne 0. Zatem
odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela dwusktadnikowego

o=w-0op (5.46)

stad mozemy wyznaczy¢ wage instrumentu ryzykownego w tym portfelu

o
w=—
Op
i podstawié¢ do zaleznosci (5.44)
o o Tp—T
F=(1-— Zr, = 7 5.47
7= Up)rf+aprp T+ o o (5.47)

Otrzymalismy liniowa zalezno$¢ pomiedzy ryzykiem portfela dwusktadnikowego o a
oczekiwang stopa zwrotu tego portfela 7. Oznacza to, ze wprowadzenie instrumentu
wolnego od ryzyka powoduje, ze zmienia sie zbiér dopuszczalny, zbiér minimalno-
wariancyjny a takze granica efektywna.
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Zobaczmy jak wygladaja teraz te zbiory. Najpierw skonstruujmy zbiér dopusz-
czalny okreslony przez n spélek (ryzykownych aktywéw). Nastepnie dla kazdego
portfela dopuszczalnego stwérzmy portfel dwusktadnikowy, gdzie tym drugim sktad-
nikiem bedzie instrument wolny od ryzyka. Otrzymamy pek poétprostych wychodza-
cych z punktu (0,7¢). Pek pélprostych wyznaczy nam nowy zbiér efektywny. Zbio-
rem minimalnowariancyjnym beda dwie graniczne potproste wychodzace z punktu
(0,7¢), a zbiorem efektywnym — gérna péiprosta (6.2). Wprowadzenie instrumentu
wolnego od ryzyka dramatycznie powiekszylo zbiér dopuszczalny.

Kiedy mamy mozliwos¢ lokowania i pozyczania po stopie wolnej od ryzyka, gra-
nica efektywna jest prosta wychodzaca z punktu (0,7¢) i styczng do oryginalne;
granicy efektywnej gdy nie byto instrumentu wolnego od ryzyka.

A

E(r)

»
»

o)

Rysunek 5.3. Zbiér efektywny gdy dostepny jest instrument wolny od ryzyka na
rynku.

Zatem dowolny portfel efektywny, dowolny punkt na granicy (prostej) efektywnej,
jest kombinacja liniowa instrumentu wolnego od ryzyka i portfela ryzykownego leza-
cego w punkcie stycznosci tej prostej F'. Mozemy otrzymacé rézne portfele (punkty)
efektywne zmieniajac wage w instrumentu ryzykownego, a tym samym zmieniajac
wage 1 — w instrumentu wolnego od ryzyka. O tym méwi twierdzenie o jednym
funduszu (one-fund theorem).

Twierdzenie 5.2 (o jednym funduszu) Istnieje dokladnie jeden portfel (fundusz)
F, taki ze dowolny portfel efektywny moze byé skonstruowany jako wazona kombina-
cja liniowa portfela stycznego F i instrumentu wolnego od ryzyka.

Ten jedyny portfel F' mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

_ VI (R-rp- 1)
17 VYR —-1-ry)

(5.48)

wr

Aby wyprowadzié¢ zalezno$é (5.48) nalezy skorzystaé z zatacznika 5.8.
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5.7. Zadania

Zadanie 5.1. Akcje spotek A oraz B charakteryzuja sie nasteujgcymi parametrami:

Spotka | Oczekiwana stopa zwrotu | Odchylenie standardowe
stopy zwrotu

A 20% 10%

B 10% 6%

Wspolezynnik korelacji pomiedzy stopami zwrotu tych spotek pap = —1. Tworzymy
portfel sktadajacy sie z tych spotek, ktérego ryzyko mierzone odchyleniem standar-
dowym wynosi 0. Wyznacz:

i) wagi takiego portfela;

ii) oczekiwana stope zwrotu takiego portfela.

Zadanie 5.2. Mamy 3 sp6tki A, B, C. Inwestycja w akcje tych spélek moze przyniesé
nastepujace stopy zwrotu:

prawdopodobienstwo | A B C
0,25 16% | 4% | 20%
0,50 12% | 6% | 14%
0,25 8% | 8% | 8%

Oblicz:
i) oczekiwana stope zwrotu dla kazdej ze spolek;
ii) odchylenie standardowe stopy zwrotu dla kazdej ze spétek;
iii) kowariancje stop zwrotu dla kazdej pary spolek;
iv) wspdélezynnik korelacji stop zwrotu dla kazdej pary spotek.

Zadanie 5.3. Oblicz oczekiwana stope zwrotu i odchylenie standardowe portfeli
podanych w tabeli (charakterystyka spétek jak w zadaniu 5.2):

wagi poszczegolnych spotek w portfelu

portfel A B C

P1 0,5 0,5 0

P2 0,5 0 0,5

P3 0 0,5 0,5

P4 0,3333(3) | 0,3333(3) 0,3333(3)

P5 0,5 0,25 0,25

P6 0,25 0,5 0,25

P7 0,25 0,25 0,5

Zaznacz te portfele na plaszczyZnie ryzyko-oczekiwana stopa zwrotu.
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Zadanie 5.4. Jakie powinny by¢ wagi spolek A, B, C (charakterystyka spdlek jak
w zadaniu 5.2) w portfelu, aby uzyskaé:
i) przy minimalnym ryzyku portfela:
a) stope zwrotu portfela 13% (bez krotkiej sprzedazy)
b) stope zwrotu portfela 9% (bez krétkiej sprzedazy)
c) stope zwrotu portfela 15% (z krétka sprzedaza)
d) stope zwrotu portfela 17% (z krétka sprzedaza)
ii) przy maksymalnej stopie zwrotu portfela:
a) ryzyko portfela 3% (bez krétkiej sprzedazy)
b) ryzyko portfela 4% (bez krétkiej sprzedazy)
c¢) ryzyko portfela 2% (z krétka sprzedaza)
d) ryzyko portfela 1% (z krotka sprzedaza).

Zadanie 5.5. Majac do zainwestowania 1 mln zt jak bedzie wygladala alokacja
aktywow pomiedzy akcje spétek A, B, C z zadania 5.4 gdy ma by¢ spelniony warunek:

Da), i)c), ii)b), ii)d) .

Zadanie 5.6. Dwa portfela I i II znajduja sie w zbiorze minimalnego ryzyka wy-
znaczonego w oparciu o dane trzech spotek A, B, C. Wagi spotek w portfelach I i I1
podane sa w tabeli (dopuszcza sie krotka sprzedaz):

Wq wp We
portfel I | 0,24 | 0,52 | 0,24
portfel IT | -0,36 | 0,72 | 0,64

i) ile wynosza wagi spélek A,B, C w portfelu bedacym potaczeniem portfeli I i II,
jezeli w portfel I zainwestowano 20 tys. zt, a w portfel II zainwestowano 20 tys.
71,

ii) zaznacz usytuowanie portfeli I i II oraz polaczonego portfela powstalego w
wyniku ich potaczenia na wykresie o wspélrzednych wa i wg.

iii) zalézmy, ze z posiadanych 30 tys. zt, 15 tys. zl jest przeznaczone na zakup
akcji spotki A. W jaki sposéb powinny by¢ ulokowane pozostate aktywa pieniezne
pomiedzy akcje spétki B i C, aby portfel byt w zbiorze minimalnego ryzyka?

Zadanie 5.7. Mamy dwie akcje o nastepujacej charakterystyce:

oczekiwana stopa zwrotu | odchylenie standardowe
spotka A 0,10 0,05
spotka B 0,04 0,02

Narysuj wszystkie mozliwe portfele sktadajace sie z akcji tych spétek na plaszezyz-
nie ryzyko-oczekiwana stopa zwrotu. Zaléz ze wspotczynnik korelacji pap miedzy
akcjami wynosi: 1, 0, -1. Dla kazdego z tych przypadkéw oblicz wagi spotek, aby
otrzyma¢ portfel minimalnowariancyjny i ile wynosi to minimum. Zatézmy, ze nie
ma krotkiej sprzedazy.
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Zadanie 5.8. W zadaniu 5.7 zalézmy, ze stopa wolna od ryzyka r; wynosi 8%. Jak
wyglada optymalny portfel?

Zadanie 5.9. Mamy dwie spéiki o nastepujacej charakterystyce:

E(r) | o?
spotka A | 0,14 | 0,36
spotka B | 0,18 | 0,49

Wspétezynnik korelacji stép zwrotu z akeji A i B wynosi 0,7. Stopa wolna od ryzyka
wynosi 0,10. Kupujesz za 5 tys. zt akcje spétki A, a za 2,5 tys. zt akcje spéiki B.
Aby sfinansowaé swoja strategie pozyczasz 2,5 tys. zt. Oblicz:

i) wagi poszczegblnych skladnikéw swojego portfela

ii) oczekiwana stope zwrotu swojego portfela (w % i w wartosci bezwzglednej)

iii) wariancje portfela.

Zadanie 5.10. Spétka A ma duzy potencjal wzrostowy - jej oczekiwana stopa zwro-
tu wynosi 24%. Oczekiwana stopa zwrotu spétki B wynosi tylko 5%. Posiadasz 10
tys. zt i tworzysz portfel: sprzedajac krotko akcje spotki B w wysokosci 40 tys.
zt 1 kupujac za posiadane $rodki (wlasne i z krétkiej sprzedazy) akcje sp6tki A.
Zakladajac, ze nie ma depozytu zabezpieczajacego przy krétkiej sprzedazy oblicz
oczekiwang stope zwrotu swojego portfela.

Zadanie 5.11. Mamy 4 sp6tki o nastepujacej charakterystyce:

E(r) | o

spotka A | 0,05 | 0,20
spotka B | 0,10 | 0,10
spotka C | 0,20 | 0,15
spétka D | 0,15 | 0,30

pap=-0,2; pac=0,3; pap=0,5; ppc=0,2; ppp=-0,5; pcp=0,0.
Portfel sklada si¢ z:
akcji spotki A o wartosci 20 tys. zl,
akcji spotki B o wartosci 30 tys. zi,
akcji spotki C o wartodci 20 tys. zi,
akcji spotki D o wartosci 30 tys. zt.
Portfel jest finansowany $rodkami wiasnymi w wysokosci 20 tys. zt i kredytem w
wysokosci 80 tys. zl, oprocentowanym wg stopy wolnej od ryzyka réwnej 5%.
Oblicz:
i) wagi poszczegblnych spotek w portfelu,
ii) oczekiwang stope zwrotu portfela (w % i w wartosci bezwzglednej)
iii) odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela.
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5.8. Zalacznik. Rozwigzanie problemu Markowitza

Rozwigzanie problemu Markowitza — metoda mnoznikéw Lagrange’a
Problem Markowitza jest problemem szukania eksteremum przy natozonych ograni-
czeniach. Najlepszg metoda rozwigzywania takich problemoéw jest metoda mnozni-
kéw Lagrange’a.

Zdefiniujmy funkcje Lagrange’a £ nastepujaco

1
L= QwTVw + A1 = 1Tw) 4+ y(u — R w) (5.49)

gdzie A iy sg mnoznikami Lagrange’a. Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum
funkcji jednej zmiennej jest znikanie pierwszej pochodnej, czyli rozniczkujmy funkcje
Lagrange’a £ wzgledem wag w i przyréwnajmy do 0

oL

— = —AMl—+yR = .
5w Vw YR =0 (5.50)
Zatem rozwiazanie problemu w*
w* = A\V M 4+4VIR (5.51)

Rozwiazanie zalezy od wspélczynnikéw A i vy, ktére moga by¢ wyznaczone z warun-
kéw ograniczajacych (5.24), (5.23)

1=1Tw* =0TV +41T VIR (5.52)
p=RIw* = ARV 1+ 4RIV IR (5.53)
Wprowadzmy oznaczenia
A=1Tv11
B=1"V'R
C=RT'V'R

Zauwazmy, ze A, B oraz C sa liczbami rzeczywistymi. Zaleznosci (5.52) oraz (5.53)
mozemy teraz zapisaé

1 = M++~9B
uw = AB+~C

czyli mamy uktad dwéch réwnan o dwéch niewiadomych A i v, ktérego rozwiazanie
mozna latwo wyznaczy¢

(5.54)

gdzie
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Zauwazmy, ze A # 0, co wynika z wtasnosci macierzy kowariancji V.
Zatem wariancja stopy zwrotu portfela minimalnowariancyjnego MV

o2 = wlvw*
= wTVOAVT'4+4VIR)
= T+ ~yw*TR
= At
Ap? —2Bu+C

= X (5.55)

jest parabola ze wzgledu na p. Natomiast na plaszezyznie o — E(r) to jest hiperbola.
Znajdziemy teraz punkt minimlnowariancyjny MV P rézniczkujac wariancje sto-
py zwrotu portfela wzgledem zadanej oczekiwanej stopy zwrotu u

- do? _ 2Ap—-2B

0=——= 5.56
0 X (5.56)
Stad oczekiwana stopa zwrotu punktu minimalnowariancyjnego
B
po = (5.57)
i wariancja stopy zwrotu tego portfela
2
UQ:AM§—23M9+C:A%—2B§+CZ—B2+Ac:l (5.58)
g A A AA A
Poréwnujac z wezesniej wyprowadzong zaleznoscia 02 = X + yu uzyskujemy
A=1/A, vy=0 (5.59)
Zatem punkt minimalnowariancyjny MV P wyraza si¢ zaleznoscia
wy = AV '4+4VIR
1
= vl
A
74|
= 5.60
1"v-11 (5.60)

Twierdzenie 5.3 Portfel lezy w zbiorze minimalnowariancyjnym wtedy i tylko wte-
dy gdy jego oczekiwana stopa zwrotu p oraz wartancje stopy zwrotu o? spelniajg

zaleznosé

A
o? = S —pg)* + 0y (5.61)

Granica efektywna zawiera te minimalnowariancyjne portfele, dla ktorych oczekiwa-
na stopa zwrotu WYnosi CONAJMNIE] fig.

Pokazanie dowodu tego twierdzenia stanowi proste przeliczenie.






Rozdzial 6

Model wyceny aktywéw kapitatowych

6.1. Linia rynku kapitalowego

Zalbézmy, ze kazdy inwestor dzialajacy na rynku zna teorie Markowitza i stosuje ja

w praktyce. Przyjmijmy, poza tym, ze

= inwestorzy okreslaja tak samo parametry aktywéw,

= istnieje stopa ry, wedlug ktérej inwestorzy lokuja badZ pozyczaja instrumenty
wolne od ryzyka,

= na rynku nie ma kosztéw transakcji.

7 twierdzenia o 1-funduszu wiemy, ze kazdy racjonalny inwestor bedzie zajmowal

pozycje w ryzykownym funduszu oraz pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka.

Poniewaz kazdy uzywa tych samych wartosci srednich, wariancji i kowariancji, zatem

kazdy wybierze ten sam ryzykowny fundusz. Zatem twierdzenie o jednym funduszu

moéwi, ze bedzie to jedyny ryzykowny fundusz F', w ktérym inwestor powinien zaj-

mowaé pozycje. Co wiegcej, tym funduszem F bedzie portfel rynkowy, czyli port-

fel bedacy suma wazona wszystkich spotek notowanych na gietdzie. Czyli portfel

wszystkich spélek na rynku wazony kapitalizacja.

Ten portfel rynkowy, ktéry jest portfelem optymalnym mozna znalezé nie majac
nawet danych gietdowych i nie obliczajac ich nawet. Oté6z, portfel rynkowy bedzie
wynikal z rownowagi pomiedzy podaza a popytem na dane aktywa ryzykowne.

Stopa zwrotu na aktywach zalezy od ceny po ktérej otwiera sie pozycje i ceny
po ktorej zamyka sie pozycje. Inwestorzy rozwiazujac problem Markowitza uzywaja
tych samych estymat parametréw i generuja zlecenia kupna badz sprzedazy akty-
wéw, tak aby posiadaé portfel optymalny wynikajacy z obliczen. Jesli zlecenia kup-
na/sprzedazy nie spotkaja sie z odpowiednia podaza/popytem to musza spowodowaé
zmiane cen aktywéw. Duzy popyt na aktywa spowoduje wzrost ceny, a duza podaz
aktywow spowoduje spadek ceny. Zmiany cen spowoduja z kolei zmiane parametréw
modelu, a to z kolei doprowadzi do nowych obliczen i poszukiwania nowego portfela
optymalnego. Proces jest kontynuowany, az do osiggniecia poziomu rownowagi.

Ciagle dostosowywanie si¢ cen aktywéw prowadzi do efektywnosci rynku. Zatem
wnioskiem z twierdzenia o jednym funduszu jest to, ze istnieje doktadnie jeden portfel
optymalny, zwany portfelem rynkowym. Bedziemy go odtad oznaczaé¢ M (market),
czyli M = F.
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W takiej sytuacji, gdy inwestujemy w portfel rynkowy M i instrument wolny od
ryzyka, przy czym waga instrumentu ryzykownego wynosi w, mamy zaleznosé

c=w-oy = w=-2 (6.1)
oM

Podstawiajac do (5.44) uzyskujemy

o o
72(1—7)-77—!-7-?]\4 (6.2)
oM oM
i porzadkujac, otrzymamy
P M (6.3)
oM

gdzie:

r stopa wolna od ryzyka,

Ty to oczekiwana zwrotu rynku,

o odchylenie standardowe stopy zwrotu z rynku,

7 oczekiwana stopa zwrotu dowolnego efektywnego aktywa,
o odchylenie standardowe stopy zwrotu tego aktywa.

Prosta, ktora uzyskaliémy to linia rynku kapitatowego (capital market line).
Pokazuje ona relacje pomiedzy oczekiwana stopa zwrotu aktywa od ryzyka stopy
zwrotu, mierzonego odchyleniem standardowym dla aktywéw lezacych na granicy
efektywnej. Relacja ta méwi, ze jesli ryzyko roénie to odpowiadajaca mu oczekiwana
stopa zwrotu tez musi rosnac.

A

E(r)

»
»

o)

Rysunek 6.1. Linia rynku kapitatowego.

Linie rynku kapitalowego mozemy tez prébowaé interpretowaé geometrycznie

™ — T
= oy o+ ML (6.4)
~—~ oM
cena czasu —

cena jednostki ryzyka

Czyli mozemy powiedzieé, ze rynkowa cena ryzyka to nadwyzka nad stopg wolna od
ryzyka na jednostke ryzyka rynkowego.
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6.2. Model wyceny aktywéw kapitatowych

Linia rynku kapitalowego pokazuje relacje pomiedzy oczekiwana stopa zwrotu port-
fela efektywnego a odchyleniem standardowym stopy zwrotu tego portfela. Jednak
ta relacja nie pokazuje jak oczekiwana stopa zwrotu dowolnego aktywa (dowolnej
akcji spotki notowanej na gieldzie) jest zwiazana z ryzykiem tego aktywa. Czyli mo-
zemy zapytaé jaka jest relacja pomiedzy tymi wielko$ciami dla pojedynczych akcji,
ktére nie sa efektywne z natury. OdpowiedZ na to pytanie daje Model Wyceny
Aktywow Kapitalowych (Capital Asset Pricing Model CAPM)

Mozemy przyjaé, ze inwestorzy beda nagrodzeni za ryzyko, ktérego nie da sie
zdywersyfikowaé, ale nie beda za ryzyko dywersyfikowalne. Ogélnie ryzyko na rynku
mozemy podzieli¢ na ryzyko rynkowe i specyficzne. Czyli

ryzyko = rynkowe + specyficzne
= skorelowane z rynkiem + nieskorelowane z rynkiem
= niedywersyfikowalne + dywersyfikowalne
= wystepujace w portfelach efektywnych
+ nie wystepujace w portfelach efektywnych

Zobaczmy zatem jaka jest korelacja stopy zwrotu ¢-tej spoétki ze stpou zwrotu rynku
M

n

n —
cov(ry, rar) = cov(ry, Zw]Mrj) = Zwéwaij = =" ki — '
= = j=1(7'j —ry)
przy czym wj-\/[ jest waga j-tej spotki w portfelu rynkowym M.
Ostatnia réwno$¢ wynika z twierdzenia o jednym funduszu i ze wzoru na wagi w
portfelu rynkowym (5.48).
7 drugiej strony mamy

n n

cov(rpr, Tar) = cov(Zweri,rM) = ZwlMcov(m,rM)
i=1 =1
- Ti—71r M T
_ ZwM i f _ f

o Xiami e i —ry)
Gdy zestawimy te dwie zaleznosci to otrzymamy

Ti—rp  cov(ri, )
Tm—ryf — war(ry)

i po pomnozeniu stronami przez Ty — 7y otrzymamy zaleznos¢ okreslajaca model

CAPM
cov(ri, Tar)

(Pm —rg) = Bi- (Pm —y) (6.5)
var(rar)

T — ry=
gdzie
cov(ri,Tn) oM

var(ryy) N 012\/[

B =
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jest wspotczynnikiem ( i-tej spotki. Wspodlezynnik § mierzy kowariancje stopy zwro-
tu tego aktywa (tej spotki) ze stopa zwrotu rynku M. Aby okresli¢ ryzyko danego
aktywa wystarczy podaé jego wspdtezynnik 5. .

Roéznica 7; — 1 jest nazywana oczekiwang nadwyzka stopy zwrotu i-tego aktywa
nad stopg wolng od ryzyka 7. To jest wielkos¢, o jaka oczekuje sig, Ze stopa zwrotu
aktywa ryzykownego przewyzszy stope zwrotu z instrumentu wolnego od ryzyka.
Podobnie, 7y — 7 jest oczekiwang nadwyzka stopy zwrotu portfela rynkowego nad
stopa wolng od ryzyka ry. Zatem, model CAPM méwi, ze oczekiwana nadwyzka
stopy zwrotu z aktywa jest proporcjonalna do oczekiwanej nadwyzki stopy zwrotu
z rynku. A wspélczynnikiem proporcjonalnosci jest wtasnie wspdtezynnik .

Jesli popatrzymy na wspdlczynnik § jak na znormalizowana wersje kowariancji
aktywa z portfelem rynkowym, to model CAPM moéwi, ze oczekiwana nadwyzka
stopy zwrotu aktywa jest wprost proporcjonalna do jego kowariancji z portfelem
rynkowym.

Wspdlezynnik 8 moze przyjmowaé rézne wartodci:

Bi <0,

0B; = 0, to papier wolny od ryzyka,

Bi < 1, to papier defensywny,

0B; = 1, to rynek,

0B; > 1, to papier ofensywny.

Wspdlezynnik § obliczamy najczedciej na dwa sposoby:
= korzystajac wprost z definicji podanej powyzej,
= wyznaczajac prosta regresji liniowej w oparciu o dane historyczne.

Zwykle do wyznaczenia wspélczynnika 3 stosuje sie dzienne, tygodniowe lub mie-
sieczne stopy zwrotu biorac jako historyczne okno czasowe 6 do 18 miesiecy. Przykta-
dowe obliczenia z zastosowaniem prostej regresji liniowej mozna znalezé w arkuszu.

Rozwazmy dwa szczegdlne przypadki. Przypusémy na poczatku, ze papier warto-
Sciowy jest nieskorelowany z rynkiem, czyli jego wspoélczynnik 8 = 0. Zatem zgodnie
z modelem CAPM mamy 7 = ry. Co oznacza, ze nawet jesli papier wartosciowy jest
bardzo ryzykowny (o duzym o), oczekiwana stopa zwrotu tego aktywa bedzie réwna
stopie wolnej od ryzyka. Zatem nie mamy tutaj zadnej premii za podjecie duzego
ryzyka wyrazonego odchyleniem standardowym stopy zwrotu o. Przyczyna takiej
sytuacji jest to, ze ryzyko aktywa, ktore nie jest skorelowane z rynkiem moze by¢
zdywersyfikowane.

Zalézmy teraz, ze mamy papier wartosciowy o wspotczynniku S < 0. W tym
przypadku 7 < ry, co oznacza, Ze cho¢ papier wartosciowy moze mie¢ nawet bardzo
wysokie ryzyko mierzone wpoélczynnikiem o, to jego oczekiwna stopa zwrotu moze
by¢ nawet mniejsza niz stopa wolna od ryzyka.

Model CAPM zmienia punkt widzenia na problem ryzyka, szczegdlnie gdy chodzi
o ryzyko pojedynczego papieru wartosciowego.

Podajmy teraz przykladowa ilustracje obliczania oczekiwanej stopy zwrotu z mo-
delu CAPM.

Przyktad 6.1 Zal6zmy, ze stopa wolna od ryzyka ry = 5%. Przypusémy, ze ocze-
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kiwana stopa zwrotu z rynku wynosi 7y; = 15%, a odchylenie standardowe stopy
zwrotu z rynku oy = 20%. Rozwazmy papier warto$ciowy, ktéry ma kowariancje
stopy zwrotu ze stopa rynkowa cov(r,ry;) = 0,03. Zatem wspolczynnik [ takiego
papieru wynosi

cov(r,ryr) 0,03

B = 2

oy 0,22

=0,75
Oczekiwana stopa zwrotu tego aktywa wynosi
7=0,05+0,75- (0,15 — 0,05) = 0,125 = 12,5%

O

Wspdétczynnik beta portfela
Przypu$émy, ze mamy portfel n spétek z wagami wi,wo, ..., w,. Stopa zwrotu z
portfela akcji wynosi

n
Tp = E w;T;
=1

zatem kowariancja stopy zwrotu portfela i rynku
n
cov(rp,rar) = Zcov(m, )
=1

to oznacza, ze
n
/Bp = Z wiﬁi
i=1
Wspdlezynnik [ portfela jest érednia wazong wspoélczynnikow (G poszczegdlnych
spotek bedacych w portfelu.

6.3. Linia rynku papieru warto$ciowego

Model CAPM mozemy wyrazi¢ w postaci graficznej. Ta zalezno$é nazywana jest
linig rynku papieru wartosciowgo (Security Market Line SML) i wyraza rela-
cje pomiedzy ryzykiem a nagroda, w postaci oczekiwanej stopy zwrotu. Co wiecej,
podkresla, ze ryzyko papieru wartosciowego jest funkcja jego kowariancji z rynkiem
lub réwnowaznie, funkcja jego wspotczynnika .

Model CAPM implikuje specjalng strukturalng wlasnosé stopy zwrotu z aktywéw
i pokazuje jak wazna miara w okre$laniu ryzyka jest wspoétczynnik (. Zapiszmy
(losowa) stope zwrotu i-tego aktywa nawiazujac do modelu CAPM

ri=rs+Bi(rm—1f) + €& (6.6)

Zmienna losowa ¢; jest tak wybrana, aby zachodzily w rzeczywistosci pewne wla-
snosci. Po pierwsze, F(¢;) = 0 co wynika z modelu CAPM, a jest to réwnowazne
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E(r)

»
»

B

Rysunek 6.2. Linia rynku papieru wartosciowego.

wprowadzeniu wartosci oczekiwanej do wyrazenia (6.6). Po drugie, jesli policzymy
wariancje stopy zwrotu i-tej spotki, to uzyskamy

0 = E(r;—T7;)?
= E(Tf+ﬂi(TM—Tf)+€i—(Tf—l-ﬂi(?M—Tf)))z
= EBi(rm —Tu) +€)?
= EBi(rm—Tu) +€)’
= EBi(rm —Tm) + e — E(e))?
= BPE(rm —Tum)* + Elei — B(e))?
= Bloi, +var(e)

Przy wyprowadzaniu tej zaleznogci skorzystalismy z zatozenia, ze E(e;)? = 0.
Zatem pokazalismy, ze ryzyko (wyrazone wariancja stopy zwrotu) i-tej spotki sklada
si¢ z dwoch czedci. Pierwszy skladnik tej sumy 3?03, nazywamy ryzykiem syste-
matycznym (systematic risk), nazywane przez nas wczesniej ryzykiem rynkowym.
To jest ryzyko zwiazane z rynkiem jako catoscia i to ryzyko nie moze by¢ wyelimino-
wane poprzez dywersyfikacje, poniewaz kazda spotka z niezerowym wspétczynnikiem
0 zawiera to ryzyko.

Drugi sktadnik tej sumy nazywamy ryzykiem specyficznym (specific risk) lub
tez ryzykiem niesystematycznym. Ryzyko to jest nieskorelowane z rynkiem i moze
by¢ zredukowane poprzez dywersyfikacje portfela. To wlasnie ryzyko niesystema-
tyczne, mierzone przez wspolczynnik 3, jest najwazniejsze poniewaz bezposrednio
taczy ryzyko systematyczne innych aktywdéw w portfelu.

Mozmy zatem napisaé

ryzyko = ryzyko systematyczne + ryzyko niesystematyczne

Rozwazmy spétke lezaca na linii rynku kapitatowego CML o wspdteczynniku S.
Odchylenie standardowe stopy zwrotu tego aktywa wynosi 8oy zgodnie z wezesniej-
szymi wyprowadzeniami.
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A

E(r)

»
»

0)

Rysunek 6.3. Ryzyko systematyczne i niesystematyczne.

Ten papier wartosciowy posiada tylko ryzyko systematyczne, bo lezy na CML. Ocze-
kiwana stopa zwrotu tego aktywa wynosi

FZT'f—I—ﬂ(FM—Tf) (6.7)

Rozwazmy teraz zbior aktywow, ktére maja ten sam wspotczynnik . Wedtug mo-
delu CAPM wszystkie te aktywa maja ta samg oczekiwang stope zwrotu, réwna .
Jednak, jesli te aktywa posiadaja ryzyko niesystematyczne, to nie leza na linii CML.
Jesli ryzyko niesystematyczne sie zwieksza to te aktywa leza dalej od linii CML.
Dlatego pozioma odlegtos¢ od linii CML jest miara ryzyka niesystematycznego.

6.4. Implikacje inwestycyjne

Powstaje naturalne pytanie jakie sg konsekwencje inwestycyjne modelu CAPM, czyli
inaczej, czy model CAPM pomaga w podejmowaniu decyzji inwestycyjnych. Nie ma
tatwej odpowiedzi na to pytanie, jednak sprébujmy przyblizy¢ sie do problemu.
Na rynku akcji mozemy inwestowaé
= bezposrednio (osobiscie) — inwestor indywidualny,
= posrednio (poprzez fundusze) — inwestor instytucjonalny.
Fundusze powiernicze nie sa jedynymi inwestorami instytucjonalnymi na rynku
kapitalowym. Wymienmy innych inwestoréw instytucjonalnych:
— fundusze inwestycyjne (powiernicze), ktére dzielimy ze wzgledu na:
— mozliwosci przystapienia:
— otwarte, zamkniete
— wielko$¢ podejmowanego ryzyka:
— agresywnego wzrostu,
— zréwnowazonego wzrostu,
— papieréw dtuznych,
— indeksowe
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— banki dzialajace na wlasny rachunek

— banki inwestycyjne

— instytucje ubezpieczeniowe i fundusze emerytalne
— fundusze hedgingowe (hedge fund).

Warto moze chwile uwagi poswieci¢ funduszom hedgingowym, ktore dziataja na
wielu rynkach, nie tylko na rynku akcji, a poza tym inwestuja nie tylko w instrumenty
rynku kasowego, ale gtéwnie w instrumenty pochodne. Prekursorem ideii funduszu
hedgingowego byt Alfred Winslow Jones, socjolog i dziennikarz finansowy, ktéry
przedstawit idee takiego sposobu inwestowania w 1949 roku. Do najbardziej znanych
funduszy hedgingowych nalezg z pewnoéci Quantum Fund zwigzany z Georgem Soro-
sem oraz Long Term Capital Management (LTCM), ktéry zostal powotany do zycia
przez Johny’ego Meriwether. LTCM po kilku znakomitych latach sukceséw na ryn-
ku, zbankrutowat w 1998 roku, powodujac dos¢ powazne naprezenia w Swiatowym
systemie finansowym, ze wzgledu na wielko$é pozycji jaka posiadat.!

Powracajac do modelu CAPM, to wiemy, ze rozwiazaniem problemu Markowit-
za jest dokladnie jeden portfel (fundusz) rynkowy, ktéry kazdy inwestor powinien
posiada¢ w kombinacji liniowej z instrumentem wolnym od ryzyka. A jak pokaza-
liSmy weczeéniej, portfel taki sktada sie z wszystkich spélek notowanych na rynku,
wazony kapitalizacja tych spélek. Jednak indywidualnemu inwestorowi trudno jest
posiadaé w portfelu wszystkie aktywa kwotowane na rynku, ze wzgledu na koszty
transakcyjne. Dlatego rozwiazaniem tego problemu sg fundusze indeksowe, ktére z
definicji replikuja portfel rynkowy.? Taki fundusz indeksowy moze z powodzeniem
reprezentowaé portfel rynkowy.

Jednak wielu inwestoréw uwaza, ze moze uzyskac¢ lepsze wyniki niz portfel ryn-
kowy. Model CAPM zaklada, ze kazdy inwestor ma doktadnie takie same informacje
o losowych stopach zwrotu aktywow. W rzeczywistosci oczywiscie tak nie jest. I jesli
inwestor posiada informacje, ktore nie posiada rynek, to jest w stanie skonstruowac
portfel, ktory moze by¢ lepszy od portfela rynkowego.

W zwiazku z przeprowadzona powyzej analiza mozemy podzieli¢ strategie inwe-
stowania na rynku akcji na:

= pasywng — zakladamy, ze rynek jest efektywny, wszelkie informacje sg w cenach
akcji 1 nie jestedmy w stanie uzyskaé lepszej stopy zwrotu niz stopa zwrotu z
portfela rynkowego. Ta strategia minimalizuje koszty transakcji, bo kupujemy
portfel rynkowy zmieniajac od czasu do czasu sktad tego portfela. Dodatkowe
oszczednosci zwigzane sg z czasem jaki musimy poswiecaé na analize makro-
ekonomiczng kraju oraz wybranych spélek. Strategia ta moze byé realizowana
poprzez:
1. kupno jednostek funduszu indeksowego,
2. kup i trzymaj (buy & hold) portfel rynkowy,

! Zainteresowanych odsytam do znakomitej pozycji N. Dunbar, Alchemia pienigdza, Liber,
W-wa, 2000.

2 W ostatnich latach coraz wicksze znaczenie majg jednostki indeksowe, ktére sa substytutem
indeksu gietdowego i moga by¢ tatwo nabywane przez inwestoréw.
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3. inwestycje stalej kwoty w okreslonych przedziatach czasu w portfel rynkowy,
aktywna — zakladamy, ze mozemy uzyskaé lepsze wyniki, niz daje stopa zwro-
tu z portfela rynkowego. Dlatego bedziemy poszukiwali szczegdlnych spotek do
naszego portfela. Mozna to zrobi¢ przez:

1. wybér spétek ze wzgledu na:

— wskazniki: cena/zysk P/E, cena/wartos¢ ksiegowa P/BV, zwrot na kapi-
tale ROE czy kapitalizacje spoitki,

— analize techniczng, czyli metodologie przewidywania fluktuacji cen akcji.
Metoda ta jest znana od dawna, a jej poczatki siegaja XVI stulecia, gdy
byla stosowana w Japonii do analizy rynku towarowego. Ogdlnie mozna
w tej metodzie wyrdznic:
= wskazniki techniczne,
= analiz¢ wykresoéw czyli metode Dowa,
= $wiece japonskie,

— analize fundamentalna

2. odpowiednig rotacje sektoréw w portfelu,
3. zajecie dlugiej lub krétkiej pozycji na rynku w odpowiednich interwatach
czasowych (market timing).

Analiza techniczna a analiza fundamentalna. Analiza fundamentalna koncen-
truje sie na tym, co powinno wydarzy¢ sie na rynku. Czynniki brane pod uwage
podczas analizy ceny obejmuja:

poziom podazy i popytu

wahania sezonowe

pogode

polityke

Analiza techniczna jest oparta na trzech podstawowych zasadach:

Rynek dyskontuje wszystko

To oznacza, ze biezaca cena jest odzwierciedleniem wszystkich znanych czynni-
kéw mogacych wplynaé na rynek takich, jak np. czynniki polityczne czy nastroje
rynkowe. Klasyczny analityk techniczny interesuje sie tylko ruchem cen, a nie ich
przyczynami.

Istnieja wzory zachowania si¢ rynku

Analize techniczna stosuje sie do zidentyfikowania wzoréw zachowania sie rynku,
ktérym przypisano okreslone znaczenie. W przypadku wielu wzoréw (zwanych
formacjami) istnieje wysokie prawdopodobienstwo wywotania okreslonego efektu.
Wystepuja rowniez formacje powtarzajace sie w okreslonych warunkach.
Historia lubi sie powtarzac

Formacje, ktére rozpoznano i pogrupowano w ciagu ostatnich 100 lat oraz sposéb
w jaki wiele z nich si¢ powtarza, prowadza do wniosku, ze psychika czlowieka
zmienia si¢ bardzo powoli.
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6.5. Efektywnosé rynku

Wspomnieliémy wczesniej o efektywnosci rynku gietdowego, bez podawania szczegé-
towej defincji. Rynek efektywny, to rynek, na ktérym ceny zawsze w pelni odzwier-
ciedlaja dostepna informacje. Zatem w procesie inwestowania na rynku gietldowym
informacja odgrywa kluczowg role. Nowe informacje naptywajace na rynek powoduja
zmiany cen akcji. W teorii inwestycji, o informacji zaklada sie, ze

— jest bezptatna i wszyscy inwestorzy maja do niej dostep,

— jest generowana przypadkowo i niezaleznie,

— na rynku jest wielu racjonalnych inwestoréw i pojedynczy inwestor swoimi zlece-
niami kupnasprzedazy nie ma wplywa na poziom cen, czyli nie steruje rynkiem,

— inwestorzy reaguja szybko na naptywajace informacje.

Wydaje sie, koniecznym doprecyzowanie zakresu informacji, ktore wptywaja na ceny

aktywéw finansowych. Informacje dzieli si¢ zwykle na trzy grupy

1. informacja dotyczaca cen aktywéw finansowych w przesztodci,

2. wszystkie publiczne informacje, ktére moga wywiera¢ wpltyw na wycene aktywow
finansowych,

3. wszystkie informacje niepubliczne.

W zaleznoéci od tego, ktéra grupa informacji jest uwzgledniana w cenach, wyréznia

sie trzy formy efektywnosci rynku (Efficient Market Hypothesis EMH):

1. staba forme efektywnosci ( Weak Form Efficiency WFE), jesli ceny aktywow noto-
wanych na rynku w pelni odzwierciedlaja informacje dotyczaca cen tych aktywéw
w przesztosci,

2. $rednia forme efektywnosci rynku (Semi-strong Form Efficiency SSFE), jesli ceny
aktywow ksztaltowane sg nie tylko przez informacje z przesztoéci, ale takze na
podstawie wszelkich publicznych informacji, mogacych mieé znaczenie dla ich
poziomu, dostepnych uczestnikom rynku,

3. silng forme efektywnosci rynku (Strong Form Efficiency SFE), jesli ceny aktywéw
finansowych odzwierciedlajg wszelka informacje, w tym informacje niepubliczna.

7Z tego podzialu widzimy, ze mamy inkluzje pomiedzy hipotezami: staba forma zwiera

sie w éredniej, a ta z kolei w silnej formie efektywnosci rynku.

Badania empiryczne dojrzatych rynkéw, potwierdzaja prawdziwosé stabej i éred-
niej hipotezy efektywnosci rynku. Natomiast brak jest dowodéw na istnienie silnej
formy efektywnosci rynku. W praktyce istnieja grupy osob, ktore maja dostep do
informacji, ktéra umozliwia osiagniecie ponadprzecietnych zyskéw. Pierwsza grupe
stanowia animatorzy rynku (market makers), majacy dostep do informacji dotycza-
cych niezrealizowanych zlecen z limitem ceny, co umozliwia im zawieranie korzyst-
nych transakcji. Druga czesé stanowia osoby (insiders) majace dostep do informacji
istotnych dla spétki, a jeszcze nie udostepnionych do wiadomogéci publicznej — czton-
kowie zarzadu, firmy audytorskie i prawnicze obstugujace ta spotke. Reasumujac te
czesé mozemy powiedzied, ze analiza techniczna i staba hipoteza efektywnosci rynku
sa ze soba w sprzecznosci. Co najwyzej, staba hipoteza efektywnosci rynku daje
pewne wskazowki co do analizy technicznej i fundamentalne;j.
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Wiele prac empirycznych doprowadzilo do wykrycia anomalii (nieprawidlowo-
Sci) wyceny papieréw wartosciowych, ktore sa w sprzecznosci do EMH. Anomalie te
zwiazane sg miedzy innymi z takimi czynnikami, jak: anomalie kalendarzowe (efekt
stycznia, efekt poniedzialku, efekt kwartalu), efekt kapitalizacji, efekt cena/zysk,
cena/warto$é¢ ksiegowa. Ich wystepowanie podwaza prawdziwos$é hipotezy efektyw-
nosci rynku kapitalowego w éredniej formie.

Powstaje zatem pytanie, czy w wyniku tych badan hipoteza efektywnosci rynku
kapitalowego powinna byé¢ odrzucona. Na obecnym etapie badan nie jesteSmy w
stanie jednoznacznie odpowiedzie¢ na to pytanie. Jednak, mozna pokazaé, ze anor-
malne zwroty musza wystepowaé, jesli koszty pozyskania informacji sa niezerowe,
czyli stuzag rekompensacie poniesionych naktadow.

Badanie efektywnos$ci rynku
Biorgc pod uwage dotychczasowe rozwazania mozemy stwierdzié, ze podzial efek-
tywnosci rynku kapitatowego prowadzi do stosowania pewnej metodologii dla odpo-
wiedniej formy. Metody badania efektywnosci mozemy podzieli¢ nastepujaco:
1. ocena efektywnosci stabej:
— statystyczne testy efektywnosci rynku; badanie czy zmiany cen sa niezalezne,
— metody oparte na analizie technicznej testujace proste reguty handlu.
2. ocena efektywnosci éredniej:

— badanie reakcji rynku na naptywajace zdarzenia takie jak: splity akcji, zmiany

ksiegowe, oferty publiczne, reakcja na ogloszenia i wiadomosci (informacja z in-

nych gield, dane makroekonomiczne, plotki rynkowe),

— eksperymenty symulacyjne, $ledzace ex post wyniki strategii inwestycyjnych ba-

zujacych na informacjach fundamentalnych, przy zatozeniu, ze byly one dostepne

dla inwestora w danym czasie
3. ocena efektywnosci silnej:

— najczedciej stosuje sie tu ocene efektywnosci portfela funduszu inwestycyjnego

czy portfela inwestora podejrzewanego o posiadanie informacji poufne;j.

6.6. Ocena zarzadzania portfelem akcji

Model CAPM moze by¢ stosowany do oceny jakosci zarzadzania portfelem pa-
pieréw warto$ciowych. Pokazemy na przykladzie w jaki sposéb mozna wyznaczy¢
gléwne miary i jak je interpretowad.

Zalézmy, ze mamy stopy zwrotu z ostatnich dziesieciu lat dla funduszu XYZ,
szerokiego indeksu gietdowego oraz rentownosci 52-tygodniowych bonéw skarbowych
podane w tabeli 6.1.

Chcieliby$smy ocenié¢ jakosé zarzadzania funduszem XYZ. Rozpocznijmy nasza
analize od wyznaczenia $redniej stopy zwrotu oraz wariancji (odchylenia standardo-
wego) stopy zwrotu. Wyznaczamy estymaty (stad pojawia sie " w réwnaniach) tych
wielkoéci odpowiednio
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Tabela 6.1. Stopy zwrotu funduszu XYZ, indeksu gieldowego oraz rentownoéci bo-
néw skarbowych.

stopa zwrotu w %
rok | fundusz | indeks | bon skarbowy
1 14 12 7,0
2 10 7 7,5
3 19 20 7,7
4 -8 -2 7,5
5 23 12 8,5
6 28 23 8,0
7 20 17 7,3
8 14 20 7,0
9 -9 -5 7,5
10 19 16 8,0

oraz

1 n
2 _ Y
s _n—liz::l(n T)

Podstawiajac dane z tabeli 6.1 dla funduszu XYZ, uzyskujemy wartos¢ srednia stopy
zwrotu i odchylenie standardowe stopy zwrotu réwna odpowiednio 13% oraz 12,4%.
Podobnie, dla indeksu otrzymamy 12% oraz 9,4% i bonéw skarbowych 7,6% oraz
0,5%. Nastepnie obliczymy estymate kowariancji stopy zwrotu funduszu XYZ z ryn-
kiem [

> (ri = 7)(ras — Tar) = 0,0107
i=1

cov(r,rpr) = 1
n —

Mozemy teraz policzy¢ wspélczynnik § funduszu XYZ

cov(r,Tpr)
var(rar)

3= = 1,2038

Teraz mozemy wyznaczy¢ miare Jensena J
%—Tf:J—l-ﬂ-(%M—Tf) (6.8)

czyli mamy zalezno$¢ jak w modelu CAPM. Jednak oczekiwane stopy zwrtou sa
zastgpione $rednimi stopami zwrotu i aby zachodzita rownosé, dodatkowo pojawia
sig sktadnik btedu J. Jesli dziata model CAPM, to miara Jensena J = 0. Jesli J > 0
to oznacza, ze fundusz mial lepsze wyniki niz sugerowal model CAPM. Jesli J < 0,
to fundusz mial gorsze wyniki niz mozna sie byto spodziewa¢ z modelu CAPM. W
rozwazanym przypadku

J=F—r; =B (Ty —ry) =13 -7, - 1,2038 - (12 — 7,6) = 0,10328%

Czyli miara Jensena jest dodatnia co oznacza, ze fundusz XYZ byt dobrze zarzadza-
ny.



95

6.6. Ocena zarzgdzania portfelem akcyi

A

E(r) XYZ

»
»

B

Rysunek 6.4. Miara Jensena funduszu XYZ.

Podobnie, stosujac model CAPM mozemy wyznaczy¢ miare Treynora 1" dla fun-
duszu XYZ A

=" _ﬁ’“f = 4,486% (6.9)

Wartos¢ T' jest nachyleniem prostej przechodzacej przez punkt 7, oraz punkt wyzna-
czony przez fundusz XYZ we wspotrzednych S-7. Miara Treynora funduszu XYZ jest
wyzsza niz miara Treynora indeksu Ty; = 4,4%. Zatem znéw mamy potwierdzenie,
ze fundusz XYZ byt dobrze zarzadzany.

A P
XYZ.~

p
-
»

E()

»
»

B

Rysunek 6.5. Miara Treynora funduszu XYZ.

Zobaczmy teraz jakie wnioski ptyna z analizy sredniowariancyjnej. Czy fundusz
XY7Z jest funduszem efektywnym, pomimo tego, ze J > 0 oraz T > 0. Aby zba-
daé¢ efektywno$é¢ funduszu XYZ zastosujmy miare (indeks) Sharpe’a S okreslony
nastepujaco

T—r
S = ! (6.10)

g
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Wartos¢ S jest nachyleniem prostej przechodzacej przez punkt r ¢ oraz punkt wyzna-
czony przez fundusz XYZ we wspolrzednych o-7. Miara Sharpe’a dla funduszu XYZ
wynosi S = 0,4358. Natomiast miara Sharpe’a dla indeksu gietdowego Sy; = 0,4667.
Zatem fundusz XYZ nie jest funduszem efektywnym.

A

E()

»
|

o)

Rysunek 6.6. Miara Sharpe’a funduszu XYZ.

Podsumowujac, miary okreslajace osiagniecia funduszy (portfeli) biora pod uwa-
ge ryzyko i stope zwrotu. Przy czym, miara Jensena jest miara bezwzgledna, na-
tomiast miary Treynora i Sharpe’a sg miary wzglednymi. Wiecej, miara Sharpe’a
pokazuje jaki jest brak catkowitej dywersyfikacji portfela.
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6.7. Zadania

Zadanie 6.1. Dla dowolnych 2 spétek z indeksu WIG i WIG20 oblicz:
i) miesieczna stope zwrotu (okno czasowe: ostatnie 5 lat) .
ii) odchylenie standardowe stopy zwrotu
iii) kowariancje i wspélezynnik korelacji pomiedzy spétkami oraz pomiedzy spél-
kami i indeksem
iv) wspdélczynnik § dla kazdej ze spélek wzgledem indeksu WIG i WIG20
v) wariancje resztowa dla kazdej ze spolek.

Zadanie 6.2. Wyznacz lini¢ papieru warto$ciowego dla z zadania 6.1.

Zadanie 6.3. Mamy portfele A i B o nastepujacych charakterystykach:
E(ra) =0,15; 04 = 0,18

E(rg) = 0,20; o = 0,30

oraz instrument wolny od ryzyka o stopie r; = 0,06.

Ktéry z portfeli daje lepsze wyniki wg miary Sharpe’a?

Co zrobié, aby portfel A dawal taka sama stope zwrotu jak portfel B?

Zadanie 6.4. Jedli aktywa A oraz B maja charakterystyke:

E(ry) = 8,6%; Ba = 0,7

E(rg) = 124%; B = 1,20

i sa poprawnie oszacowane, to jaka jest stopa wolna od ryzyka i stopa zwrotu z
portfela rynkowego?

Zadanie 6.5. Dana jest nastepujaca informacja o spétkach A, B, C:

E(r) | oi | Bi
spotka A | 23% | 25% | 0,8
spotka B | 29% | 27% | 1,2
spotka C | 30% | 32% | 1,3

Stopa zwrotu wolna od ryzyka r =15%, a oczekiwana stopa zwrotu z rynku E(ry)=26%.
Zalézmy, ze na rynku obowigzuje model CAPM. Sprawdz, ktéra spotka jest niedo-
wartosciowa.

Jaka jest miara Treynora kazdej z tych inwestycji?

Zadanie 6.6. Zadanie 16.

Portfel X ma charakterystyke: E(rx)= 0,20, Sx= 0,9, natomiast portfel Y: E(ry)=
0,24, Bx= 1,2. Inwestor moze zaciaga¢ i udziela¢ pozyczek o zerowym ryzyku przy
stopie zwrotu réwnej stopie zwrotu z aktywéw wolnych od ryzyka wynoszacej 14%.
Ktoéry z portfeli bedzie korzystniejszy dla inwestora charakteryzujacego sie awersja
do ryzyka (mierzonego wspélczynnikiem )7
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Modele i ich kalibracja

Gloéwng przeszkodg w stosowaniu analizy Srednio-wariancyjnej w praktyce jest duza
liczba parametréw, ktére nalezy wyznaczyé oraz przyjecie odpowiedniej metodologii
do ich wyznaczenia. Innym bardzo istotnym problemem jest wiarygodno$é danych
do naszych modeli oraz sama kalibracja modelu.

7.1. Modele czynnikowe

Informacja potrzebna do wyznaczenia portfela Srednio-wariancyjnego skladajacego
sie z n spélek wzrasta znaczaco jesli rosnie liczba spotek n w portfelu. W takim
przypadku trzeba znaé:

n oczekiwanych stép zwrotu E(r;),

n wariancji stép zwrotu var(r;),

n(n — 1)/2 kowariancji stop zwrotu cov(rs, r5),

czyli razem 2n + n(n — 1)/2 parametréw.

Jesli przyktadowo portfel sktada sie z n = 1000 spdtek to musimy wyznaczy¢ 501
500 parametréw.

Na szczedcie losowy charakter stop zwrotu rozwazanych aktywéw powoduje, ze
obliczenia moga by¢ zredukowane do znacznie mniejszej liczby czynnikéw (faktoréw),
ktore oddzialuja na indywidualne stopy zwrotu. Przedstawimy teraz takie wladnie
modele, ktore pomagaja wyznaczy¢ parametry do analizy $rednio-wariancyjnej.

7.2. Model 1-czynnikowy

Zacznijmy od najprostszego modelu, czyli modelu 1-czynnikowego. Zalézmy, ze ma-
my:
= n akcji, kazda o stopie zwrotu ; (1 < i < n) oraz
= losowy f czynnik (faktor) dzialajacy na spétke (moze to by¢ przykladowo $rednia
stopa zwrotu indeksu gietdowego).
Zakladamy, ze stopy zwrotu kazdej ze spotek sa powigzane z czynnikiem f zalezno-
Scig

ri =a; +bif + e (7.1)
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gdzie:
a; - staty sktadnik stopy zwrotu, ktdy nie zalezy od rynku,
b; - stala,

e; - btad, ktory koryguje staty a;,

f, e; - zmienne losowe.

Zatem zakladamy, ze stopa zwrotu z papieru wartosciowego zwiazana jest ze sktadni-
kiem niezaleznym od stopy zwrotu z rynku oraz ze sktadnikiem zaleznym od rynku.

Wprowadzmy oznaczenia: var(f) = 0]%, var(e;) = o2,
Do naszych dalszych rozwazan poczynmy pewne zalozenia:
1. warto$¢ $rednia bledéw e; znika, E(e;) =0, 1 <i < n,
2. kazdy z bledéw e; jest nieskorelowany z czynnikiem f, czyli
cov(ei, f) = El(ei — Bles)) - (f = E(F))] = Ele - (f — B(f))] =0,
3. bledy miedzy soba sa nieskorelowane, czyli
E(e;je;) =0,dlal1<4,j<n,i#j.
Przy tak przyjetych zalozeniach, model 1-czynnikowy mozna traktowacé jak prosta
regresji czyli zalezno$¢ stopy zwrotu r od czynnika f, r = f(f), przy czym nachylenie
prostej stanowi wyraz b, natomiast przeciecie prostej to wyraz a.

Przyktad 7.1 Wezmy jako czynnik f portfel rynkowy rjs, wtedy stope zwrotu
dowolnego papieru wartosciowego mozna zapisaé

r; = a; +biry + e (7.2)

Jak wygladaja state a; oraz b; w naszej sytuacji?
Policzmy kowariancje obu stron zaleznosci (7.2) z rynkiem ry;. Wtedy uzyskamy

cov(rpr,mi) = 0+ bicov(rpr, rar) + 0 (7.3)
czyli mamy stala b;
b = G (7.4)
Oblézmy teraz obie strony zaleznosci (7.2) wartoscia oczekiwana
E(r;) = ai + BiE(rm) + 0 (7.5)
zatem mamy stalg a;
a; = E(ri) — BiE(ra) (7.6)
Czyli policzyliémy efektywnie parametry a; oraz b;. O

Jesli zalozymy, ze poprawny jest model 1-czynnikowy (7.1), to mozemy policzy¢
parametry do portfela srednio-wariancyjnego nastepujaco:
1. oczekiwana stopa zwrotu

E(ri) = E(a; + bif +e;) = E(a;) + E(bif) + E(ei) = ai + b, E(f)
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2. wariancja stopy zwrotu

o2 = E(r; —7)?

E((ai + bif + ei) — (ai + bi[))?

E®i(f —f) +e)?

PE(f— )2+ 20:E(ei(f — ) + E(e;)?
_ ot

~

3. kowariancje stop zwrotu pomiedzy i-ta spotka oraz j-ta spétka

oij = E(ri—7i)(r; —7;)
= El(a; +bif +ei) — (ai +b:f)] - [(aj + b f +ej) — (aj + b;f)]
= Ebi(f — F)+e)bi(f — )+ ¢;)]
= bbE(f— F)* +bjE(ei(f — f) + BiE(ej(f — ) + E(eie;)
= bibjo}

poniewaz trzy ostatnie wyrazy sa rowne zero.

Zatem mamy zdecydowanie mniej obliczen niz poczatkowo do wyznaczenia port-
fela $rednio-wariancyjnego. Teraz wystarczy policzy¢ tylko 2n +n(n —1)/2 parame-
tréw aby wyznaczy¢ Srednie, wariancje i kowariancje.

7.3. Model wieloczynnikowy

Poprzednie rozwazania mozna rozszerzy¢ na wiecej niz jeden czynnik. Zalézmy teraz,
ze mamy dwa czynniki f; oraz fs. Stopa zwrotu z i-tej akcji opisana bedzie

ri = a; + Brifi + Baife + e (7.7)

gdzie:
a; - staty sktadnik stopy zwrotu, ktoy nie zalezy od rynku,
bh‘, bgi - stale,
- btad, ktory koryguje statg a;,
f1, f2, e; - zmienne losowe.
Czynnikami moga by¢ przyktadowo: PKB, dynamika produkcji przemystowej, infla-
cje, etc.
Przyjmijmy nastepujace zalozenia o naszym modelu:
1. warto$¢ $rednia bledéw e; znika, E(e;) =0, 1 < i < n,
2. kazdy z bledéw e; jest nieskorelowany z czynnikiem f; oraz fs czyli
cov(e;, fj) = Elei(f; — E(f;))] =0,1<i<n, j=1,2
3. bledy miedzy soba sa nieskorelowane, czyli
E(e;je;) =0,dlal1<4,j<n,i#j.
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Czynniki f; oraz fs sa zmiennymi losowymi, ktére obserwujemy i ich wlasnosci
statystyczne mozna badaé¢ niezaleznie. Dla modelu 2-czynnikowego mozemy ltatwo
wyprowadzi¢ zalezno$é¢ na oczekiwana stope zwrotu z i-tej akcji

oraz kowariancje stop zwrotu

cov(ri, ;) = blibljo']zcl + (b1ibaj + baib1j)cov(f1, f2) + 521‘52]‘0]2027 i
(AR b%iafﬁ + 2b1ib22‘601}(f1, fz) + b%iO';Q, 1=

Parametry by; oraz bs; mozemy znalezé z uktadu réwnan

cov(ri, fi) = buot, + oy g,
cov(rs, fa) = buUfl,f2+52iUJ2c2

Model 2-czynnikowy jest czesto stosowany jako poprawiona wersja modelu 1-czyn-
nikowego. Przykladowo, zalézmy, ze przyjeliSmy model 1-czynnikowy i wyznaczy-
liSmy parametry a; oraz b; metoda regresji liniowej. Jednak moze sie okazaé, ze
bledy sg duze i pokazuja korelacje czynnika z bltedami. Zatem w tej sytuacji model
1-czynnikowy nie jest dobrym przyblizeniem analizowanych stép zwrotu. Moze sie
okazaé, ze zastosowanie modelu 2-czynnikowego bedzie prowadzi¢ do mniejszych
bledéw, a bledy te z kolei moga spelniaé zatozenia o nieskorelowaniu z czynnikami.

Model mozna rozszerzy¢ na wiele czynnikow. Okazuje sie, ze dla rynku ame-
rykanskiego modele zawieraja od 3 do 15 czynnikéw. W praktyce jednak wybor
czynnikéw jest trudnym zadaniem — jest cze$ciowo nauka a czeSciowo sztuka, czy
doswiadczeniem analitykéw budujacych takie modele.

7.4. Model CAPM jako model czynnikowy

Model CAPM moze byé rozpatrywany jako przypadek szczegdlny modelu 1-czyn-
nikowego. Wezmy jako czynnik f stope zwrotu z rynku rjs, a nawet pewna szczegdlng
wersje, a mianowicie niech f = rp; — ry. Zatem kazda stopg zwrotu musimy prze-
skalowac o ¢, czyli model czynnikowy wyrazimy jako zalezno$¢ r; —ry od raf —ry.
W takim uktadzie nasz model bedzie miat postaé

ri —rp=a; + Bilrm —ry) e (7.9)

Oczywiscie obowiazuja takie same zalozenia jak wczesniej.
Roéwnanie charakterystyczne lub linia chcarkterystyczna dla zaleznosci (7.9) po-
wstaje przy zalozeniu, ze e; = 0, czyli mamy

Ty — T :Ozi—i-ﬁi(Y’M—Tf) (710)
Wartos¢ oczekiwana stopy zwrotu wynosi

Ti—rp=0a;+ Bi(Far —7y) (7.11)
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A

r-r,

[

=T

Rysunek 7.1. Linia charakterystyczna papieru wartosciowego.

co daje nam identyczng zalezno$é¢ jak w modelu CAPM z wyjatkiem skladnika «;.
Zatem model CAPM implikuje, ze a; = 0

Obliczmy teraz warto$¢ wspolczynnika ;. Wezmy kowariancje obu stron (7.10)
ze stopa zwrotu rynku rys. Wtedy otrzymamy

oin = Biosy (7.12)

Zatem it
Bi=—=5 (7.13)

oM

mamy wiec doktadnie model CAPM.

7.5. Arbitrazowy model wyceny

Modele czynnikowe prowadza do alternatywnego modelu wyceny aktywéw kapita-
towych, a mianowicie do modelu arbitrazowego (Arbitrage Pricing Theory APT)
zaproponowanego przez Steve Rossa w 1976 roku. Ten model nie zaklada, zZe in-
westorzy oceniajg swoje portfele w oparciu o oczekiwang stope zwrotu i wariancje
stopy zwrotu. Model mowi, ze jesli zwroty sa deterministyczne, to inwestor preferuje
wieksza stope zwrotu niz mniejsza. To zalozenie jest stabsze niz zalozenia modelu
CAPM. Jednak model APT wymaga, aby zbiér aktywéw byl duzy, co w rzeczy-
wistosci nie zawsze jest spelnione. Innym waznym zalozeniem, zwiazanym z nazwa
samego modelu, jest brak mozliwosci arbitrazu na rynku (there is no such thing as
a free lunch).
Przeanalizujmy, uproszczony model 1-czynnikowy dla i-tej akcji

ri =a; + b f (7.14)

Postaé¢ modelu jest specjalna, poniewaz nie mamy tutaj bledu e;. Niepewno$¢ stopy
zwrotu jest zawarta w czynniku f. Kluczowym zalozeniem modelu APT jest to,
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ze jesli nie ma mozliwoéci arbitrazu na rynku, to wielkosci a; oraz b; sa ze soba
zwigzane. Aby znalezé te relacje, wezmy stope zwrotu j-tej spotki

rj=a; + bjf (7.15)
Zat6zmy dodatkowo, ze b; # b;. Tworzymy teraz portfel ze spéiki i-tej oraz j-tej
zakladajac, ze w; = w, wj =1 —w.
Stopa zwrotu tego portfela wynosi

r=wa; + (1 —w)a; + [wb; + (1 —w;)b;] f (7.16)

Wybieramy wage w tak, aby portfel nie zalezal od czynnika f, czyli

b
= 7.17
w= (7.17)
Zatem stopa zwrotu portfela bedzie teraz wynosi¢
aib ] a bl
r=wa; + (1 —w)a; = b —jbi — b J_ b, (7.18)

Ten specjalnie skonstruowany portfel jest wolny od ryzyka, poniewaz jego stopa
zwrotu r nie zalezy od czynnika losowego f. Zatem

r=ry (7.19)

bo inaczej mieliby$Smy mozliwosé¢ arbitrazu. Jesli nie ma nawet instrumentu wolnego
od ryzyka na rynku, to wszystkie portfele utworzone w ten sposéb, czyli niezalezne
od czynnika losowego f, muszg mie¢ taks samg stope zwrotu, stope wolna od ryzyka.
Oznaczmy te stope przez Ao, czyli A\g = ry.

Jesli zatem prawa strona zaleznosci (7.18) réwna sie A\g to

)\O(bj — bl) == aibj - ajbi (720)
czyli

)\()bj — /\bi = aibj — ajbi (7.21)
co po przeksztalceniu daje

(aj - )\O)bi = (ai - /\o)bj (7.22)

i w konsekwencji
a; — /\0 a; — )\0

= 7.23
3 . (7.23)
Widzimy, ze ta relacja zachodzi dla dowolnego ¢ oraz j, czyli
i — A
G20 — const = c (7.24)

b;
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a to oznacza, ze zmienne a;, b; sa liniowo zalezne
a; = Ao + bic (7.25)
Zapiszmy oczekiwana stope zwrotu i-tej spotki
Fi=a; +bif =X+ bic+bf =N+ b\ (7.26)

gdzie A1 = ¢ + f jest rynkows ceng ryzyka dla czynnika f.
Zalezno$¢ (7.26) jest zblizona do réwnania opisujacego model CAPM, bo jesli
f =rm, Ao = 1y oraz \y = Ty — 7y, to model APT jest réwnowazny modelowi
Dla wigkszej liczby czynnikéw mamy podobne rozumowanie.

Twierdzenie 7.1 (model APT dla wielu czynnikéw) Zalozmy, Ze istnieje n spol-

ek, ktorych stopy zwrotu zalezg od m < n czynnikéw zgodnie z réwnaniem

ri = a; + Z bijfj (727)
j=1

dlat=1,2,...,n.
Wtedy istniejq stale Mg, A1, ..., A\m takie, Ze

T, = /\0 + Z bij)\j (728)

dlai=1,2,...,n.
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