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Rozdzial 1

Elementy arytmetyki finansowej

Czas to pienigdz.
Stara prawda

Nie robie przystug. Zadluzam sie.
Motto starozytnego Sycylijczyka

Ile jeste$ w stanie zaptaci¢ dzisiaj za mozliwos¢ otrzymania 1000 zt za rok? Czy
zainwestowanie dzi§ kwoty 900 zt byloby dobrym posunigciem?

Przypudémy, ze za 20 lat przechodzimy na emeryture i bedziemy potrzebowaé
100 tys. zt rocznie. Ile musimy zainwestowaé dzisiaj, aby osiggnaé wyznaczony cel,
jesli mozna inwestowaé §rodki pieniezne na przyktad na 8% w skali roku?

Decyzje finansowe dotycza kosztow i zyskow, ktore sa ponoszone lub uzyskiwane
w réznym czasie. Inwestorzy musza wiec poréwnaé wartosci réoznych kwot pieniez-
nych w réznych okresach.

7 racji tej, ze wycena papieréw dhuznych opiera sie na pojeciu wartosci pienig-
dza w czasie (time value of money), przypomnimy sobie na poczatku podstawowe
idee z tym zwiazane. Wartos¢ pieniadza w czasie odwotuje sie do prostej zasady, ze
zlotéwka dzisiaj (ktéra mamy w reku) jest wiecej warta niz (przyrzeczona) zlotéwka
w przysztosci. Istnieja ku temu przynajmniej trzy powody:

e posiadane $rodki mozemy zainwestowaé (chociazby zalozy¢ lokate w banku) i
zainkasowa¢ odsetki, czyli powiekszy¢ kapital poczatkowy,

100 zt 100 z1
t¥0 t=1 czag t':O t=1 cza;

Rysunek 1.1. Kapitalizacja i dyskontowanie



2 1. Elementy arytmetyki finansowej

e sila nabywcza naszych pieniedzy zmienia sie w czasie ze wzgledu na inflacje!,

e przyszle wplywy pieniezne sa niepewne (wystepuje ryzyko kredytowe (credit risk,
default risk) problem szczegélnie wazny we wspodlczesnych finansach).

Odpowiemy sobie na pytania:

e Ile wynosi wartos¢ przyszta pewnej kwoty pieniedzy danej dzisiaj?

e TIle wynosi wartos¢ dzisiejsza pewnej kwoty pieniedzy danej w ustalonej przysztej
chwili?

Te rozwazania przeprowadzimy w sytuacji, gdy bedziemy mieé tylko jedna ptatnosé

(przeplyw gotéwki) oraz ciag platnosci w rozwazanym horyzoncie inwestycyjnym.

Zaczniemy od najprostszej sytuacji, gdy odsetki nie sa dopisywane do kapitatu po-

czatkowego.

Zatem kwoty pieniezne bedziemy przesuwaé po osi czasu. Przesuniecie kwot pie-
nieznych od ustalonej chwili w przysztosé bedziemy nazywaé kapitalizacjg nato-
miast przesuniecie kwot pienieznych od ustalonej chwili wstecz dyskontowaniem.

W dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze wszystkie analizowane instrumenty dtuz-
ne nie majg ryzyka kredytowego, co oznacza, ze emitent instrumentu zawsze wywiaze
sie ze swoich zobowiazan. Wszystkie przyrzeczone ptatnosci beda zrealizowane.

Pokazemy, ze warto$é¢ pieniadza w czasie mozemy opisa¢ w jezyku stopy spot,
czynnika dyskontowego oraz stopy forward.

1.1. Warto$¢ pienigdza w czasie - jedna platnosé

Najprostszym wyrazem zmiany wartosci pienigdza w czasie sg zmiany wartosci konta
bankowego. Zalézmy, ze na konto bankowe zostaje wptacona kwota PV'. Po rozpatry-
wanym okresie przyjmie ona wartos¢ F'V. Warto$¢ PV bedziemy nazywacé wartodcia
terazniejsza (present value), natomiast wartos¢ F'V wartoScia przyszla (future
value). Réznicg F'V — PV nazywamy (odsetkami).
Wartosé przyszta pewnej kwoty pienieznej bedzie zalezata od tego czy:
e odsetki sa placone tylko od nominalu czyli kapitalizacja prosta (simple inte-
rest),
e dodatkowo od narostych odsetek czyli kapitalizacja ztozona (compound inte-
rest).

1.1.1. Kapitalizacja prosta

Przypuéémy, ze dysponujemy w chwili obecnej gotéwka w wysokosci PV ztotych.
Zalbézmy, ze stopa procentowa dla wkladéw rocznych wynosi r > 0 i ze nie ulegnie
zmianie w ciggu roku. Gdy ztozymy pieniadze w banku na rok, uzyskamy kwote r PV
odsetek. Liczbe r nazywamy (roczna) stopa oprocentowania. W dalszej czesci

1 Proces odwrotny do inflacji - deflacja, sugeruje odroczenie konsumpcji w czasie
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1.1. Wartos$¢ pieniadza w czasie - jedna ptatnosé 3

rT PV FV
t=20 4 t=20
t=1T «czas t=1T czas
PV PV

Rysunek 1.2. Wartos¢ przyszta w kapitalizacji prostej z dotu.

bedziemy stosowaé konwencje, ze wszystkie stopy procentowe sa zawsze podawane
w skali roku. To utatwia ich poréwnywanie i upraszcza zapis.

Kapitalizacja prosta oznacza, ze odsetki nie sa dopisywane do kapitatu. Zaktada-
jac, ze stopa procentowa pozostaje stata, po kolejnym roku mamy dodatkowo r PV
odsetek, co daje razem 2rPV odsetek. Ogolnie, po czasie T mierzonym w latach
uzyskujemy TrPV odsetek, czyli przyszta warto$é (future value) F'V po czasie T
wyniesie

FV = PV(1+rT) (1.1)

Zauwazmy, ze na wartos¢ przyszla sklada sie kapital PV oraz odsetki rT' PV (rys.
1.2). Widzimy, ze odsetki ptacone sa z dotu.

Przyktad 1.1 Przypus$émy, ze mamy PV = 100 zl i lokujemy takg kwote w banku na 2
lata, przy stalym (rocznym) oprocentowaniu r = 8%. Po dwéch latach bedziemy mieé

FV = PV(1+7T) =100 (14 2-0,08) = 100 - 1,16 = 116 zl

O

Liczbe (1 +rT) nazywamy wspdlczynnikiem akumulacji lub czynnikiem war-
tosSci przyszlej w kapitalizacji prostej. Natomiast odwrotnosé tej wielkosci nazy-
wamy czynnikiem dyskontowym (discount factor) DF

1

DET) = 7

(1.2)

Przypus$émy teraz, ze chcemy wyliczy¢ warto$é dzisiejsza PV (present value) pew-
nej kwoty pieniedzy F'V po czasie T liczonym w latach. Czyli wartos¢ dzisiejsza PV
to taka kwota pieniedzy, ktéra ulokowana w banku na okres 7' lat daje nam po upty-
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4 1. Elementy arytmetyki finansowej

wie tego okresu wlasnie kwote F'V. Aby to zrobié, wystarczy przeksztalcié zaleznosé
(1.1) i wyznaczyé PV:

1

PV =
1+rT

FV =(1+rT)"'FV = DF(T)FV (1.3)

Liczbe PV nazywamy tez wartoS$cia zdyskontowang liczby F'V.

Przyktad 1.2 Ile musimy ulokowaé¢ na rachunku bankowym aby méc podejmowaé co rok
12 000 z1 odsetek przy kapitalizacji prostej i stalej stopie oprocentowania 8%?7
Zauwazmy, ze nalezne odsetki mozemy wyznaczyé z zaleznosei (1.1):

FV = PV(1+1T) = PV + PVrT

wiemy, ze odsetki PVrT = 12000 zl i stad

12000 12000

PV = -
V==71 0,081

= 150 tys. zt

O

Majac dane PV, FV oraz T mozemy wyliczy¢ r. Przeksztalcajac zaleznosé (1.1)
uzyskamy stope zwrotu tej inwestycji w danym okresie

_FV-PV
PV

czyli procentowy przyrost wartoéci dzisiejszej. Musimy jeszcze uwzglednié¢ dhugosé
okresu, aby otrzymac stope zwrotu w skali roku, czyli musimy przeskalowaé czas

1 FV - PV
==

T PV

i mamy wtedy stope zwrotu (rentowno$é) z inwestycji w skali roku.

Dotychczasowe rozwazania w zupelnosci wystarczg nam do wyznaczenia rentow-
noéci bonéw skarbowych kwotowanych na polskim rynku pienieznym. Pamietamy;,
ze do wyceny polskich bonéw skarbowych przyjmujemy, ze rok kalendarzowy to 360
dni.

rT

(1.4)

Przyktad 1.3 Inwestor kupuje 26 tygodniowy bon skarbowy o wartosci nominalnej 100 zt,
za 99,09 z1, na 57 dni przed wykupem.

Mamy zatem F'V = 100, PV =99,09, T = %. Policzmy rentownos¢ r tego bonu jako stope,
dla ktoérej wartos¢ dzisiejsza 100 zt za 57 dni wynosi 99,09 zi

57
99,00( 1+ 7= ) =100
’ (”365)

czyli

100 365
r <99709 > == = 0,058 = 5,8%

O

Wersja z dnia 3 stycznia 2010 roku 844



1.1. Wartos$¢ pieniadza w czasie - jedna ptatnosé 5

W tym momencie (jako éwiczenie) warto sobie przypomnieé zagadnienia podazy
pieniadza i zastanowi¢ sie w jaki sposéb Rada Polityki Pienieznej ustala agregaty
monetarne, a w szczegolnosci wysoko$¢ stopy operacji otwartego rynku. Pamietajmy;,
ze ta operacja dotyczy ceny pieniadza za 7 dni, podobnie jak w Europejskim Banku
Centralnym.

Zastanéwmy sie jeszcze nad stopa zwrotu z inwestycji w bon skarbowy.

Przyktad 1.4 Inwestor kupuje skarbowy na okres 30 dni. Chcialby osiagnaé stope zwrotu
z tej inwestycji w wysokosci 2% w tym okresie (nie w skali roku). Ile powinien zaplacié za
bon skarbowy o wartosci nominalnej 100 zt na 30 dni do wykupu tego bonu?

Stopa zwrotu z jego inwestycji musi spelnia¢ warunek

100 - PV

2% PV

Czyli cena PV bonu wynosi
100

PV = ———F—
1+0,02

= 98,039
O

Na polskim rynku pienieznym kwotuje si¢ bony skarbowe podajac ich rentownoé¢,
czyli stope zwrotu (dochodowos$ci) rynku pienieznego (money market yield
MMY). Na $wiatowych rynkach pienieznych stosuje si¢ tez inna konwencje, stuzace
okresleniu dochodowosci inwestycji — stope dyskontowe (discount rate). Zobaczmy
jak pracuje to pojecie.

Przypusémy, ze za rok mamy zaptaci¢ 100 zt. Mamy mozliwos$¢ zaptacenia tylko
92 zi, ale dzi$. Uzyskujemy upust d=8% mierzony jako stosunek réznicy wartosci
przysztej F'V i dzisiejszej PV do wartosci przyszte] F'V. Czyli mamy zalezno$¢ na
stope dyskontowsg
_FV-PV
- FV
Jesli uwzglednimy horyzont czasowy T, ktory jest rozny od 1 roku, to otrzymamy
zaleznosé

d

FV - PV
Roéznice wartoséci przysziej F'V i dzisiejszej PV wystepujaca w liczniku wyrazenia
(1.5) nazywamy dyskontem (discount). Zauwazmy, ze odpowiada to kapitalizacji z
gory (rys. 1.3).

Przyktad 1.5 Wyznacz ceng amerykanskiego bonu skarbowego, jesli do terminu wykupu
pozostalo 50 dni, a stopa dyskontowa d = 3,12%.
Po przeksztalceniu zaleznosci (1.5) dostaniemy

PV =FV(1-dT)
czyli

50
PV =100(1 — 0,0312 - %) = 100(1 — 0,0043) = 99,56667
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6 1. Elementy arytmetyki finansowej

FV
FVv
AT FV (
0t - 0
[ T cza; T T‘ czag
FV PV

Rysunek 1.3. Wartosé¢ dzisiejsza w kapitalizacji prostej z gory

warto$ci nominalnej. Wiemy, ze wartos¢ nominalna takiego bonu to 100 tys. USD. Zatem za
bon musimy zaptaci¢ 99 566,67 USD. O

Gdy przeksztalcimy zaleznosé (1.5) dostaniemy
1
1—dT

Ostatnia zalezno$é¢ dostarcza nam interpretacji stopy dyskontowej d. Jesli wzor (1.6)
jest suma ciagu geometrycznego (przy zalozeniu, ze | dT |< 1), to mozemy napisaé

vV =PV

(1.6)

FV = PV +dTPV + (dT)*PV + (dT)*PV +---

Oznacza to, ze warto$é¢ przyszla otrzymujemy przez dopisanie odsetek w wysokosci
dT PV, a nastepnie odsetek od kwoty odsetek dT - (dT'PV'), odsetek od tej kwo-
ty dT - (dT(dTPV)) i tak dalej. Czyli, gdy dopisujemy odsetki dzi$, kapital ulega
zwigkszeniu o dT'PV, dopisujemy dzi$ odsetki do tej kwoty, kapitat ulega kolejnemu
zwiekszeniu, dopisujemy odsetki od kwoty zwiekszenia i tak dalej. Z zwiazku z taka
interpretacja, stope d nazywamy tez stopa kapitalizacji z goéry.

Kwota dyskonta $wiadczy o koszcie, ktéry ponosi emitent bonu skarbowego. Z
kolei dla jego nabywcy wazna jest informacja o stopie zwrotu r, jaka uzyska z ty-
tutu inwestycji w bon skarbowy. Zatem naturalne jest pytanie o zwiazek pomiedzy
stopami r oraz d.

W analizowanym przykladzie, gdzie d = 0,08 (i zalozeniu, ze T' = 1 rok) mozemy
wyliczy¢ odpowiadajaca stope r: 100 =92 - (14 r), a stad r = 98—2 = 8,696%.

Ogodlnie, poréwnujac wzory na wartos¢ przyszta obliczong dwoma metodami ma-
my

FV = PV(1+1T)
1

Fv =P
v Vl—dT
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1.1. Warto$¢ pienigdza w czasie - jedna ptatnosé 7

i po poréwnaniu obu stron mamy

1
1+TT—1_dT
czyli
1 1 d
" T(l—dT_1>_1—dT’ (1.7a)
1 1 T
= — 1— = 1.
d T( 1+7“T> 1+rT (1.7b)

Przyktad 1.6 Jaka jest rentownoéci r inwestycji w amerykanski bon skarbowy z przykta-
du 1.57
Korzystamy z zaleznosci (1.7a) i mamy

d 0,0312
1—dT"  1-0,0312-

r & = 3,134%

360

O

Zastanéwmy sie nad tym, czy moze zdarzyé¢ sie przypadek réwnosci stopy ren-
townosci r i dyskontowej d, czyli pytamy kiedy r = d? Rozwiazujemy rownanie
ﬁ = 14 2T co daje z = 0. Czyli z wyjatkiem ekstremalnej sytuacji zerowych

stép procentowych mamy zawsze r # d. 2

1.1.2. Instrumenty rynku pienieznego

Kwotowanie to podawanie ceny kupna oraz sprzedazy okreslonego instrumentu
finansowego. Na rynku miedzybankowym obowigzuje zasada kwotowania obustron-
nego, tzn. dealer ma obowiazek podania ceny, po ktorej jest sktonny nabyé dany
instrument oraz ceny, po ktérej jest gotowy go sprzedaé¢. Kwotowania mozna po-
dzieli¢ na:

— informacyjne, ktére nie zobowiazuje dealera do zawarcia transakcji po podanych
przez niego cenach

— transakcyjne, ktére jest obowiazujace dla stron i w czasie zawierania transakcji
nie moga si¢ wycofaé¢ ani zmienié¢ ceny, ktéra weczesniej uzgodniono

Istnieja trzy sposoby kwotowania instrumentéw dyskontowych:

— cenowe (ceny podawane sa w procentach wartosci nominalne;j)

— stopa rentownosci (dochodowosci)

— stopa dyskontowa

Bez wzgledu na sposéb kwotowania inwestor uzyskuje ten sam przychdd. Sposdb
kwotowania instrumentéw dyskontowych zalezy od lokalnego rynku finansowego.

2 Bardzo czesto zdarza sie, ze stopa zwrotu z inwestycji jest przedstawiana w catym horyzoncie
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8 1. Elementy arytmetyki finansowej

Na polskim rynku przyjete sa dwie zasady kwotowania: cenowy oraz stopa docho-
dowosci.

Wymoég kwotowania na podstawie cen wystepuje na rynku pierwotnym, nato-
miast na rynku wtérnym przyjeto zasade kwotowania na podstawie dochodowosci.
W przypadku kwotowania cenowego dealerzy podaja zwykle ceny z doktadnodcia
do 4. miejsca po przecinku, natomiast jesli kwotuja rentownoscia i dyskontem za-
okraglenie wynosi 2 miejsca po przecinku. Zaréwno stopa dochodowoéci jak i stopa
dyskonta podawana jest w skali roczne;j.

Przyktad 1.7 Inwestor nabywa bony skarbowe o nominale 800 tys. zt i 117-dniowym
terminie wykupu po cenie 98,12 za 100. Wyznaczmy

i) kwote jaka musi dysponowaé aby naby¢ te bony skarbowe

ii) rentownos$é¢ nabytych instrumentéw

iii) dyskonto z jakim nabyt te instrumenty.
Kwota, ktérg przeznaczyt inwestor na nabycie bonéw skarbowych to

98,12% - 800 tys. zt = 784,96 tys. zl

Rentowno$é nabytych bonéw
_1FVv-PV 1 100,00 —98,12

= = =95,90
"TT PV 0325 98,12 ,90%
Dyskonto nabytych bonow
1 FV - PV 1 100,00 — 98,12
d=— = 4 = =5,78%

T FV 0325 100,00
Mozemy sprawdzié¢ czy dyskont wyznaczylidémy prawidlowo, podstawiajac do zaleznosci (1.7b)

0,059

=— " __ _578
1+0,059-0325 %

czyli mamy ten sam wynik O
Przeanalizujmy jeszcze inny przykiad.

Przyktad 1.8 Zalézmy, ze inwestor chce nabyé 225-dniowe bony skarbowe i prosi o kwo-

towania dwa banki. Bank A podaje kwotowanie na bazie dochodowosci, ktéra wynosi 6,24%,

natomiast bank B podaje kwotowanie tego samego bonu na bazie dyskonta, ktore wynosi

6,08%. Ktéra z ofert powinien wybraé racjonalny inwestor? (zakladamy, ze bedzie to oferta o

nizszej cenie czy réwnowaznie o wyzszej rentownosci czy réwnowaznie wyzszym dyskoncie).
W przypadku banku A cena oferowanego bonu wynosi

FV 100,00
55 = 96,25%

T 14T 1400624 22

PV

natomiast w przypadku banku B

225
360

Lepsze warunki kupna 225-dniowych bonéw skarbowych oferuje bank B. (Il

PV =FV(1—dT) = 100,00 - (1 — 0,0608 - ) = 96,08%
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1.2. Kapitalizacja ztozona 9

Dzienn rozliczenia transakcji Na rynku miedzybankowym przyjeta jest zasada
rozliczania zawartych transakcji na drugi dzien roboczy liczac od dnia, w ktérym
zawarto transakcje (ustalono warunki transakcji). W zargonie bankowym takie roz-
liczenie nazywane jest "na date spot”. Przykladowo:
— jedli transakcja zawierana jest we §rode, jej rozliczenie przypada na piatek (pod
warunkiem, ze czwartek i piatek sa dniami roboczymi)
— jesli transakcja zawierana jest w piatek, jej rozliczenie przypada na wtorek (pod
warunkiem, ze poniedzialtek i wtorek sa dniami roboczymi)
— jedli transakcja zawierana jest w piatek, a poniedzialek bylby dniem wolnym to
jej rozliczenie przypadatoby na $rode
Data spot jest najpowszechniej stosowana datg rozliczenia, lecz nie jedyna. Nie-
kiedy inwestorzy preferuja inne daty. W przypadku wczesniejszej daty rozliczenia
od daty spot, inwestor moze rozlicza¢ zawarta przez siebie transakcje w tym samym
dniu (data: over night O/N) lub nastepnym po dokonaniu transakcji (data: tom next
T/N)

Repo i reverse repo Operacja repo to transakcja sprzedazy okre$lonego instru-
mentu rynku pienieznego (zwykle dotyczy bonéw skarbowych) z jednoczesnym zo-
bowiagzaniem sie sprzedajacego do jego odkupienia po okreslonej z gory cenie w
okreslonym dniu w przysztosci.

Dla sprzedajacego, transakcja ta oznacza przeprowadzenie operacji repo, nato-
miast dla kupujacego taka transakcja oznacza przeprowadzenie transakcji reverse
repo.

Na transakcje repo mozna patrzeé tez jak na pozyczke srodkéw gotéwkowych
poprzez sprzedaz krétkoterminowych papieréw dtuznych stronie przeciwne;j.

Na transakcje reverse repo jak na lokate srodkéw pienieznych poprzez kupno
kréotkoterminowych papieréw diuznych od strony przeciwne;j.

Popularno$é rynku pienieznego Do najczesciej wymienianych zalet inwestowa-
nia w bony naleza dochodowo$¢, bezpieczenstwo oraz ptynnosé.

1.2. Kapitalizacja zlozona

W sytuacji, gdy odsetki sa dopisywane za kazdym razem do kapitalu, mamy do
czynienia z kapitalizacja ztozona (compound interest). Okres, po ktérym sa one
dopisywane moze by¢ rézny. Typowo jest to rok, 6 miesiecy, kwartal, miesiac lub
dzien i méwimy wtedy o kapitalizacji rocznej, potrocznej, kwartalnej, miesiecznej
lub dzienne;j.

Przypuséémy, ze stopa oprocentowania jest stala i wynosi r w skali roku. Przy
kapitalizacji rocznej po roku mamy PV (1 + r) (tak jak przy kapitalizacji prostej po
roku inwestycji). W drugim roku suma poczatkowa jest PV (1 + r) i jej wartosé po
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10 1. Elementy arytmetyki finansowej

roku wzroénie do (PV (1 +7))(14r) = PV (1 +r)2. Ogdlniej, wartoéé kwoty PV po
T latach obliczamy stosujac T-krotnie powyzsza regule, co daje wzér

FV =PV(1+n)7T. (1.8)

Odsetki od odsetek juz naliczonych w poprzednim okresie nazywamy odsetkami
sktadanymi (compound interest).

PV(1+r)T

t=0 t=1 (=2 =T czas

Rysunek 1.4. Skladanie odsetek

Rozwazmy sytuacje, w ktérej odsetki sa dopisywane co pét roku, a roczna stopa
procentowa jest bez zmian. Przy tej metodzie przyjmuje sie, ze po okresie pétrocz-
nym kwota PV wzrasta o 5PV do PV (1 + %), a po roku do PV (1 + £)?. Ogélnie,
po k okresach pétrocznych mamy

k

r
PV 1+
v(teg)

2T
PV(1—|—2> .

Kapitalizacja pétroczna jest korzystniejsza od rocznej z punktu widzenia osoby
lokujacej pieniadze. Zauwazmy, ze zachodzi taka nieréwnosé (zakladajac, ze r # 0):

a po T latach,

2
ror T\ 9
1 142 -4+ —=(14+=
tr<l+2-5+,=01+7)
czyli mnozac obie strony przez PV uzyskujemy nieréwnosé

T2

PV(1+7) <PV(1+3)
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1.2. Kapitalizacja ztozona 11

Przy kapitalizacji kwartalnej mamy po 3 miesigcach kwote PV (1 + 1), po pét
roku PV (1 + )2, po roku PV (1 + %)%, a po T latach

\ AT
PV(1+4> .

YLatwo sprawdzi¢, ze dopisywanie odsetek co kwartal jest korzystniejsze od kapitali-
zacji pélroczne;j.

Ogodlnie, jesli podzielimy rok na m rownych okreséw i stosujemy kapitalizacje
m-krotna (polegajaca na dopisaniu odsetek co % cze$¢ roku w wysokosci - - PV),
to po k okresach mamy kwote

a po czasie T mierzonym w latach
r mT
FV =PV (1 + ) (1.9)
m

Zauwazmy, ze T lat to m - T okreséw odsetkowych.

Peter Minuit kupit od Indian w 1624 roku wyspe Manhattan za Swieci-
detka o 6wczesnej wartosci 24 USD. Zal6zmy, ze Indianie mieli mozliwo$é
wymiany $wiecidelek na gotéwke 1 zainwestowania tych pieniedzy na 5%
w skali roku. Ile warte bylyby te 24 USD w 2010 roku, je$li by$my
zastosowali kapitalizacje prosta (m = 1) i zlozona (m = 2).

Za efekt czestszej kapitalizacji odpowiada annualizowany (czyli w skali roku)
czynnik stopy procentowej (annualized interest rate factor)

2y

ktory powoduje, ze warto$é¢ przyszla naszej inwestycji zalezy od czestotliwosci kapi-
talizacji. Poréwnajmy wartosci czynnika stopy procentowej. Rozwazmy roczny ho-
ryzont inwestycyjny oraz przyjmijmy, ze mamy roczng stope procentowg r = 10%
(tab. 1.1).

Odwréémy teraz sytuacje. Jesli wiemy, ze za T lat dostaniemy kwote F'V, to
mozemy zapytaé ile dzisiaj jest warta ta kwota, czyli jaka jest wartos¢ dzisiejsza
PV kwoty FV za T lat? Zal6zmy, ze mamy dang stope procentowa r i naliczanie
odsetek 1 raz w roku. Wtedy warto$¢ dzisiejsza kwoty F'V wynosi

PV =FV(1+7r) T, (1.10)
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12 1. Elementy arytmetyki finansowej

Tabela 1.1. Wartosci czynnikéw stopy procentowej
dla réznych kapitalizacji przy r =10%.

Kapitalizacja | czynnik stopy procentowej | stopa efektywna r

roczna (1+47) 1,100000 10,00%
pélroczna (1+5)? 1,102500 10,25%
kwartalna (1+ )t 1,103813 10,38%
miesieczna (1+5)™ 1,104713 10,47%
dzienna (14 55)%° | 1,105156 10,52%

Czynnik (1 +7)~7 znany jest jako T-letni czynnik dyskontowy (discount factor)
DF
DF(T)= (147" (1.11)

Jesli dyskontowanie ma miejsce m razy w ciagu roku, to przeksztalcajac zaleznosé
(1.9) dostaniemy warto$é¢ dzisiejsza kwoty F'V za T lat

r —mT
PV =FV (l—i-) (1.12)
m
i wtedy czynnik dyskontowy
r —mT
DF,,(T) = (1 + )
m

Przykladowo, gdy stopa procentowa r=10%, to 5-letni czynnik dyskontowy dla m =
1 wynosi DF(5) = (140,1)7% =0,6209, a dla m = 4, d45 = (1+0,1/4)~20 = 0,6103.

Policzmy analogicznie czynniki dyskonta dla réznych kapitalizacji. Zaktadamy,
ze mamy roczna stope r=10% i rozwazamy roczny horyzont inwestycyjny (tab. 1.2).

1.3. Kapitalizacja ciagla

Rozwazmy sytuacje, w ktérej odsetki sa dopisywane m-krotnie w ciagu roku. Wtedy
wartosé przyszta F'V kwoty PV po czasie t jest dana

r mt
FV:PV<1+)
m
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1.3. Kapitalizacja ciagta 13

Tabela 1.2. Warto$é¢ czynnikéw dyskontowych dla réznych kapitalizacji przy r=10%.

Kapitalizacja czynnik dyskontowy

roczna (1477t 0,909090
pélroczna (1+%)~% |0,907029
kwartalna (1+5~* | 0,905951
miesieczna (1+{5)~*2 |0,905212
dzienna (14 565) 7% | 0,904850

Gdy przeksztalcimy to wyrazenie uzyskamy

m\ 1t
FV:PV((HT)’) =PV <1+nl@>
o m

m

Zauwazmy, ze wyrazenie (1 + )+ nie zalezy od okresu, a jedynie od czestosci
dopisywania odsetek.
Przechodzac do granicy z czestoécia dopisywania odsetek m oraz korzystajac z

faktu, ze granica
. 1\"
a \ttm | =e
T
uzyskamy zaleznos$¢ na warto$¢ przyszla F'V w kapitalizacji ciaglej

FV = PVe™. (1.13)

m\ 1t
T

Mamy zatem wartos¢ przyszta pewnej kwoty PV w kapitalizacji ciagtej, ktéra
jest matematyczng idealizacja czestej kapitalizacji. Uzyskany wzér jest dosé dobrym
jej przyblizeniem, a jest przy tym znacznie prostszy i tatwiejszy do przeksztalcania
niz wzory zwiazane z wielokrotna kapitalizacja ztozona. Model kapitalizacji ciaglej
ma bardzo wazna wlasnoéé addytywnosci, ktérej nie posiada model dyskretny (w
szczegbdlnosci model kapitalizacji ztozonej).? Niestety kapitalizacja ciagla jest stoso-
wana praktycznie tylko w rozwazaniach teoretycznych natomiast w rzeczywistodci,
rynki kapitalowe stosuja model kapitalizacji dyskretnej.

Nietrudno sie domy$li¢, ze kapitalizacja ciagla bedzie jeszcze korzystniejsza niz
kapitalizacja zlozona, z punktu widzenia osoby lokujacej pieniadze.

Przyktad 1.9 Przypusémy, ze inwestujemy 100 zt na okres 1 roku na 10% w kapitalizacji
ciaglej. Wartos¢ przyszla naszej inwestycji wyniesie:

FV =100- %101 = 110,5171

3 W zasadzie trudno méwié o skladaniu oprocentowania w modelu kapitalizacji prostej.
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14 1. Elementy arytmetyki finansowej

O

Przyktad 1.10 Zalézmy, ze wplaciliémy do banku 100 zt na 2 lata. W pierwszym roku

nasza lokata byla oprocentowana w wysokosci 8% w skali roku, a w drugim roku w wysokosci

12% w skali roku. Jakg uzyskamy kwote po dwéch latach, gdy stosujemy kapitalizacje ztozong

oraz ciggla? Czy bedzie to kwota wyzsza o 8% + 12% = 20% niz kwota poczatkowa?
Zacznijmy od kapitalizacji zlozonej. Po 2 latach mamy

FV =100-(1+40,08) - (14 0,12) = 120,96
Natomiast w kapitalizacji ciaglej wartosé przyszta wynosi
FV =100 %081 . 0121 — 199 14

W obu przypadkach mamy wyzsza kwote niz wynikatoby to z prostego dodania do siebie
stép zwrotu w kazdym z podokresow. O

Konsekwencja tego faktu jest to, ze w przypadku wyznaczania rocznej stopy zwrotu
z inwestycji w przypadku kapitalizacji zlozonej stosujemy Srednig geometryczna, a
w przypadku kapitalizacji ciaglej srednia arytmetyczna.

Przyktad 1.11 Powr6émy do przykladu 1.10. Postawmy sobie teraz pytanie jaka uzyska-
liSmy (roczna) stope zwrotu z inwestycji w przypadku gdy stosujemy kapitalizacje zlozona
oraz ciagla?

Zacznijmy od kapitalizacji ztozonej. Po 2 latach mamy

FV =100-(1+0,08) - (1+0,12) = 120,96
W pierwszej chwili mogloby sie wydawaé, ze (roczna) stopa zwrotu powinna byé érednia

arytmetyczng czyli, ze powinna wynosi¢ 10%. Ot6z tak nie jest. Roczna stopa zwrotu z tej
inwestycji wynosi

_ (B —1= ’ — 1 =19,982%
K (PV) (100,00) 9,982%

Natomiast w kapitalizacji ciaglej wartosé przyszta wynosi
FV =100 - %081 . 0121 — 199 14
Aby policzy¢ roczng stope zwrotu k poréwnajmy
100 - 2% = 100 - £0:08:1+0,12:1
co oznacza, ze roczna stopa zwrotu k wynosi 10%. O

Ogodlnie, mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku kapitalizacji zlozonej roczna stopa
zwrotu jest Srednig geometryczng stop zwrotu w okresach odsetkowych, czyli

k=[(1+r(t1)/m)A +7r(t2)/m)--- (1 +r(tny)/m)"/" (1.14)
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1.3. Kapitalizacja ciagta 15

Natomiast w przypadku kapitalizacji ciaglej, roczna stopa zwrotu jest srednia aryt-

metyczna, czyli

r(t1) +r(t2) + -+ r(tn)
n

k:

(1.15)

gdzie r(t;), dla 1 < i < n to stopa procentowa obowiagzujaca w i—tym podokresie, n
liczba podokresow.
Przy kapitalizacji ciagtej wzor na dzisiejsza warto$¢ PV kwoty F'V danej w chwili
T ma postaé
PV =FVe T, (1.16)

Bedziemy potrzebowaé odpowiedzi na ogélniejsze pytanie: ile wynosi wartosé w chwi-
lit < T kwoty F'V danej w chwili T. Wtedy mamy do czynienia z okresem dlugosci
T —t, wiec kwota PV dana w chwili ¢ przy kapitalizacji cigglej ma w chwili T" wartosé

FV = pverT=h,
Stad wyliczajac PV uzyskujemy odpowiedZ na nasze pytanie:

PV = FVe "1, (1.17)

Uwaga Zauwazmy, ze rézniczkujac funkcje F'V (t) = PVe™ wzgledem t dostaniemy

d
aFV(t) = 'I“PVGTt
zatem spelnione jest rownanie
d
aFV(t) =r-FV(t) (1.18)

z warunkiem FV(0) = PV.

Podamy inne wyprowadzenie réwnosci (1.13) oraz (1.18), aby pokazaé jak rézne
podejscia sie przenikaja. Ustalamy ¢ > 0 i obliczamy warto$¢ oszczednosci w chwili
t + h majac dane FV(t) i uzywajac wzoru (1.1) dla kapitalizacji prostej, co jest
uzasadnione tym, ze mamy na my$li krétki okres czasu h:

FV(t+h)=FV(t)(1+rh).
Stad po prostych przeksztalceniach dostajemy

FV(t+h)—FV(t)
h
Gdy h zmierza do 0, to wtedy iloraz réznicowy z lewej strony zmierza do pochodnej

funkcji F'V () w punkcie ¢ co daje (1.18). Jak tatwo sprawdzié¢, funkcja dana wzorem
(1.13) spelnia to réwnanie.

=rFV(t).
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16 1. Elementy arytmetyki finansowej

1.4. Poréwnywanie stop: efekt kapitalizacji

Jak wspomnieliémy, stopy procentowe podaje sie w skali roku, zatem powstaje na-
turalna potrzeba poréwnania efektywnosci inwestycji przy réznych metodach kapi-
talizacji. Zwykle stopy procentowe podawane sa w skali rocznej (annual percentage
rate APR) wraz z informacja w jaki sposéb sa dopisywane (sktadane) odsetki, czyli
ile mamy okreséw odsetkowych w roku.

Przyktad 1.12 Pewien bank oferuje roczng lokate oprocentowang 6% w skali roku z ka-
pitalizacja poélroczna. Jedli zainwestujemy 10000 zl, to jaka kwota bedziemy dysponowaé
pod koniec roku? Jakie musialoby by¢ oprocentowanie lokaty w kapitalizacji rocznej abysmy
uzyskali ten sam efekt?
Podana stawka 6% nie jest stawka oprocentowania w okresie roku. Stuzy ona tylko do
wyznaczenia oprocentowania w okresach poétrocznych
APR _ % _ 39

m 2

Zatem jesli zainwestujemy 10 000 zt to po roku uzyskamy
10000 - (1 +6%/2) - (14 6%/2) = 10000 - (1 + 6%/2)* = 10609

W drugim okresie odsetkowym, zarabiamy dodatkowo na odsetkach z pierwszego okresu.
Aby uzyskaé¢ kwote 10 609 zt pod koniec roku, musielibySmy zainwestowaé¢ po stopie
6,09%, bo
10000 - (1 4 6,09) = 10609

€O 0oznacza, ze

146,09 =(1+6%/2)
i mamy odpowiedz jaka musi by¢ réwnowazna stopa roczna.
Oznaczmy przez 1y, stope procentows odpowiadajaca m—krotnej kapitalizacji. Efek-

tywna stopa procentowa 7. (effective annual rate EAR) to réwnowazna stopa
procentowa, gdyby kapitalizacja nastepowala tylko raz w roku. Mamy zatem waru-

nek "
147, = <1 + T’”)
m
czyli
r m
Te = (1 + m) -1 (1.19)
m
Zwykle w literaturze przedmiotu mamy zapis
APRN\™
EAR = (1 + R) -1

Przyktad 1.13 Zal6ézmy, ze pani Kowalska chciataby zalozyé lokate bankowa. Poprosita
o oferte kilka bankow i otrzymala nastepujace propozycje:

Wersja z dnia 3 stycznia 2010 roku 844



1.4. Poréwnywanie stép: efekt kapitalizacji 17

Bank A:  8,75% przy kapitalizacji rocznej
Bank B:  8,65% kapitalizacji kwartalnej
Bank C:  8,55% kapitalizacji miesigcznej
Bank D:  8,45% kapitalizacji dziennej
Ktéry bank oferuje najlepsze warunki lokaty?
Gdy podstawimy propozycje podane przez banki do zaleznosei (1.19) uzyskamy:

Bank A: )
Te = (1 + 0’01875> —1=8,75%
Bank B: .
0, 0865
Te = ( > —1=28,93%
Bank C:
= <1 + 0 28255) —1=28,89%
Bank D: 565
0,0845
Te = < 365 ) —1=28,82%
Pani Kowalska powinna wybra¢ oferte banku B. O

Zauwazmy, ze jedli chcielibySmy odpowiedzie¢ na pytanie jaki jest warunek aby
stopa w kapitalizacji m; —krotnej byta réwnowazna stopie w kapitalizacji mo—krotnej.
Odpowiedz uzyskujemy przez poréwnanie z kapitalizacja roczna (czyli stopa efek-

tywna)
rml mi Tm2 mo
1+ =(1+ (1.20)
m1 ma

i w konsekwencji mamy zaleznosé

r mi/ma
Ty = m2(<1 + ml) - 1) (1.21)

m1

Przyktad 1.14 Zalézmy, ze mamy do wyboru lokate roczng oprocentowang w wysoko-
$ci 8% w kapitalizacji pélrocznej. Jaka jest wysoko$é réwnowaznej lokaty w kapitalizacji
kwartalnej?

Przyjmijmy my = 2, ma = 4, rpp,, = 8%. Szukamy r,,, ze wzoru (1.21)

2/4
(1 29) " 1) < ro

Wreszcie oznaczmy przez r. stope odpowiadajaca kapitalizacji ciagtej. Jest ona row-
nowazna stopie r1 z kapitalizacja roczna

O

e =1+nr (1.22)
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18 1. Elementy arytmetyki finansowej

i stad

re =In(1+ 1) (1.23)
W przypadku kapitalizacji m—krotnej mamy zaleznos¢ pomiedzy stopami w kapita-
lizacji ciaglej i zlozonej

r m
e =1+ 1.24
e ( + m) ( )
czyli
rm\ T
re =In (1 + ) =mln (1 + ) (1.25)
m m
badz réwnowaznie
T = m(e"/™ — 1) (1.26)

WeZmy inny przykiad.

Przyktad 1.15 Inwestor stosuje nastepujaca strategie: kupuje 13 tygodniowy bon skar-
bowy na przetargu, trzyma go do wykupu i uzyskane srodki znow reinwestuje w takie same
bony. Jaka uzyska stope zwrotu, jesli na kazdym przetargu taki bon kosztuje 98,28% wartosci
nominalnej, a horyzont inwestycyjny to 1 rok?
Mamy zatem w pierwszych 13 tygodniach FV = 100, PV = 98,28, T' = é—g Rentownosé r
tego bonu
~1100,0 — 98,28
T 98,28

Jesli inwestor kupuje kolejne bony na przetargu przy rentownosci 7%, to mamy analogiczng
sytuacje jak w przypadku kwartalnej kapitalizacji odsetek. Stad efektywna stopa zwrotu z

takiej strategii wynosi
0,07\
Te = (1+ ’4 ) —1="7,186%

= 7,00%

O

Zestawmy warto$ci czynnika stopy procentowej oraz stopy efektywnej dla kapitali-
zacji zlozonej 1 ciggle] przy zalozeniu, ze stopa procentowa r =10% i mamy roczny
horyzont inwestycyjny (tab. 1.3). Widzimy, dla inwestora praktycznie nie ma réznicy
pomiedzy kapitalizacja dzienna a ciagla.

Zestawimy jeszcze w tabeli stopy réwnowazne stopie ry,, =10%.

1.5. Stopa spot

Ceny papierow dtuznych implikuja stopy procentowe. Widzielidmy juz wczesniej, ze
rentownosé papieru dtuznego jest zwiazana z jego cena. Wiemy, ze jeéli ceny papieréw
rosna to rentownosci (implikowane stopy) spadaja i odwrotnie.

Wprowadzimy teraz kolejny instrument dyskontowy, ktéry generuje w czasie swojego
zycia generuje 1 przeptyw gotéwkowy rynku finansowego. Przez obligacje 0-kuponowa
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Tabela 1.3. Wartosci czynnika stopy procentowej oraz stopy efektywnej
przy r =10% dla r6znych kapitalizacji.

Kapitalizacja | czynnik stopy procentowej | stopa efektywna r
roczna (1+47r) 1,100000 10,00%
pélroczna (1+5)? 1,102500 10,25%
kwartalna (14 %) 1,103813 10,38%
miesieczna (1+5)* 1,104713 10,47%
dzienna (14 35)%° | 1,105156 10,52%
ciagta et 1,105171 10,52%
B(T,T)
t T czas
B(t,T)

Rysunek 1.5. Przeplywy gotéwkowe w obligacji 0-kuponowej

(zero-coupon bond lub zeros) z terminem do wykupu w chwili 7" rozumiemy zobowia-
zanie wystawione w chwili 0 przez emitenta obligacji, ktore zobowiazuje go wyptacié
nabywcy obligacji (obligatariuszowi) jej warto$¢ nominalna F' (face value lub nomi-
nal value) w dniu zapadalnosci T. W dalszej czesci bedziemy zakladaé, ze obligacje
nie posiadaja ryzyka kredytowego.

Od tego momentu bedziemy oznacza¢ cene obligacji O-kuponowej przez B i dla
podkreslenia daty kwotowania ¢ i daty zapadalnosci T czesto bedziemy dodawadé
argumenty B(t,T). Zakladamy, ze obligacja nie ma ryzyka kredytowego i w dniu
zapadalnosci T' wyplaca nominal (face value F').

Oczywiscie, mamy zalezno$¢ B(T,T) = F.

Uwaga W literaturze przedmiotu czesto zaktada sie, ze obligacja wyptaca w dniu
zapadalnosci wyplaca 1 co oznacza, ze B(T,T) = 1.
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20 1. Elementy arytmetyki finansowej

Tabela 1.4. Stopy réwnowazne stopie r,,, = 10%; w wierszach
czestotliwo$é¢ kapitalizacji mq, w kolumnach ms.

1 2 4 12 365 cg

1 [800% 78% 7,77% 7.,72% 7,70% 7,70%
2 |816% 8,00% 7.92% 7.87% 7.,84% 7,84%
4 |8.24% 8,08% 8,00% 7,95% 7,92% 7,92%
12 | 8,30% 8,13% 8,06% 8,00% 7,97% 7,97%
365 | 8,33% 8,16% 8,08% 8,03% 8,00% 8,00%
cg | 8,33% 8,16% 8,08% 8,03% 8,00% 8,00%

Czasem, jesli nie bedzie konfliktu, bedziemy dla uproszczenia zapisu stosowaé
notacje B(0,T) = B(T). Zauwazmy, ze zachodzi zalezno$¢ pomiedzy cena dzisiaj a

ceng nominalng
1

BOD) = mmyr?

(1.27)

i stad mamy rentownos¢ obligacji

1/T
r(T) = (B((Z;T)> -1 (1.28)

Tak zdefiniowana stope procentowa r(71") bedziemy nazywaé T-letnia stopg spot.
Stopy spot sa podstawowymi stopami procentowymi okreslajacymi strukture ter-

minowa. T-letnia stopa spot r(T') jest stopa procentowa, okreslajaca stope zwrotu z

inwestycji rozpoczetej dzisiaj a zakonczonej w roku 1.

Przyktad 1.16 Na rynku jest kwotowana 2-letnia obligacja 0-kuponowa. Jej cena B wy-

nosi B(0,2) = 88,0% wartosci nominalnej. Stad cena dzi$ jest dyskontowana stopa 7(2)
100

(1+r(2)?

Zatem 2-letnia stopa spot 7(2) tej obligacji wynosi

88,0 =

100\ "/?
2 = _— — 1 =
r(2) < 5 > 6,60%
([
Podobnie jak wcze$niej, mozemy zwiazac, ze stopa spot czynniki dyskontowe
1

DF(T)= — = 1.29
(T) (1+r(T)T ( )
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1.5. Stopa spot 21

Podajmy moze formalng definicje czynnika dyskontowego DF'.

Definicja 1.1 Czynnik dyskontowy DF(tg,T) w chwili ty dla okresu czasu T — tg
to warto$é obecna (w chwili ty) przeplywu pienieznego w chwili T o nominale 1.

Dla uproszczenia notacji nie bedziemy zaznaczaé explicite zaleznosci czynnika dys-
kontowego od chwili g i bedziemy pisaé

DF(T) zamiast DZF(ty,T).

Warto$é czynnika dyskontowego mozna utozsamiaé¢ z cena w chwili ty obligacyi
0-kuponowej o nominale 1 i czasie zapadalnosci (trwania) 7.

Definicja 1.2 Obligacji 0-kuponowej, wyznaczonej przez czynnik dyskontowy DF (T),
odpowiada zerokuponowa stopa procentowa r(T') okreslona nastepujacq zaleznoscig

DF(T) = (1+rl(T))T (1.30)

lub wprost
1
TY=—~—
") = pRmyiT
gdzie okres czasu T —ty w (1.30) jest liczony wedlug wlasciwej konwencji obliczania
liczby dni pomiedzy chwilg tg a T @ wzgledem bazy roku odpowiedniej dla stosowanej
konwencji.

1=DF(T) VT -1,

Zauwazmy, ze stopa spot r(7T') to inaczej stopa dyskontowa obligacji 0-kuponowej.
Mozemy powiazaé teraz cene obligacji 0-kuponowej z czynnikiem dyskonta

B(T)=DF(T)F (1.31)
Czynnik dyskontowy to cena obligacji 0-kuponowej dla ceny nominalnej F'=1.
Zauwazmy rowniez ze dla réznych konwencji kapitalizacji zaleznosci okreslajace

stope spot beda mialy postaé:
e dla kapitalizacji zlozonej m-krotnej

1 B(T)

DF,(T) = = 1.32
(T) (14 r(T)/m)mT ’a (1.32)

a stad stopa spot

1
e dla kapitalizacji ciaglej

DF,(T) = e "™7T (1.34)

a stad stopa spot

In DF.(T) 1. B(T) InF-InB(T)
T) = — = ——1] = 1.
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22 1. Elementy arytmetyki finansowej

1.6. Stopa forward

Do tej pory skupiliémy sie na stopach procentowych ktére obowiazywaly pomiedzy
chwila dzisiejsza t=0 i chwila w przysztosci t=T. Zajmijmy sie teraz przypadkiem
gdy mamy chcemy wyznaczy¢ stope transakcji pomiedzy chwilami ¢, oraz to w przy-
szlosci.

Przyktad 1.17 Mamy do zainwestowania 100 zt na 9 miesiecy, przy czym mozemy to
zrobi¢ na dwa sposoby
mozliwo$¢ A: inwestujemy na okres 9 miesiecy po stopie 8% p.a.
mozliwo$é B: inwestujemy na okres 6 miesiecy po stopie 7% i to co uzyskamy reinwestu-
jemy na 3 miesigce po stopie f
Obie mozliwosci inwestycyjne trwaja 9 miesiecy. Powstaje naturalne pytanie jaka powinna
by¢ stopa f aby obie mozliwosci dawaly ten sam wynik?
Sprébujmy odpowiedzieé na to pytanie.
mozliwo$¢ A: daje nam po 9 miesigcach
FV,=100-(1+0,08-9/12) = 106,00 zl
mozliwoé¢ B: daje nam po 6 miesiacach
FVg, =100 (1+0,07-6/12) = 103,50 z1
reinwestujac otrzymana kwote po stopie f na okres 3 miesiecy dostaniemy
FVg=FVp, - (1+ f-3/12) =103,50- (1 + f-3/12)
Aby obie inwestycje dawaly ten sam wynik musi zachodzié¢ réwnosé
FV,=FVp
czyli
105,00 = 103,50 - (1 + f - 3/12)
stad f = 9,6618%.
Mogliby$my powiedzie¢, ze brak mozliwosci arbitrazu implikuje rownosc. O
W przyktadzie korzystaliSmy z zaleznosci na réwnos$é¢ czynnikéw wzrostu na rynku

pienieznym

<1 + r(tg)tg) _ (1 4 r(tl)t1> (1 + F(ts — t1)> (1.36)

N 1+ T(tg)tz . 1
= (1 + r(t1)t 1) t

i stad

gdzie:

t1 oznacza krotszy czas inwestycji,

to oznacza dluzszy czas inwestycji,

r(t1) oznacza stope procentowa (stope spot) w krdotszym okresie,
r(t2) oznacza stope procentowa (stope spot) w dluzszym okresie.
Postawmy formalng definicje stopy forward.
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Definicja 1.3 Stope forward f(t;,ti+1) w chwili ty na okres od t; do ti11 to stopa
procentowa implikowana przez stopy spot r(t;) oraz r(tiy1).

W dalszym ciagu stope f bedziemy oznaczaé f(t1,t2) i nazywaé stopa forward
startujaca w chwili ¢; i konczaca sie w chwili ¢, przy czym warunki transakcji sa
ustalane dzisiaj (czyli w chwili 0). Czesto dla podkreslenia tego faktu stosuje sie
notacje f(to,t1,t2), gdzie tg oznacza date zawarcia transakcji.

Zauwazamy, ze stopa forward jest wyznaczona jednoznacznie. To jest bardzo
wazna obserwacja. Gdyby tak nie bylo zachodzitlaby mozliwo$é¢ arbitrazu.

Przyklad 1.18 Mamy mozliwosci inwestycyjne takie jak w przykladzie (1.17). Zalézmy
jednak teraz, ze stopa forward wynosi 11%. Jakiej mozna dokonaé transakcji arbitrazowej?
Przyjmijmy tez dodatkowo, ze cena depozytu i kredytu jest taka sama tzn. bid-ask spread
jest réwny 0.

Arbitrazysta zajmuje dlugg pozycje w aktywach ktore sg tanie i réwnoczesnie przeciw-
stawna pozycje w aktywach ktére sa drogie. W rozwazanym przypadku powinien zadluzac
sie na rynku gdzie moze tanio pozyskaé srodki i ulokowaé drogo. Czyli powinien pozyczy¢
na $rodki na 9 miesiecy po stopie 8% i ulokowaé je na 6 miesiecy po stopie 7% oraz odnowié
lokate na 3 miesigce po stopie 11%. Zyskiem arbitrazowym bedzie réznica 11%-9,6618%,
czyli 1,34%. Jesli przykladowo, inwestor pozyczy 1 mln z! to jego zysk arbitrazowy wyniesie:

1,3382% - 1 mln zt = 13 381,64 z1

W zalozonej sytuacji rynkowej zysk zalezy od kwoty jaka moze zainwestowaé arbitrazysta.
|

Uwaga 1 W praktyce na rynku pienieznym inwestorzy korzystaja z zaleznosci

to t1 to — 11
1 _ V_ [ _n 1 2l
( +rit2) X g dni) ( ) x g6 dni) % ( % 365 dni)

zatem

o 1+r(t2)x%_l . 365
1+7(t) x 4% to — 11

gdzie:

t1 oznacza krotszy czas inwestycji,

to oznacza dhuzszy czas inwestycji,

r(t1) oznacza stope procentowa (stope spot) w krétszym okresie,
r(t2) oznacza stope procentowa (stope spot) w dluzszym okresie.

Uwaga 2 W naszym przykladzie wyznaczyliSmy stope f (%, %) W praktyce rynko-
wej jest to cena kontraktu FRA6x9.

Patrzac na przedstawiona w przykladzie stope forward zaczynajaca sie za 6 mie-
siecy i trwajaca 3 miesiace to, uSwiadamiamy sobie, ze tak naprawde okredliliSmy
instrument pochodny. Jest to kontrakt FRA (Forward Rate Agreement). W naszym
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24 1. Elementy arytmetyki finansowej

przypadku jest to FRA6x9 w ktérej ustalamy wysoko$¢ 3 miesiecznej stopy procen-
towej, zaczynajacej sie za 6 miesiecy od dzisiaj.
Aby okreslié transakcje FRA musimy podaé:
— stope forward,
— tzw. date FRA,
— stawke referencyjna,
— date fixingu.
Przyktadowo przedmiotem transakcji moze by¢é 6M WIBOR za 3 miesiace, czyli
FRA3x9 (pierwsza liczba okresla poczatek okresu, a réznica 9-3 przedmiot transak-
cji: 6M WIBOR).
Nabywca FRA uwaza, ze za 3 miesiace 6M WIBOR bedzie powyzej stopy forward.
W dacie fixingu czyli za 3 miesigce nastapi poréwnanie rynkowego (ustalanego o
godzinie 11.00) 6M WIBORu i stopy forward.

Rynek FRA rozwinatl sie dzieki FX (Foreign eXchange) swapom. Instrumenty te
generowaly czesto niezabezpieczona pozycje.
Przyktadowo, bank transakcje 6M zabezpiecza transakcja 3M czyli powstaje niedo-
pasowanie 3x6. Niedopasowanie moze by¢ zamkniete kontraktem FRA 3x6.
Przesledzmy dziatania banku:
kupuje 6M FX swapa (sell spot, buy 6M forward),
sprzedaje 3M FX swapa (buy spot, sell 3M forward)
i zamyka niedopasowanie sprzedajac FRA 3x6. 4

Podobnie jak dla stopy spot, mozemy wyznaczyé¢ dla stopy forward terminowy
czynnik dsykontowy DF(t,t2) nastepujaco:
1
DF(t1,t0) = 1.37
( ) 1+ f(t1,t2)(ta — t1) ( )
Zauwazmy, ze zalezno$é¢ (1.36) mozemy wyrazié¢ réwniez w jezyku czynnikéw dys-
kontowych

DF(ty,ty) = DF(t3) DF (1)

Stopa forward w modelu kapitalizacji ztozonej Pokazemy teraz, jak zdefinio-
wacé stope forward w kapitalizacji ztozonej, dla dowolnej liczby okreséw odsetkowych
m. Dla inwestycji powyzej roku, dla modelu kapitalizacji zlozonej (m okreséw na
rok), i < j poréwnajmy czynniki wzrostu

AL L . =)
(1027 (10) (1 60 0

4 Wiecej na temat transakcji FRA oraz transakcji swapowych mozna znalezé w bardzo cieka-
wym artykule na temat transakcji swapowych: L. Krawczyk, ....
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skad stopa forward

(1) /m im (j*}i)'m
f(ivj):m[(iir(?)/ g ] —m (1.39)

W szczegodlnoscei dla m = 1 mamy

(1 + r(j))j - (1 + r(i))i(l + f(z‘,j))(ji) (1.40)

zatem stopa forward

1
)= [
1, = |- -1 1.41
UCE) [(Hr(z))l (141)
Czesto, jesli nie ma kolizji oznaczen stosuje sie notacje (1) zamiast r(¢1), majac na
mysli roczna stope spot.
Podobnie jak wczeéniej mozemy réwniez zdefiniowaé terminowy czynnik dyskon-
towy dla modelu kapitalizacji ztozonej. Wezmy dowolne m, wtedy terminowy czynnik

dyskontowy
1

(1 + f(t,ta)/m

Zauwazmy, ze mozemy wyrazi¢ relacje pomiedzy stopami spot a stopa forward w
jezyku czynnikéow dyskontowych

DFp(t,ts) = (1.42)

)m(trtl)

DF(ty,ty) = DF(t3) DF (1) (1.43)

Przyjrzyjmy sie blizej relacji pomiedzy stopami forward a stopami spot. Wezmy
zaleznosé (1.40). Dla i =1 oraz j = 2 mamy

(1+7(2)% = 1 +r1)(1+ £(1,2)" (1.44)
adlai=2oraz j =3
(1+7r3)° = (1+r2)°(1+ £(2,3)? (1.45)
Podstawmy zalezmosé (1.44) do (1.45) i dostajemy
(L+7(3)" = (L+r(D)) L+ F(12) (1 +F(2.3) (1.46)

Jesli dodatkowo oznaczymy roczna stope spot r(1) jako stope forward startujaca
dzi$ 1 konczaca si¢ za rok f(0,1) to uzyskamy

(1+7(3)° = (14 £(0, 1)) (1 + £(1,2)) (1 + £(2,3)) (1.47)
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7(tq) f(ta,t5)

tl tQ tg t4 t5 lata
Rysunek 1.6. Stopy spot i roczne stopy forward

Widzimy, ze 3-letnia stope spot 7(3) mozemy wyrazi¢ poprzez roczne stopy forward

f(0,1), f(1,2) oraz f(2,3).
Powtarzajac rozumowanie, k—letnia stope spot mozna wyrazi¢ poprzez roczne
stopy forward

(1+7(0) = (14 FOD) L+ £1.2) - (14 f(k— 1K) (1.48)

Widzimy, ze k—Iletnia stopa spot jest srednia geometryczng rocznych stép forward

Zauwazmy, ze stope forward mozna tez zdefiniowa¢ w jezyku cen obligacji 0-kupo-
nowych. Zapiszmy zaleznos$¢ (1.40) dla j = k oraz i = k — 1, wtedy dostaniemy

(1 + r(k:))k - (1 (k- 1))161 (1 FFe—1, k)) (1.49)

i stope forward mozemy wyrazi¢ za pomoca cen obligacji 0-kuponowych B(k — 1)
oraz B(k)

(1 + r(k))k

(1+r(k- 1))]H

B(k—1)

T W

flk—1,k) = —1 (1.50)
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Oczywiscie ostatnig zalezno$¢ mozna réwniez wyrazi¢ w jezyku czynnikéw dyskon-

towych ( )
DF(k—1
f(k—=1,k) = TDF(R)

Sprobujmy skorzystaé z tych obserwacji w nastepujacym przyktadzie.

~1=DF Yk—1,k) -1 (1.51)

Przyktad 1.19 Zal6ézmy, ze rynek kwotuje ceny obligacji 0-kuponowych nastepujaco

t | 1 2 3 4
B(0,t) | 0,9512 0,8976 0,8323 0,7629

Wszystkie obligacje maja wartosé nominalna réwng 1 mln zl. Klient banku chcialby
pozyczy¢ 10 mln zt na rok za 3 lata od dzisiaj. Czy bank moze zagwarantowaé¢ mu stope
procentows takiej pozyczki?

Aby daé¢ odpowiedz klientowi, bank powinien zastosowaé nastepujaca strategie:

e kupi¢ 10 obligacji 3-letnich, ktére kosztuja

10000000 - 0,8323 = 8323 000

e sfinansowaé ten zakup sprzedaza 4-letnich obligacji w kwocie 8323000 zl i wartosci
nominalnej
8323000/0, 7629 = 10909 687

e ta strategia spowoduje zobowigzanie za 4 lata w wysokosci 10909 687 zl.
Przeplywy gotéwkowe z tej strategii wygladaja nastepujaco:

rok 0 1 2 3 4

kupno 3-letniej obligacji | -8323000 0 0 10000000 0
sprzedaz 4-letniej obligacji | 8323000 0 O 0 -10909 697
suma 0 0 0 10000000 -10909697

Z punktu widzenia banku mamy przeptywy pod koniec 3 oraz 4 roku. Rentownos¢ takiego

instrumentu wynosi
10909697

10000000
i to jest szukana stopa forward.
Oczywiscie stope forward f(3,4) mozemy policzy¢ ze stop spot. Stopy spot implikowane
przed ceny obligacji 0-kuponowych wynosza odpowiednio:
r(l) =B(1)"Y'-1 =5,130%
(2) =B(©2)"Y?2—-1 =5,550%
r(3) =B3)"Y/*—-1 =6,310%
(4) (4)~Y4 -1 =7,000%

1 = 9,0969%

i stad stopa forward f(3,4)

4
W’ — 1 = 9,0969%
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Dla dowolnego m mamy zaleznos¢ pomiedzy stopami spot i forward

1+ <>) - (s <>)( | f<>)” (152)

m m m

i w jezyku cen obligacji 0-kuponowych

1 B 1 f(ti,t') m(tj—ti)
B(tj)  B(t;) (1 L : > (1.53)

co w konsekwencji prowadzi do zaleznosci

st = m{ (B4 T ) (150

Stopa forward w modelu kapitalizacji ciaglej Zobaczmy teraz jaka jest za-
leznos¢ na stope forward w modelu kapitalizacji ciaglej. Poréwnajmy odpowiednie

czynniki wzrostu
ot | of-(ta—t1) _ r(t2)ta (1.55)

gdzie:

r(t1) - stopa spot inwestycji zapadajacej w chwili ¢;

r(t2) - stopa spot inwestycji zapadajacej w chwili ¢o, przy czym t; < to
f - stopa forward dla inwestycji w okresie czasu pomiedzy t; a to.

Z zaleznosci (1.55) dostajemy

r(ty) -t 4 f - (ta —t1) = r(t2) - t2

1 ostatecznie
T’(tg) . tQ — T’(tl) . tl
to — 11

i w cen obligacji 0-kuponowych i czynnikéw dyskontowych

1 DF(t;)\ 1 B(t1)
f= ta — 11 o (DF(t2)> Cte—t i <B(t2)> (1.57)

[ =f(ti,t2) =

(1.56)




Rozdzial 2

Wartos$é pienigdza w czasie — strumien
platnosci

Dotychczas rozwazalidmy tylko takie sytuacje, w ktérych wystepowal doktadnie je-
den przeplyw gotowki w czasie. W rzeczywistosci wiekszo$¢ inwestycji obejmuje
zwielokrotnione przepltywy gotéwkowe. Przykltadowo na emeryture musimy odktadaé
co miesigc okreslona kwote pieniedzy. Teraz rozwazymy sytuacje gdy bedzie wiecej
przepltywow gotéwkowych w trakcie inwestycji. Odpowiemy gtéwnie na pytanie jaka
jest wartos¢ przyszta i warto$é¢ dzisiejsza takich przeplywoéw.

2.1. Warto$¢ dzisiejsza strumienia pltatnosci

Zaczniemy od renty czyli strumienia (ciagu) réwnych platnosci w czasie.

2.1.1. Renty

Renta to strumien przeptywéw pienieznych nastepujacych w ustalonych momentach
w przyszlosci. Renta wieczysta (perpetuity) oznacza nigdy nie ustajacy ciag ta-
kich platnosci, natomiast renta okresowa (annuity) obejmuje skoniczona ich liczbe.
Mozemy wyrdznié rente z platnosciami z gory (annuity due) i z platnosciami z dotu
(deferred annuity).

Przyjmujemy najpierw dla uproszczenia, ze wyplaty odbywaja sie raz do roku,
w réwnej wysokoéci A, przy czym pierwsza wyplata ma miejsce za rok od dzisiaj.
Przyjmijmy stope procentowa r przy kapitalizacji rocznej.

Aby wyznaczy¢ wartos¢ dzisiejsza takiej renty wieczystej PV musimy zdyskon-
towaé¢ wszystkie platnosci na dzien dzisiejszy. Pierwsza wyplata A bedzie dyskon-
towana czynnikiem (1 + r)~!, druga wyplata A czynnikiem (1 + )72, etc. Zatem
mamy nastepujaca zaleznosé

A A A
PV —
V= Tarme Y aae




30 2. Warto$¢ pienigdza w czasie — strumien ptatnosci

czas
Rysunek 2.1. Ptatnosci z dotu w rencie okresowej

Widzimy, ze jest to nieskonczony ciag geometryczny. Sume takiego ciagu mozemy
wyznaczy¢ ze wzoru

00
a

Z agt !t = , przy zalozeniu | ¢ |< 1
l—q
k=1
gdzie w naszym przypadku a = ﬁ, q= l—ir Zatem
C C C C 1 C
I+r (Q+r)?2 (1+47) T l+rl- L

1+r

Przyktad 2.1 Chcemy otrzymywaé bezterminowy (myslimy réwniez o zabezpieczeniu na-
szych potomnych i ich potomnych) strumien 20 tys. zl rocznie. Jesli stopa procentowa r
wynosi 10%, to jaka jest warto$¢ dzisiejsza takiej renty?

Korzystamy ze wzoru (2.1) i mamy % = 200 tys. zt. Jesli mamy by¢ beneficjentami takiego
ciagu platnoéci to wcale nie jest to duza kwota. O

WezZmy bardziej praktyczny przypadek, czyli sytuacje gdy mamy skonczony stru-
mien przeplywoéw gotowkowych. Zalézmy, ze mamy dwie renty wieczyste platne z
dotu: w pierwszej rencie pierwsza ptatnosé nastepuje za rok a w drugiej za T + 1 lat.
Wtedy renta okresowa sktadajaca sie z T' ptatnosci z dotu

C C C
P E
V= 1+r) 1+r+(1+7")2+ +(1—|—7")T

obliczamy jako réznice dwéch rent wieczystych
A A 1 A 1
= l1—-—— | =A-PVA(r,T
r r(1+r)T r ( (l—i-r)T) (r, 1),
gdzie

PVA(r, T) = 1(1 - (le)T)
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oznacza czynnik renty okresowej ().

Przyklad 2.2 Firma ubezpieczeniowa sprzedaje 20-letnig rente okresows platng w wyso-
kosci 12 tys. zt rocznie. Przypusémy, ze stopa procentowa r = 7%. Jaka powinna by¢ cena
takiej renty?

Obliczmy wartos¢ dzisiejsza takiej renty

1 1
12 000 - (1=
0,07 ( (1+ 0,07)20)
12 000 - 10,594 = 127 128 zl

PV

O

Jedli mamy rente okresowa o m platnosciach w roku w wysokosci A/m kazda, to
wartos¢ dzisiejsza T-letniej renty okresowej, bedzie wyrazona zaleznoécia

n. A A A A
PV = m__ o _m m NS m
—(I+5)0 1+ 1+ 5)? (145"

gdzie: liczba platnoéci n = m - T. Skorzystajmy, ze wzoru na sume skonczonego
szeregu geometrycznego
n
1—
Z a® ' =a : q
k=1

—q

n

A/m _ 1
1+r/m> 9= 1+r/m” Zatem

1
U A/m 1= g mym :Am<1_1>:A(1_1>
1+7r/m 1—% mr (1+r/m)n r (1+7r/m)n

(2.2)

gdzie w naszym przypadku a =

W przypadku czestszych ptatnosci czynnik renty okresowej ma postaé

PVA&JZm):i(l—(1+;ﬁMn>

Zalézmy teraz, ze mamy rente okresows platna z dotu, w ktérej ptatnosé rosnie co
rok o stope g.
Wartos¢ dzisiejsza takiej renty mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

A Al + Al + ¢g)T1
(i+g) ., AQ+g) —

PV =
I+r  (147r)? (14r)7T
1 (+g) 1+g"!
[1+r+<y+m T
1+g T
= A 'r—g 1— <1+7‘) ‘]eSh r 7& 9 (23)
L jeslir =g
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A A(l+g) Al +g)T1

t=0 t=1 t=2 t=T  czas

Rysunek 2.2. Platnosci z dotu w rencie okresowej ze wzrostem g

Zauwazmy, ze dla kazdej rozwazanej do tej pory renty wieczystej mozemy wyznaczy¢
wartosé przyszla mnozac wartosé dzisiejsza przez odpowiedni czynnik wzrostu. I tak
dla ptatnosci raz w roku mamy

FV=PV(1+nrT= ‘f(1— (1+17«)T> <1+r>T = f<(1+r)T— 1) (2.4)

Przyktad 2.3 Zalézmy, ze chcemy oszczedzamy pieniadze na emeryture. Zatézmy, ze ma-
my teraz 25 lat i w wieku 65 lat chcemy przejs¢ na emeryture i mie¢ odlozone 1 mln zi.
Mamy mozliwo$é zwigkszaé co rok wplaty na nasze konto emerytalne o 4%. Jaka powinna
by¢ pierwsza wplata, jesli stopa r=7%7
Policzmy najpierw warto$¢ dzisiejsza takiej renty
FV 2 mln zt

PV — _ — 66780 21
1+n)T ~ (1+0,07)%0 z

Stad mozemy policzy¢ parametr A

1 1+¢\]\' 66780
A= PV 1— - — 2048, 86 71
(T—g[ <1+r)]> 22,646 oz

Zatem musieliby$my odlozy¢ w pierwszym roku 2 948,86 zt na poczet przyszle emerytury.
|

Rozwazmy jeszcze inny przyklad.

Przykltad 2.4 [kredyt hipoteczny] Kupujemy dom za 600 tys. zt. Wplacamy 25% kwoty,
czyli 150 tys. zl a reszte czyli 450 tys. zt finansujemy kredytem hipotecznym, gdzie nabyty
dom jest zabezpieczeniem. Zaldézmy, ze kredyt zaciggneliSmy na 30 lat i bedziemy splacac
miesiecznie stala rate (jako sume raty kapitalowej i odsetkowej). Oprocentowanie kredytu
jest state i wynosi 8%. Jaka jest wysoko$é takiej raty?
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Oznaczmy przez M wysoko$¢ miesiecznej raty. Mozemy z zaleznosci na wartos$¢ dzisiejsza
renty okresowej napisac

360 M
4 = _
50000 ; (1+ (0,08/12))

B M . 1
B (0,08/12)( a (1—&-0708/12)360)

0,9086
= ’ 2.
0,08/12 (2:5)
Stad mamy miesieczna platnosé w wysokosci
0,08/12
M=4 : = 1,94 zt
50 000 0.9086 3301,94 z
Efektywna stopa procentowa EAR takiego kredytu to:
EAR = (1+40,08/12)' — 1 = 8,30%
O

Sposéb splaty kredytu przedstawiony w przykltadzie to kredyt amortyzowany. Wez-
my teraz jeszcze inny przyktad.

Przyktad 2.5 Zalézmy, ze wygraliémy na loterii specjalng nagrode ktéra ptaci 80 tys.
zt co rok przez najblizsze 10 lat. Czy mozemy nazywaé si¢ milionerami? Przyjmijmy do

obliczen stope r= 8%.
Obliczmy wartos$¢ dzisiejsza takiej renty

1 1 1 1
PV=A-(1-——)=800-——(1- = 536 807 21
r( (1+7‘)T) 0,08 ( 1,0810> z

Nie mozemy sie nazywaé¢ milionerami. A gdybysmy otrzymywali takie kwoty przez 25 lat

1 1
(11— —— ) =853982 41
0,08 ( 1,0825> z

Weiaz duzo nam brakuje. Ale spréobujmy wydluzyé okres otrzymywania takiej kwoty do
nieskonczonoéci (nasz iloraz w nawiasie bedzie dazyt do 0) i wtedy

PV =80-

PV =80

.0,08'(10) = 1000 000 zt

W koticu moglibyémy nazywaé sie milionerami. Ale czy bedziemy zy¢ wiecznie?:) O

W taki sposéb otrzymaliSmy rente wieczysta. Z punktu widzenia zycia wydaje sie
to dziwna konstrukcja,! jednak w finansach ma bardzo duze znaczenie. Wartosé
dzisiejsza renty wieczystej jak pokazaliémy juz wczesniej wynosi

PV:A1
r

Pojecie renty wieczystej ma fundamentalne znaczenie przy wycenie spotki.

1 Jak mawial J.M.Keynes, w dtugim okresie wszyscy bedziemy martwi.
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3 czas

Rysunek 2.3. Przeptywy gotowkowe w rencie wieczystej

czas

Rysunek 2.4. Platnoéci w rencie wieczystej ze wzrostem g

Przyklad 2.6 Spétka ABC wyplaci za rok dywidende w wysokosci 7 zt. Po dokladniejszej
analizie okazuje sie, ze spOlka jest w stanie zwickszaé¢ dywidende o 6% kazdego roku. Spotki
o tej samej klasie ryzyka maja oczekiwang stope zwrotu na poziomie 11%. Czy mozemy
wyznaczy¢ cene akcji takiej sp6tki?

Wyznaczmy wartosé dzisiejsza takiego ciagu platnosci dywidend

T 7-(140,06) 7-(1+0,06)2
PV = 1,11+ 1,112 1,113
7
= — =140z 2.
0.11-0.06 107 (2:6)

Inne wlasnosci strumienia platnoéci pokazemy analizujac wycene obligacji.
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2.2. Wartosé przyszta ciggu platnosci

Przypusémy, ze dzisiaj deponujesz na rachunku bankowym 1000 z! na 10% w skali
roku, a za rok zdeponujesz kolejne 1500 zl na 10%. Jaka kwota pieniedzy bedziesz
dysponowal po 2 latach?

Zauwazmy, ze kwota 1000 zt pracuje przed 2 okresy odsetkowe. Na koniec pierw-
szego okresu odsetkowego 1000 zt da nam kwote

1000 - (1 +0,10)* = 1100
W kolejnym okresie odsetkowym dostaniemy
1100 - (1 +0,10)" = 1210

Druga wplata pracuje tylko przez jeden okres odsetkowy. Zatem na koniec tego

okresu dostaniemy:
1500 - (1 +0,10)" = 1650

co oznacza, ze na koniec drugiego roku bedziemy dysponowaé kapitalem w wysokosci
1000 - (1 + 0,10)% + 1500 - (1 + 0,10)* = 1100 = 1210 + 1650 = 2860

To jest wartos¢ przyszta naszych wplat.

Gdybysmy chcieli stworzy¢ ogdlna formulte na wartosé przyszia strumienia go-
towkowego, jesli wplaty sa dokonywane raz w roku na poczatku, sg regularne o
roznych wielkosciach C'F;, to mamy:

FV =CF+nrT+Cch(1+nT ' +CRA+rT24+...+CFr (2.7)

gdzie C'F; przepltyw gotéwki na poczatku i-tego roku, a T’ czas inwestycji.
Jesli bedziemy mieé¢ platnosci na koncu roku, to warto$¢ przyszla tych ptatnosci
bedzie miata postaé:

FV=CFR(+r '+ C0R1+nT2+. .+ CFr_1(1+7) (2.8)

Zalozmy teraz, ze dokonywaliby$my regularnych, statych wptat C'F przez T lat.
Taki strumien pieniezny nazywamy renta okresowa (annuity). Mozemy wyrdznié
rente z platnosciami z géry (annuity due) i z platnosciami z dotu (deferred annuity).
Wtedy nasze zaleznosci (2.7) oraz (2.8) przyjma postac:

T
FV = CF(1+4r)"+CF(1+4r)" ' +CF(1+r)" %+ - +CF =Y CF(1+r)" " (2.9)
=0
oraz
T .
FV=CF(1+r) "'+ CF1+r)"?+CFQ+r)" "+« +CF =Y CF(1+r)""
=1

(2.10)
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Jesli teraz pomnozymy zaleznos$¢ (2.10) przez (1+r) i od wyniku tego mnozenia
odejmiemy zaleznosé (2.10), otrzymamy:

T T
FV(l+4r) —FV = CF(Z(1+7,)T—i+1_Z(1+T)T_i>

i=1 i=1
= CF(1+nrT-1)

wyznaczajac stad wartosé przyszta F'V renty okresowej ptatnej na koniec roku otrzy-
mujemy

1+r)T -1

Fv = cp! (2.11)

Czyli mamy zalezno$é¢ na wartosé przyszta renty okresowej, gdzie ptatnosci do-
konujemy pod koniec roku.

Przyklad 2.7 Policzmy warto$é przyszla 30-letniej renty platnej na koniec roku w wyso-
kosei 1000 z1, jesli stopa procentowa r = 12%
Korzystamy z wyrazenia (2.11) i otrzymujemy

(140,12)% —1

FV =1000 0.12

= 241333 z1

O

Zobaczmy teraz co sie stanie gdybyémy inwestowali w nasza rente platna z dotu
raz w roku stata kwote pieniedzy, ale bylyby one kapitalizowane czeSciej np. raz w
miesiacu. Jak zmieni si¢ warto$¢ przyszla naszego strumienia ptatnosci? Mieliby$my

FV = CF(1+ )ymT-D L op@+ ym@-2) 4 ... 4 oF(1 + L)ymT-T+) L op
m m m

T
— Y CF(1+— )m<T 2 (2.12)
=1

Jesli pomnozymy teraz obie strony zaleznosci (2.12) przez (1 + r/m)™ i od wyniku
tej operacji odejmiemy zaleznosé (2.12) wtedy dostaniemy

T T
(L+7/m)"FV - FV = (Z 147r/m)™ i)+m—Z(1+r/m)m(T‘i))
1=1 i=1
- CF((l + %)mT - 1) (2.13)

Wyznaczajac z zaleznodci (2.13) warto$é przyszta F'V dostaniemy

(L +r/m)™"

FV = CFl—(l—i—?“/m)

(2.14)
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Przykltad 2.8 Powréémy do naszego przyktadu 2.7 i zaldézmy, ze odkladamy teraz 1200
zl rocznie na przyszia emeryture (zalézmy jak poprzednio, ze przez 30 lat). Zalézmy dodat-
kowo, ze uda nami si¢ lokowaé nasze oszczednoéci na 12% w skali roku. I zalézmy, Ze teraz
kapitalizujmy nasze oszczedno$ci co miesiac. Wtedy wartos¢ przyszia F'V naszej emerytury
po 30 latach wyniesie

_ mT _ 12-30
FV:CFI (147/m)™" 12001 (14+0,12/12)

= — 330 688
1— (1 +r/m)m 1—(140,12/12)12

O

Zobaczmy jak zmieni sie nasza przyszta emerytura gdy oszczednosci odktadamy cze-
Sciej niz raz w roku i kapitalizowane sg one w takich samych okresach jak odktadamy
nasze oszczednosci. Zobaczmy co sie stanie gdybySmy czesciej inwestowali w nasza
rente, np. raz w miesiacu stala kwote pieniedzy. Wtedy warto$¢ przyszta naszej
inwestycji bedzie wynosita:

CF T CF r CF r CF
FV = 7(1 + 7)mT—1 + 7(1 4 7)mT—2 + .o+ 7(1 + 7>MT—mT+1 +
m m m m m m m'
CF mT mT—i
T om (1 * T) (2.15)
i=1 m

Jedli teraz pomnozymy wyrazenie (2.15) obustronnie przez (1 + r/m) i od wyniku
tego mnozenia odejmiemy (2.15) otrzymamy

(L+r/m)FV —-FV = CF(i <1 n T/m)m<T—i)+m B i (1 s T/m> m(T—i)>

m i=1 =1
_ g _ L mT
- = (1 (1+2) ) (2.16)

i dokonujac prostych przeksztatcen mamy zalezno$¢ na wartosé przyszta takiego

ciggu platnosci:

(1 +7/m)™T —1
r

FV =CF (2.17)

Wréémy teraz do naszego przyktadu i zatézmy, ze dokonujemy miesiecznych wptat w
wysokoéci 100 zt i mamy mozliwos¢ kapitalizacji co miesiac. Wtedy warto$é przyszta
naszej renty ma warto$é:

(1+0,12/12)'230 1
0,12

FV =1200 = 349496 z1

2.3. Wycena ciggu platnosci

Wiasno$¢ wartosci pienigdza w czasie wykorzystamy teraz przy wycenie obliga-
cji. Przepltywy gotéwkowe z obligacji sa catkowicie zdeterminowane przez wartosé
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nominalng obligacji (face value lub par value), oprocentowanie (coupon rate) oraz
czas zapadalnosci (maturity date). Przykladowo, obligacja, o nominale 1000 z1, opro-
centowaniu 5% w skali roku, zapadajaca 20 wrzesnia 2019 roku daje posiadaczowi
obligacji prawo otrzymywania odsetek w wysokosci 5% x 1000 z1 = 50 zt 20 wrzesnia
kazdego roku (do 2019 roku), a w roku 2019 dodatkowo jeszcze nominatu 1000 zl.

Najprostsza konstrukcje maja zero-kuponowe papiery dituzne, czesto nazywane
papierami dyskontowymi, z racji tej, ze cena takiego instrumentu jest nizsza niz cena
nominalna.

2.4. Wycena obligacji

Obligacja kuponowa stanowi skonczony strumien platnosci — kuponéw (odsetek)
oraz wartosci nominalnej obligacji — w przyszlosci. Aby wyceni¢ warto$é¢ takiego
ciggu platnosci dzisiaj musimy zdyskontowaé te strumienie ptatnosci w przyszilosci
na dzien wyceny. Zatem

wartosé dzisiejsza strumienia ptatnosci =

wartos$¢ dzisiejsza kuponéw + warto$¢ dzisiejsza nominatu

Oczywiscie musimy zal6zy¢, ze mamy dana stope procentows dyskontujaca te prze-
plywy. Oznaczmy ja przez r. Wtedy warto$¢ obligacji P (wartosé dzisiejsza strumie-
nia platnosci w przyszlosci) wynosi

" Ci/m F
P= Z (1+7r/m) (1+7"/m)”

(2.18)

gdzie:

n - liczba okreséw odsetkowych, n =m - T

m - liczba pltatnosci odsetkowych w roku,

T - zapadalnosé obligacji (liczba lat ”zycia obligacji”);

F - warto$¢ nominalna obligacji (par value),

C;/m - wysokos$¢ kuponu w i-tym okresie odsetkowym, 1 < i < n,
1 - chwile, w ktérych nastepuja ptatnosci, 1 < ¢ < n,

r - stopa procentowa dyskontujaca przyszte przepltywy.

W powyzszej formule zalozyliSmy, ze kazdy z przeplywéw jest dyskontowany ta sama
stopa procentowa r. Warto zauwazy¢, ze wysokosé¢ kuponu C; zalezy od oprocento-
wania obligacji ¢; nastepujaco

Ci =C; F
gdzie:
¢; - stopa kuponowa (oprocentowanie) obligacji w i-tym okresie odsetkowym, 1 <
1< n.
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ZalozyliSmy réwniez, ze jest to obligacja o zmiennym kuponie, czyli wysokosé
kuponu jest inna w kazdym okresie odsetkowym. Jesli zalozymy, ze mamy obligacje
o stalym kuponie to wtedy C;/m = C/m dla kazdego i-tego okresu odsetkowego.

Wowczas zaleznosé (2.18) bedzie miala postaé

B C/m F
P= ; A+ r/m)i (Lt rfm)"

(2.19)

Przyktad 2.9 Niech bedzie dana 3-letnia obligacja o warto$ci nominalnej F'=100 zt, opro-
centowaniu ¢ = 8% p.a. (per annum) (w skali roku), kuponach platnych raz do roku, m = 1.
Niech stopa procentowa r dyskontujaca przeplywy wynosi 6% p.a. Wtedy wartoéé obligacji
Wyznaczymy nastepujaco

3
C/m F
P = -
2 T efmy @
8 8 108
= - -
1+0,06  (140,06)% ' (I1+0,06)3

= 105,35

i=1

Zalézmy teraz, ze obligacja wyplaca kupony 2 razy w roku, czyli m=2. Wtedy liczba okreséw
odsetkowych wzroénie 2 razy, wysokos$é kuponu C'/m = ¢/m-F = 8%/2-100= 4 71, a wartosé
obligacji wyniesie

6
C/m F
P = -
; A +r/my (Lt rjm)
R R S R (L
T 140,03 (1+0,03)2 (1+0,03)5 " (1+0,03)
— 10542

Z racji czestszego wyplacania kuponéw wartosé obligacji (takiego strumienia zdyskontowa-
nych przeplywéw pienieznych) jest wyzsza. O

Zastanéwmy sie teraz co sie stanie z wartoscig obligacji, jesli zmieni sie stopa pro-
centowa dyskontujaca przeplywy pieniezne.

Przyktad 2.10 Zal6zmy, ze mamy obligacje o parametrach jak w przyktadzie 2.9, o od-
setkach ptatnych raz w roku, m=1. Niech teraz stopa procentowa r dyskontujaca przeptywy
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wynosi 8% w skali roku. Wtedy warto$¢ naszej obligacji wynosi

p_ 8 8 108
= 15008 T (150,082 | (140,08
8 8 108
= 14008 T (10,082 " (1+0,08)(1+0,08)72
8 8 100
= + +
1+0,08 ' (1+0,08)2 ' (1+0,08)2
8 108
= 14008 T 11008y
108
140,08
= 100,00

Zatem jedli stopa procentowa r dyskontujaca przeplywy kuponowe jest réwna oprocentowa-
niu obligacji ¢ to warto$é¢ takiej obligacji jest rowna warto$ci nominalnej.

Zalézmy teraz, ze stopa procentowa r dyskontujaca przeplywy wynosi 10% w skali roku.
Witedy wartos¢ naszej obligacji wynosi

3
P:Z C/m n F

_ 8 8 108
1+0,1 (14012 (1+0,1)>
= 95,62

Zatem mozemy zanotowaé nastepujaca obserwacje:

(oprocentowanie obligacji ¢ < r) <= (wartos¢ obligacji P < warto$¢ nominalna F')
(oprocentowanie obligacji ¢ = r) <= (wartos¢ obligacji P = warto$¢ nominalna F')

(oprocentowanie obligacji ¢ > r) <= (wartos¢ obligacji P > warto$¢ nominalna F')

W analizowanych przyktadach wycenialiémy obligacje na poczatku okresu odsetko-
wego, a dokladniej 'w dniu jej wodowania’ (w dniu jej emisji). Chcemy teraz wycenié
obligacje w dowolnej chwili okresu odsetkowego.

Przyktad 2.11 Zal6ézmy, ze mamy obligacje o parametrach jak w przyktadzie 2.9, o odset-
kach ptatnych raz w roku, m=1. Ale przyjmijmy teraz, ze wyceniamy ja na 2 lata i 3 miesiace
przed terminem wykupu, czyli na 3 miesiace przed konicem pierwszego okresu odsetkowego.
Pierwszy kupon w naszej sumie (2.18) bedzie zatem dyskontowany czynnikiem W,
bo caly okres odsetkowy to 12 miesiecy, a mamy 3 miesiace do wyplaty pierwszego kuponu.
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Zatem czas do wyplaty pierwszego kuponu wynosi 3/12 = 0,25. Wtedy warto$é¢ obligacji
wyniesie

2,25

C/m F
P = -
DI ey e
B 8 . 8 L 108
~ (140,06%25 " (140,06)125 " (1+0,06)%2
= 110,05

Niech teraz odsetki beda wyplacane co pél roku, czyli m=2. Mamy zatem 6 okreséw od-
setkowych, jednak pierwszy kupon juz zostal wyptacony, bo obligacja zapada za 2 lata i
3 miesigce. Zatem jestedmy w polowie drugiego okresu odsetkowego i drugi kupon bedzie

dyskontowany czynnikiem W. Stad wartoéé obligacji

4.5
: C F
P= Y moat
S +r/m)t - (L+r/m)t?
B 4 N 4 N 4 L 1o
B (1+0,03)35 (14 0,03)45

(10,0305 T T1003)5
106,14

O

Czyli ogdlnie mozemy zapisac:
jesli dlugosé odcinka czasowego do najblizszej platnosci jest mniejsza niz dlugo$é
okresu odsetkowego to warto$¢ obligacji wyrazimy nastepujaco

b zn: Ci/m N r (2.20)
=R L (R e (e (R |
gdzie
_ liczba dni do najblizszego kuponu (2.21)

~ liczba dni w okresie odsetkowym

Na taki ciag ptatnosci odsetek w obligacji o stalych kuponach mozemy patrzeé jak
na rente okresowa o platnosciach C'/m. Zatem mozemy napisaé

wartosé¢ dzisiejsza strumienia platnosci

wartosé dzisiejsza renty okresowej

+

wartos$¢ dzisiejsza nominatu

Wiemy, ze wartosé¢ dzisiejsza renty okresowej PV A o platnosciach C/m i stopie
procentowej r, mozna wyrazi¢ nastepujaco

PVA(r,n) = % {1 - W} (2.22)
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Zatem wartosé¢ obligacji wynosi

F

P=PA —_ 2.23
)+ T T (223)
czyli mamy zalezno$é
C 1 F
P=—<1- + 2.24
r { (1—1—7“/m)”} (1+7r/m)” (2.24)

Ta postac jest szczegdlnie przydatna gdy obliczamy wartos¢ obligacji o dtugim okre-
sie zapadalnodci.

Przyktad 2.12 Niech bedzie dana 30-letnia obligacja o warto$ci nominalnej F=100 zl,
oprocentowaniu ¢ = 8% p.a., kuponach platnych 2 razy do roku, m = 2. Niech stopa pro-
centowa r dyskontujaca przeplywy wynosi 6% p.a. Wtedy warto$é obligacji wynosi

8 1 100
P=-—q1- = 110,70 + 16,97 = 127,68
0,06 { (1+0,06/2)60 } + (1 + 0,06,2)60 ;70 + 16, ,

O

W szczegdlnoscei obligacja 0-kuponowa (mozemy tez spotkaé pisownie: zerokupono-
wa) wyraza sie prosta zaleznoscia
F
P= A5 r/m) (2.25)

Warto zastanowi¢ sie dlaczego w zaleznosci (2.25) wystepuje liczba platnosci kupo-
noéow w ciggu roku m, jesli mamy obligacje 0-kuponowa, czyli nie ptacaca kuponéw.
Otéz, aby moéc poréwnaé wartosé obligacji 0-kuponowej z obligacjami kuponowymi
dostepnymi na rynku, ktére wypltacaja kupony co po6t roku, musimy réwniez dys-
kontowa¢ nominal obligacji 0-kuponowej odpowiednim czynnikiem dyskontujacym
uwzgledniajacym fakt wyplacania kuponéw co poét roku.

Powyzsze rozwazania byly prowadzone dla modelu kapitalizacji dyskretnej. Dla
modelu kapitalizacji cigglej, warto$¢ obligacji bedzie dana zaleznoscia

n
P= Z Ci/m-exp(—r-t;) + F -exp(—r - t,) (2.26)
i=1
gdzie:
exp - podstawa logarytmu naturalnego,
t; - chwila w ktorej wyptacany jest i-ty kupon, 1 < i < n.
W szczegdlnoscei, dla obligacji o stalym kuponie, gdy C;/m = C/m, mamy

P= z”: C/m-exp(—r-t;) + F -exp(—r-t,) (2.27)
=1
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2.5. Stopa par

Bedziemy chcieli wprowadzi¢ jeszcze jedna stope, mianowicie stope par (par
yield). Wyobrazmy sobie, ze mamy T-letnig obligacje o stalych rocznych kuponach
C wyplacanych m razy w roku. Zalézmy, ze mamy odpowiednie stopy spot r(i/m),
1 < ¢ < m-T. Poszukujemy oprocentowania obligacji ¢(T") tak, aby cena obligacji P
byta réwna jej cenie nominalnej F. Cene obligacji mozemy zapisa¢ nastepujaco:

o Cm ok o
= (L+r(t)/m) (A +r(tn)/m)™T ’
Poniewaz mamy stope spot 7(¢;) to mozemy wyznaczy¢ odpowiadajacy czynnik dys-
kontowy
1
DF(t;) = ——F———, i=1,....,mT 2.29
(t:) (1+7(t;)/m) (2.29)
Wtedy cena obligacji
C n
P=—=>"DF(t;)+ FDF(ty) (2.30)

m i=1

Jesli teraz przez C' podstawimy cF' i uwzglednimy fakt, ze szukamy takiego ¢ aby
cena obligacji P byta réwna cenie nominalnej F' wtedy dostaniemy zalezno$é¢

cF &
F=—) DF(t;))+ FDF(t, 2.31
o S DF(t) + FDF (1) (2:31)
CO 0znacza, ze
c n
1=— DF(t;) + DF(t, 2.32
Y- DF(t) + DF(t) (2:32)

co w konsekwencji prowadzi do wyznaczenia oprocentowania obligacji ¢ = ¢(t,,)

1 — DF(t,)

c=c(lp) = M=z
) = S DF )

(2.33)

Przykltad 2.13 Zal6zmy, ze mamy dane stopy spot: roczna r(1)= 5% i 2-letnia r(2)=5,3%.
Bedziemy chcieli wyznaczy¢ stopy par: roczng ¢(1) oraz 2-letnia ¢(2).
Roczna stopa par ¢(1) musi spelniaé¢ réwnanie:

_c(l)-F+F
a stad wynika, ze
(1) +1
1 T+r(0) (2.35)

co oznacza, ze ¢(1)=r(1) = 5%.
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Dwuletnia stopa par ¢(2) spelnia zaleznosé

_c2)-F c2)-F+F
=ty T U2 (2.36)

czyli
(2 c(2)+1
1= 1+7(1)  (1+7(2)2 (2.37)
w jezyku czynnikéw dyskontowych mamy
1=1¢(2)DF(1) + (¢(2) + 1)DF(2) (2.38)
stad
1—-DF(2) (2.39)

“® = 5r0) + DFE)

Czynniki dyskontowe wynosza odpowiednio:DF'(1)= 0,95238 oraz DF(2)=0,90187. Zatem
2-letnia stopa par ¢(2) = 5,29% O

2.6. Wybrana bibliografia

2.7. Strony internetowe

www.bis.org
www.mf.gov.pl

2.8. Rynki obligacji

Poprzednio pokazaliSmy jak wyceniaé¢ strumien ptatnosci. MieliSmy podane para-
metry obligacji, zakladaliSmy stope procentowa (wymagana stope dla inwestora)
dyskontujaca kupony oraz nominat obligacji i obliczalidémy ile jest wart dzisiaj taki
przyszly ciag strumienia ptatnosci, czyli jaka jest wartosé obligacji.

W rzeczywistosci rynek obligacji dziala inaczej. Majac dane parametry obligacji,
rynek kapitalowy kwotuje (wycenia) te obligacje. Czyli ceny obligacji podaje nam
rynek, natomiast to co musimy wyznaczy¢ to wysokosé stopy procentowej dyskon-
tujacej przepltywy pieniezne. Czyli jesli z jednej strony mamy kwotowania rynkowe
cen obligacji (lewa strona zaleznosci (2.18)), a z drugiej znamy parametry obli-
gacji (prawa strona zaleznosci (2.18), z wyjatkiem wysokosci stopy procentowej r
dyskontujacej przeplywy) to problem wyceny obligacji sprowadza sie do znalezienia
wewnetrznej stopy zwrotu (internal rate of return IRR) sumy takich przeplywéw go-
towkowych. W przypadku papierow dluznych, wewnetrzna stopa zwrotu nazywana
jest stopa zwrotu w terminie do wykupu (stopa zwrotu w okresie do wykupu)
(yield to maturity YTM).

Wersja z dnia 3 stycznia 2010 roku 844



2.8. Rynki obligacji 45

Definicja 2.1 Stopa zwrotu w terminie do wykupu YT M to $rednia stopa zwrotu
uzyskana z inwestycji w obligacje kupiong dzis i trzymang do wykupu przy reinwe-
stowaniu kuponéw po stopie YT M.

Zobaczmy, ze w istocie zachodzi taka zaleznos¢.

Przyktad 2.14 Inwestujemy dzisiaj w 3-letnia obligacje, ktéra wyptaca kupony C raz do
roku, m=1, w wysokoéci 5 zl. Nominal obligacji F'=100 zl, a cena P=87,57 zl.
Stad wynika, ze YTM tej obligacji wynosi 10%. Zalézmy, ze reinwestujemy kupony po
pierwszym i po drugim roku po stopie YT M=10%, bo

5 5 105

8T8 = 0T T Tr 01 T @101

Calkowita warto$¢ inwestycji po 3 latach wyniesie
5-(1,1)>4+5-1,1 + 105 = 116,55

Zatem nasza inwestycja generuje roczna stope zwrotu YT'M w ciagu tego okresu taka, ze

116,55
1+YTM)? = —-
(1+ ) 87,57
czyli
YTM = 10%
co chcieliSmy pokazad. O

W dalszych rozwazaniach bedziemy stosowaé oznaczenie y = YT M.
Zatem nasza zalezno$é (2.18) przyjmie teraz postaé¢ dla modelu dyskretnego

" Ci/m F

P= 2.40
2 s yfmy * (G ufm) (240

a dla modelu ciaglego
P = Z Ci/m-exp(—y-t;) + F -exp(—y - t,) (2.41)

=1

Stopa zwrotu w terminie YT'M do wykupu nie determinuje (w sensie ekonomicz-
nym) ceny obligacji. To jest raczej wygodny sposob okreslania jedna liczba ’$redniej
rocznej stopy zwrotu’ z inwestycji w obligacje, je$li mamy dana ceng¢ obligacji. Stopa
YT M mierzy stope zwrotu z obligacji, jesli:

i) obligacja jest trzymana do wykupu
ii) kupony obligacji sa inwestowane po stopie réwnej YTM

Jednak stopy YTM nie sa stopami zwrotu z inwestycji w obligacje. Zacznijmy od
obligacji 0-kuponowej. Przypusémy, ze obligacja zostala kupiona po cenie P. Zatem
stopa zwrotu w terminie do wykupu takiej obligacji wynosi

100
L+ 2yt ===

= > (2.42)
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()

W tym przypadku stopa zwrotu z inwestycji i stopa zwrotu w terminie do wykupu
YTM sa réwne.

Natomiast mamy problem jesli musimy okresli¢ stopy zwrotu 2 obligacji 0-kuponowych
o réznych okresach zapadalnodci.

Przypus$émy, ze mamy 2 obligacje: 3-letnia o YTM = 6% oraz obligacje 4-letnia
0 YTM = 7%. Odpowiedz na pytanie, ktéra obligacja daje wyzsza stope zwrotu jest
niejednoznaczna i zalezy od horyzontu inwestycyjnego. W szczegdlnoéci, zobaczmy
jaka jest stopa zwrotu z takich alternatywnych inwestycji po 3 latach. Wezmy tez
dla ustalenia uwagi, ze m=1. Obligacja 3-letnia daje stope zwrotu réwna 6%. Dla
obligacji 4-letniej stopa zwrotu k znajdujemy rozwigzujac réwnanie

1+ = . 2.44
(1+5) -7 (2.44)

czyli

gdzie P; to cena sprzedazy obligacji 4-letniej na rok przed zapadalnoscia . Zalézmy,
ze za 3 lata roczna stopa spot wynosi 8%. Wtedy cena P; = 92,5926 a stopa zwrotu
z inwestycji k wynosi 6,669%. Zatem stopa zwrotu z obligacji 3-letniej jest wyzsza.
Jesli teraz zalozymy, ze za 3 lata roczna stopa spot wynosi 6,5%, to wtedy stopa
zwrotu z inwestycji w obligacje 4-letnig wyniesie k = 7,167%

2.9. Kwotowania obligacji na rynku

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze rynek kwotuje ceny obligacji w specyficzny sposéb,
podajac cene obligacji bez narostych odsetek najblizszego kuponu. Czyli kwotowana
jest cena czysta (clean price). Zatem jesli nabywamy obligacje bedaca na rynku to,
aby policzy¢ wielko$é¢ srodkéow potrzebnych do otwarcia pozycji musimy wziaé pod
uwage narosle odsetki (accrued interest). Sume tych dwéch wielkosci nazywamy
ceng brudng (dirty price)

cena brudna = cena czysta + naroste odsetki

gdzie:
cena czysta to cena kwotowana (cena podawana w gazecie),

liczba dni od ostatniego kuponu

naroste odsetki = x wielkosé¢ kuponu

liczba dni w okresie odsetkowym
czyli

naroste odsetki = (1 — V)EF
m
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W takiej sytuacji YT M, zawsze okreéla stope zwrotu w terminie do wykupu dla
ceny brudnej obligacji.

Uwaga (dotyczy podstawy naliczania odsetek (day account lub day basis))

Zwykle wycena obligacji nie jest dokonywana w terminach platnosci kuponowych
obligacji, lecz na ustalony termin wyceny. Przyktadowo, fundusze inwestycyjne mu-
sza podawadé sklad portfela obligacji 2 razy do roku - na koniec czerwca i koniec
grudnia, oraz muszg dokonaé¢ wyceny tego portfela. Gdy znane sa termin wykupu
obligacji i termin wyceny, to réznica miedzy nimi okresla doktadny horyzont czaso-
wy inwestycji. Metoda okreslania dtugoéci czasu miedzy tymi terminami znana jest
jako podstawa naliczania odsetek. Istnieje wiele metod, wedtug ktérych liczone sa te
okresy na poszczegdlnych rynkach obligacji i dla réznych rodzajow instrumentow.
Najczesciej stosowane konwencje to:

Actual/actual — rzeczywista liczba dni w okresie inwestycji w stosunku do rzeczy-
wistej liczby dni w roku (365 dni lub 366 dni dla roku przestepnego),

Actual /365 — rzeczywista liczba dni w okresie inwestycji w stosunku do 365 dni w
roku bez wzgledu na to, czy rok jest przestepny,

30/360 — zaklada sie, ze kazdy miesiac kalendarzowy ma 30, a rok 360 dni bez
wzgledu na rzeczywistg ich liczbe.

Przyktad 2.15 Obligacja wyplaca kupony co pét roku (m=2) w dniach:

7 kwietnia i 7 pazdziernika.

Mamy dokonaé wyceny obligacji na dzien 15 pazdziernika zaktadajac, ze nastepny rok nie jest
rokiem przestepnym. Aby wycenié¢ obligacje, musimy okresli¢ jaka czesé okresu odsetkowego
pozostala do najblizszej platnosci kuponowej, jesli przyjmiemy nastepujace metody liczenia
dni:

a) Actual/actual

b) 30/360.

Stope zwrotu w terminie do wykupu Y T'M nie mozna wyznaczy¢ w sposob ana-
lityczny w modelu dyskretnym (czyli z zaleznosci (2.40)) czy tez w modelu ciaglym
(zaleznosé (2.41)). Mozna to zrobié¢ tylko metoda préb i btedéw lub w sposéb nume-
ryczny.

Stope zwrotu w terminie do wykupu YT'M mozna analitycznie wyznaczy¢ tylko i
wylacznie dla obligacji kuponowej z jednym kuponem oraz dla obligacji 0-kuponowej,
z racji tylko jednego przeptywu. W przypadku obligacji 0-kuponowej, dla modelu
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dyskretnego mamy
(2.45)

a dla modelu ciaglego
(2.46)

2.10. Inne miary stopy zwrotu

Obok stopy zwrotu w terminie do wykupu YT M istnieja inne miary stopy zwrotu.
Druga miara stopy zwrotu z obligacji jest biezaca stopa zwrotu (current yield
CY), ktéra mozemy zdefiniowaé¢ nastepujaco

oprocentowanie obligacji w skali roku

biezaca stopa zwrotu = (2.47)

cena czysta obligacji

Kolejna miarg stopy zwrotu z obligacji jest stopa kuponowa (coupon rate CR),
ktéra definiujemy nastepujaco

oprocentowanie obligacji w skali roku

stopa kuponowa = (2.48)

cena nominalna obligacji
Stopa kuponowa to inaczej oprocentowanie obligacji. Czyli
CR=c
Powstaje naturalne pytanie jakie sa zalezno$ci pomiedzy miarami stop zwrotu z
obligacji. Zobaczmy te zaleznosci na przyktadzie.

Przyktad 2.16 Zal6ézmy, ze mamy 5-letnig obligacje o warto$ci nominalnej F'=1000 zl,
oprocentowaniu ¢ = 8% p.a., kuponach platnych dwa razy do roku, m = 2. Niech cena tej
obligacji wynosi P=108,53% wartos$ci nominalne;j.

Zatem
80
CR = 1000 = 8,00%
80
Y = =
¢ 1085,30 737%
YTM = 6%

Czyli mamy YT'M < CY < CR.
WezZmy teraz sytuacje, gdy obligacja jest wyceniona przez rynek na poziomie P= 92,28%
wartosci nominalnej. Wtedy

30
80
Y =
¢ 922,78 8,67%
YTM 10%
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Czyli mamy YT'M > CY > CR.
Oczywiscie, gdy obligacja jest wyceniana przez rynek na poziomie ceny nominalnej to
wtedy YT M = CY = CR. (]

2.11. YTM portfela obligacji

Stopy zwrotu w terminie do wykupu nie sg addytywne, tzn. TYM portfela obligacji
nie jest sumg wazona YTM obligacji w portfelu

Stope zwrotu w terminie do wykupu obliczamy dla portfela obligacji w specyficz-
ny sposob. Nalezy okresli¢ wszystkie przeplywy gotowkowe generowane przez kazda
z obligacji bedaca w portfelu. Taki portfel ma okreslona wartosé¢ (czyli cene). YT'M
portfela to stopa dyskontujaca wszystkie te przeplywy portfela tak, aby wartosé
dzisiejsza tych przepltywow byla réwna wartosci rynkowej portfela.

Zobaczmy to na przyktadzie.

Przyktad 2.17 Rozwazmy portfel 3 obligacji o nominale 100 zt kazda. Zalézmy, ze wszyst-
kie 3 obligacje wyplacaja kupon raz do roku (m=1). Zalézmy takze, ze mamy w portfelu po
jednej obligacji A, B oraz C.

obligacje | zapadalnoéé¢ | oprocentowanie | cena | YT M
A 2 5% 100,00 | 5,00%
B 3 ™% 100,00 | 7,00%
C 3 0% 80,50 | 7,50%

Jedli policzymy stope zwrotu w terminie do wykupu YTM, portfela obligacji rozwiazujac
rownanie

12 112 207

Py+Pp+Po=100+1 —9 _
A+ P + Pe = 1004100+ 80,50 = 208,50 (S TR G VAR e v
(2.49)

uzyskamy YTM,= 6,39%.
Jedli natomiast policzylibysmy YTM, jako éredniag wazong stope zwrotu obligacji w
portfelu

YTMp =waAYTMs +wgYTMp +wcYTMc (2.50)
gdzie wagi
P, 100
_ _ — 0,357
wa Pat+ P+ Po 100+ 1004 80,50
Pg 100
- - — 0,357
B Pa+ Pg+ Po 100+ 100 +80,50
P, 80,50
we = © - ’ — 0,287

Ps+ Pp+ Po 100+ 100 + 80, 50

wtedy YT M, = 6,43%. Wida¢, ze tak policzona stopa zwrotu w terminie do wykupu rézni
sie od wartosci policzonej wczednie]. ([
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Widzimy, ze stopa zwrotu w terminie do wykupu nie ma wtasnosci addytywnosci.

2.12. Zaleznos$é cena—stopa zwrotu w terminie do wykupu obligacji

Pomimo tego, ze zaleznosc opisujaca cene papieru dluznego jest skomplikowana,
jednak mozna stosunkowo tatwo okresli¢ jakosciowe zaleznosci pomiedzy cena obli-
gacji P, stopa zwrotu w terminie do wykupu YT'M, oprocentowaniem obligacji C'
i czasem do wykupu T. Okreslenie tych relacji pozwoli lepiej zrozumieé¢ problemy
ryzyka stopy procentowej oraz zarzadzania portfelem papierow dhuznych.

Mozemy ogolnie napisaé, ze cena papieru dtuznego P jest funkcja trzech zmien-
nych:
e stopy zwrotu w terminie do wykupu YT M,
e czasu do wykupu (zapadalnosci) obligacji T,
e oprocentowania obligacji c.
Zatem mamy zaleznosé

P = funkcja(YT M, czasu do wykupu, oprocentowania obligacji)

Relacje pomiedzy tymi wielkoéciami zestawmy w punktach. Cze$¢ z nich byla
juz omoéwiona, a czedé¢ zostanie dopiero teraz podana.

1. Cena obligacji a YT'M (dla ustalonego czasu do wykupu i oprocento-
wania obligacji)

cena P /< YTM \,

cena P\, < YTM /

Przy ustalonym czasie do wykupu T oraz ustalonym oprocentowaniu obligacji c,
wzrost ceny obligacji P implikuje spadek rentownosci obligacji, czyli stopy zwrotu
w terminie do wykupu YT M. I odwrotnie, spadek rentownoéci obligacji wymusza
wzrost ich ceny. Doktadnie odwrotna relacje mamy przy spdadku cen obligacji. Za-
tem cena obligacji i rentowno$¢ tej obligacji, mierzona stopg zwrotu w terminie do
wykupu YT M zawsze podazaja w przeciwnych kierunkach.

Co wigcej, krzywa YT M-P jest wypukla.
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PA

»
»

YTM

Rysunek 2.5. Zaleznosé ceny obligacji od stopy zwrotu w terminie do wykupu.

2. Cena obligacji P a YT'M i oprocentowanie obligacji c

obligacja z dyskontem
(c<YTM) <= (cenaP < warto$¢ nominalnaF")

obligacja po cenie par
(c=YTM) <= (cenaP = warto$¢ nominalnaF’)

obligacja z premig
(c>YTM) <= (cenaP > warto$¢ nominalnaF)

Ta obserwacja byta juz zrobiona przy definiowaniu stopy kuponowej i poréwaniu jej
z innymi miarami zwrotu obligacji, przy czym ¢ = CR.

3. Cena obligacji P a czas do wykupu 7' (przy ustalonym YT M)
Zmniejszanie sie premii i dyskonta w miare zblizania sie terminu wykupu obligacji.
Jesli dane sa dwie obligacje o tym samym oprocentowaniu c, tej samej wartoéci nomi-
nalnej F' i tej samej stopie stopie zwrotu w terminie do wykupu YT'M, to obligacja
z krétszym terminem wykupu charakteryzyje si¢ mniejszym dyskontem (mniejsza
premia odpowiednio). Tg wlasnos$é obligacji pokazujemy w run:plik5.xlsarkuszu.

4. Wlasnosci krzywej YT M-P dla malych zmian YT M
Niewielkie procentowe zmiany YT'M implikuja niewielkie (w przyblizeniu réwne)
procentowe zmiany ceny obligacji (bez wzgledu na spadek czy na wzrost YT'M).

5. Wlasnosci krzywej YT M-P dla duzych zmian YT M
Duze procentowe zmiany Y'T'M implikuja duze (nieréwne co do kierunku) procento-
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Rysunek 2.6. Lokalna aproksymacja zaleznosci ceny obligacji od stopy zwrotu w terminie
do wykupu.

we zmiany ceny obligacji (przy spadku YT'M procentowy wzrost ceny obligacji jest
wigkszy, niz przy wzroscie YT M procentowy spadek ceny obligacji).

6. Wtasnosci krzywej YT M-P (dla ustalonego okresu do wykupu 7'i YT M)
Przy danym okresie do wykupu i danym Y T'M, im nizsze oprocentowanie obligacji
tym wieksza zmiennos¢ cen.

7. Wtlasnosci krzywej YT M-P (dla ustalonego oprocentowania obligacji ¢
iYTM)

Przy danym oprocentowaniu obligacji i danym YT'M, im dluzszy okres do wykupu
tym wieksza zmienno$é cen obligacji.

8. Wtasnos$ci krzywej YT M-P (dla ustalonego oprocentowania c i czasu
do wykupu obligacji T)

Przy danym oprocentowaniu i danym czasie do wykupu obligacji, im nizsza YT M
tym wieksza zmienno$¢ cen obligacji.



Rozdzial 3

Struktura terminowa stép procentowych

Do tej pory zajmowalidmy sie¢ w zasadzie jedna stopa procentowa — stope zwrotu
w terminie do wykupu, ktéra dyskontowata wszystkie ptatnosci kuponowe obligacji.
Jednak jak wiemy z obserwacji rynku pozyczek miedzybankowych, stopa pozyczki
czy depozytu zalezy od czasu jej trwania. Zatem zamiast dyskontowaé kazdy prze-
plyw stopa zwrotu w terminie do wykupu, bedziemy teraz dyskontowaé kazdy kupon
inng stopa. Taka analize nazywamy struktura terminows stép procentowych
lub inaczej strukturga czasowa stép procentowych (term structure of interest
rates).

Struktura terminowa opisuje zalezno$é¢ pomiedzy dochodowoscia (rentownoscia)
a zapadalnoscia danego papieru dtuznego. Mamy zatem pewna funkcje

T — r(T) (3.1)

zwang krzywa dochodowosci (rentownosci) (yield curve),

gdzie:

T - okres zapadalnosci papieru dluznego,

r(T) - jest pewna stopa procentowa odpowiadajaca danemu okresowi zapadalnosci.
Rynek finansowy wyrdznia kilka krzywych procentowych:

= krzywa rentowno$ci instrumentéw referencyjnych (benchmark yield cu-

rve),

= krzywa spot (spot yield curve) lub inaczej krzywa 0-kuponowa (zero coupon

yield curve)

= krzywa forward

= krzywa par

= krzywa swapowa.

3.1. Wyznaczanie krzywej 0-kuponowej

Wezesdniej zdefiniowaliSmy stope spot. Stopy spot sa podstawowymi stopami pro-
centowymi okreslajacymi strukture terminowa. n-letnia stopa spot r(n) jest stopa
procentowa, okreslajaca stope zwrotu z inwestycji rozpoczetej dzisiaj a zakonczonej
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w roku n. Przy czym nie ma posrednich platnosci w ciagu trwania inwestycji, a
zysk i nominal sa wyptacane na koncu okresu. Zatem 3-letnia stopa spot jest stopa
zwrotu z inwestycji rozpoczetej dzisiaj i trwajacej 3 lata.

Stopa spot to tez stopa zwrotu w terminie do wykupu Y'T'M obligacji 0-kuponowej
(ogdlniej: dowolnego papieru dyskontowego). Czyli jesli obligacja ma czas zycia n
lat to mamy n-letnig stope spot. W tym przypadku, mamy tylko jeden przeplyw
gotéwkowy — wyplate przy zapadalnosci obligacji.

Zwykle na rynku nie ma 0-kuponowych papieréw dtuznych o zapadalnoéci dtuz-
szej niz 1 rok. Dlatego aby wyznaczy¢ krzywa spot (krzywa 0-kuponowa) stosuje sie
metode bezposrednig lub metode samouzgodnienia (bootstrap).

Ciekawa obligacja

Europejski Bank Inwestycyjny (EIB) jako pierwszy bank zagraniczny
wyemitowatl 23 listopada 2001 roku, obligacje 10-letnia notowana na
GPW SA w Warszawie. Co najwazniejsze, jest to obligacja 0-kuponowa,
z tak dlugim czasem zapadalnosci. Nominal obligacji wynosi 10 tys.
zt, natomiast zapadalno$é nastapi 15 grudnia 2011 roku. Cena emisyjna
zostala ustalona na poziomie 45,87%, co oznacza, ze stopa zwrotu w ter-
minie do wykupu YT'M wynosi 8,1%. W tym czasie kuponowe obligacje
skarbowe o zapadalnosci 10 lat mialy YT M na poziomie 11%. Mozna
sie zastanawiac skad tak duza réznica w dochodowosci. Otéz wynika to z
ryzyka kredytowego obu emitentéw. Rating EIB byt na poziomie AAA,
natomiast Polski na poziomie BBB“.

@ Zgodnie z konwencja agencji Standard&Poor’s.

3.1.1. Metoda bezposrednia

W przypadku metody bezposredniej majac na rynku kwotowane obligacje z kupo-
nami wybieramy te obligacje, ktore zapadaja w tej samej chwili. Z tych obligacji
konstruujemy portfel tak, aby wyeliminowaé¢ platnoéci kuponowe portfela a mieé
tylko ptatnos$é koncowa.

Przesledzmy na przyktadzie to rozumowanie.

Przyktad 3.1 Zalézmy, ze mamy obligacje A oraz B o nastepujacych parametrach:

Py = 94,58%; Fa= 100 zt; ca= 7%; Ta= 10;

Pg = 79.87%; Fg= 100 zt; cg= 5%; Tp= 10.

Zalézmy, ze obie obligacje wyplacaja kupony raz w roku m=1 dokladnie w tym samym dniu.
Naszym celem jest stworzenie portfela obligacji tak, aby replikowat obligacje 0-kuponowa.

Konstruujemy portfel sktadajacy sie z obligacji A oraz B, gdzie liczba obligacji A w portfelu

x4=-b a liczba obligacji B zp="7. Tak skonstruowany portfel replikuje 10-letnig 0-kuponowa

obligacje. Cena portfela Pp wynosi

P, =24Ps+1pPp = —5-94,58 + 7- 79,87 = 86,1724
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Warto$¢ nominalna portfela wynosi
Fy,=x4F4+xpFp = —5-100,00 + 7 - 100,00 = 200,00

Cena tego portfela implikuje 10-letnig stope spot

Fp 200,00
= W/ _ = 10 ? — =
r(10) = ’/Pp 1 ,/86’1724 1=8,78%

Warto zwréci¢ uwage ze 10-letnia stopa spot nie jest $rednia arytmetyczna stép zwrotu w
terminie do wykupu obligacji z portfela. (I

3.1.2. Metoda bootstrapu

Metode bootstrapu przeSledzimy na przykladzie. Zatézmy, Zze na rynku mamy do-
stepne bony i obligacje podane w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Bony i obligacje dostepne na rynku.

Lp. Nominat Data zapadalnosci Kupon cena brudna
obligacji [z1] [lata) roczny [z1] | obligacji [zl]

1. 100 0,25 0 97,5

2. 100 0,50 0 94,9

3. 100 1,00 0 90,0

4. 100 1,50 8 96,0

5. 100 2,00 12 101,6

6. 100 2,75 10 99,8

Zal6zmy dodatkowo, ze kupony wyplacane sa co pét roku, m = 2. Bedziemy sto-
sowac kapitalizacje ciagta. Pomocnicze obliczenia mozna znalez¢é w run: plik42.xlsarkuszu.
Algorytm wyznaczania krzywej spot:

1. wyznaczamy stope kwartalna 7(0.25) z pierwszego bonu
1. FV 1 100
In

T PV 025 97,50

=0,1013 = 10,13%

2. wyznaczamy stope p6troczna r(0,5) z drugiego bonu

1. FV 100
S A |
r(05) = 5y = 55 5100

= 0,1047 = 10,47%

3. wyznaczamy stope roczna r(1) z trzeciego bonu

1. FV 1. 100
1)==In—— ==-In— = 10,1054 = 10,54
r(1) Ty =7, 0,105 0,54%
policzylidmy stopy spot dla 3 miesiecy, 6 miesiecy, 1 roku. Ale na rynku nie ma juz
wiecej papieréw 0-kuponowych, sg tylko obligacje kuponowe.
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4. obliczamy stope poltoraroczna r(1,5) analizujac 4-ta obligacje i dyskontujac ku-
pony stopami spot: r(0,5), (1) oraz nieznana jeszcze w tym momencie r(1,5)

96 — 4e—01047:05 | 4 —0,10541,0 | 1(34,—7(15)-1,5

€O oznacza, ze

1

e T O) LS — 0859 — 1(1,5) = — T

In(0,852) = 0,1068

zatem mamy stope poltoraroczna r(1,5)=10,68%
5. obliczamy teraz stope dwuletnia r(2), analizujac piata obligacje i dyskontujac
kupony wczesniej wyznaczonymi stopami spot otrzymujemy

101,6 — 66—0,10470,5 + 66—0,1054-1,0 + 66—0,1068-1,5 + 1066—7’(2)2

czyli
1

6. dla ostatniej obligacji mamy nastepujace wyplaty:

3M: 5 zt

9M 5 zt

1,25Y: 5 zt

1,75Y: 5 zt

2,25Y: 5 zl

2,75Y: 105 zt

pierwszy kupon wiemy jak dyskontowaé, pozostale natomiast nie. Znamy jednak
stopy spot 7(0,5), r(1,0), 7(1,5), 7(2,0) zatem mozemy dokonaé¢ interpolacji (np.
interpolacji liniowej) 1 wyznaczyé stopy spot 7(0,75), r(1,25), r(1,75):

9M: 1/2 - (0,104740,1054) = 0,1051

1,25Y: 1/2 - (0,1054 + 0,1068) = 0,1061

1,75Y: 1/2 - (0,1068 + 0,1081) = 0,1075

Dla ostatniej obligacji mamy 4 nominalne przeplywy (do 1,75r wlacznie). Wyznacz-
my zatem ich warto§é¢ dzisiejsza

Be—01013:0.25 | 5—0,10510,75 4 5 ~0,1061:1,25 | 5,—0.10751,75 _ 1g ()9 4}

Wartoé¢ dzisiejsza 2 ostatnich przepltywéw wynosi zatem
99,80 — 18,02 = 81,78

Znamy stope spot 7(2); przypusémy, ze dla zapadalnosci 2,75r stopa spot wynosi
r(2,75), zatem interpolacja liniowa stopy spot r(2,25) bedzie wynosié:

2 1 2 r(2,75) r(2,75)
--7r(2)+ - -7r(2,75) = - -0,1081 + ———= =0,0721 + ——=
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czyli wiemy jak bedziemy dyskontowac¢ przeplyw za 2 lata i 3 miesigce oraz za 2 lata
i 9 miesiecy. Zatem wartos¢ obecna pozostatych dwoch przeptywéw wynosi

Be—(0072147(275)/3):2.25 | 1()5,—7(275)2,75 _ g1 78

stad stopa spot za 2 lata i 9 miesiecy wynosi 7(2,75) = 0,1087. Mozemy teraz po-
wroci¢ do wyznaczenia stopy spot za 2 lata i 3 miesigce:
2,75
r(2,25) = 0,0721 + T(?)) = 10,83%

Obserwacja i analiza kwotowanych obligacji kuponowych powoduje, ze mozemy
metoda bootstrapu wyznaczyé¢ krzywa spot. Krzywa spot jest waznym narzedziem
do zarzadzania ryzykiem stopy procentowe;j.

3.2. Stopa forward i krzywa forward

Zauwazmy, ze gdy mamy k stép spot r(1),7(2),...,7(k) to mozemy wygenerowaé
@ stép forward:
f(()?l) f(072> f(073) f(O,k—Q) f(O,k—l) f(07k>
f(27 3) f(27 4) f(27 5) : f(27 k)

f(k:—2.,k:—1) f(k:—'2,k:)
f(k—1,k)

Widzimy, ze kolumnie 1 mamy roczne stopy forward, w drugiej 2-letnie stopy for-
ward, etc. Widzimy réwniez, ze w pierwszym wierszu mamy stopy forward startujace
dzisiaj, czyli tak naprawde stopy spot. W drugim wierszu, stopy forward startujace
za rok, w trzecim stopy forward startujace za 2 lata, etc.
Oczywiscie dla kazdej z tych kombinacji st6p forward mozna wyznaczy¢ odpowiednig
krzywa forward.

Teraz pokazemy jeszcze wazng zalezno$¢ pomiedzy stopami spot a rocznymi sto-
pami forward. PrzesledZzmy nastepujacy przykiad.

Przykltad 3.2 Zalézmy, ze roczna stopa spot r(1) = 8,0% a 2-letnia stopa spot (2) =
9,0%. Mozemy latwo obliczyé (zaleznosé (1.41)), ze stopa forward f(1,2) =10,009%. Po-
wstaje naturalne pytanie: czy w ogblnym przypadku, jesli r(t1) < r(t2) to r(t2) < f(t1,t2)?

Odpowiedz jest twierdzaca. Jesli r(t1) < r(t2) to réwniez 1+7(t1) < 14r(t2). Pomndzmy
obie strony tej nieréwnosci przez 1 + r(t2). Wtedy dalej mamy zachowany znak

(14 r(t)) (1 +7(t2) < (1 +1r(t2))? (3.2)
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i mozemy na mocy (1.40) napisaé

(1 + T(tl))(l + T(tz)) < (]. + T(tg))Q = (1 + T(tl))(l + f(tl,tg)) (33)

CO oznacza, ze
L+7(ta) <1+ f(t1,t2) (3.4)
i w konsekwencji prowadzi do zaleznosci r(ta) < f(t1,t2). Co oznacza, ze jesli krzywa spot
jest rosnaca to roczna krzywa forward lezy powyzej krzywej spot. O

Zauwazmy, ze wniosek z przykladu mozemy uzyskaé¢ w inny sposob. Ot6z zaleznosé
(1.56) mozemy zapisac¢

’I“(tg)tQ — ’I“(tg)tl + ’I“(tQ)tl — ’I“(tl)tl

f(ti,t2) = e
o r(t)(t2 — tr) +r(te)ty — r(t)t
; to —t1
= r(t2) + th (3.5)
2 — 11

Zaleznosé (3.5) pokazuje, ze jesli krzywa spot jest rosnaca to krzywa forward lezy
powyzej krzywej spot.

3.3. Krzywa par

Pokazemy, jeszcze, ze gdy mamy rosnaca krzywa spot to krzywa par lezy ponizej
krzywej spot. Zalézmy, ze mamy obligacje 2-letnig ptacaca staty kupon C raz do roku
m = 1. Zalézmy, ze znamy stopy spot r(1) oraz r(2). Mozemy zapisaé¢ z definicji

c(2)F c2Q)F + F

P=r=arm " arre)e (3.6)
Po podzieleniu przez F' obu stron réwnania (3.6) przez F' dostaniemy
G c(2)+1
) R B0
co jest rownowazne
_ oy (L 7(2))?
u+r@»2_dszIR57+c@y+1 (3.8)

Pamietamy, ze (1 + r(2))% = (1 + r(1))(1 + f(1,2)) i stad zaleznosé¢ (3.8) mozna
przedstawié
(1+7(2)*=c@)(1+ f(1,2) +c(2) +1 (3.9)
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i rozwiazujac (3.9) wzgledm ¢(2) dostajemy

2+1r(2)
c(2)=r2)—— 3.10
) =515 (3.10)
Pamietamy, ze krzywa spot jest rosnaca, co oznacza, ze r(2) < f(1,2) zatem utamek
w zaleznosci (3.10) jest mniejszy od 1, co w konsekwencji prowadzi do relacji ¢(2) <
r(2).

3.4. Teorie struktury terminowej stopy procentowej

Aby pokazaé jak pewne teorie ttumacza ksztalt krzywej dochodowosci, musimy sobie
najpierw odpowiedzie¢ na kilka zagadnien zwiazanych z ryzykiem stopy procento-
wej. We wspdlczesnych finansach ryzyko jest podstawowym pojeciem. Aby mowié o
ryzyku musimy podaé jego definicje, dokonaé jego klasyfikacji czy identyfikacji oraz
podaé cechy charakterystyczne.
Najogolniej ryzyko mozna podzieli¢ na 2 rodzaje:
e systematyczne (rynkowe) — wynik dzialania sil zewnetrznych,
e niesystematyczne — specyficzne dla danego podmiotu.
Ten podzial sugeruje, ze ryzyko stopy procentowej jest ryzykiem systematycznym.
Bardziej doktadna klasyfikacje ryzyka mozemy podaé za Bankiem Miedzyna-
rodowych Rozliczen z siedziba w Bazylei (Bank of International Settlement BIS,
www.bis.org):
1. ryzyko kredytowe — niebezpieczenstwo niewywiazania sie partnera transakcji z
jego zobowigzan,
2. ryzyko rynkowe — mozliwos¢ zmiany warunkéw finansowych w wyniku zmian cen
rynkowych np. stopy procentowej, kursu walutowego, etc.,
3. ryzyko plynnosci
— zwiazane z konkretnym instrumentem finansowym lub rynkiem,
— zwigzane z wyplacalnoscig danej instytucji,
4. ryzyko operacyjne — zagrozenie nie osiggniecia zamierzonych celéw — bledy pra-
cownikéw, systemu informacyjnego, etc.,
5. ryzyko prawne — ryzyko straty z powodu nie przeprowadzenia transakcji — prze-
pisy prawne, niewystarczajace dokumenty, etc.
Mozemy zauwazy¢, ze ta klasyfikacja nie jest w pelni roztaczna.

Odpowiedzmy sobie teraz na pytanie, jakie czynniki wplywaja na nominalna sto-
pe procentowa r, czyli ztotéwki w ujeciu biezacym. Dokonajmy zatem identyfikacji
ryzyka stopy procentowej:

1. realna stopa procentowa r, (real interest rate)
cena pieniadza w warunkach réwnowagi miedzy podaza (kredytodawcami) a po-
pytem (kredytobiorcami); oddaje istote wartosci pieniadza w czasie; jest rekom-
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pensatg za odsuniecie konsumpcji w czasie; przedstawia ztotéwki w ujeciu stalym,

2. stopa inflacji r; (inflation rate)
inflacja implikuje wzrost cen, r; jest rekompensata za odlozenie konsumpcji w
czasie,
3. premia za ryzyko 7, (risk premium)
przyszta wyplata jest tylko obietnica, stad ryzyko jej niedotrzymania,
4. premia plynnosci ry, (liquidity premium)
preferujemy instrumenty o krétszym terminie zapadalnosci.

Sumujac te czynniki i biorac kapitalizacj¢ roczna otrzymamy:
L+r=04r )1 4+r)(1+7p)(1+ry) (3.11)

Mnozac prawg strone i odrzucajac wyrazy wyzszego rzedu oraz upraszczajac 1, otrzy-
mujemy
T="Tr 1+ Tep F T (3.12)

Oczywiscie pamigtamy, ze nominalna stopa procentowa r zalezy od czasu r = r(T).
W finansach wyrézniamy kilka podstawowych ksztaltéw krzywej dochodowosci:
normalny (1" /" = r(T) /),

odwrécony (T /" = r(T) \),

plaski (dla dowolnego T, r(T') = const),

tukowaty w gére lub w doét.

Oczywiscie, na rynku mozna spotkaé¢ réwniez inne ksztalty, jednak te wymienione
powyzej sa najbardziej znane.

Istnieja trzy podstawowe teorie ttumaczace ksztalt struktury czasowej stop pro-
centowych.

1. teoria oczekiwan (expectations theory)
moéwi o przewidywaniach inwestoréw co do przysziych stop procentowych; stopy
forward odzwierciedlaja oczekiwany poziom stép; mamy tez oczekiwania co do
stopy inflacji,

2. teoria preferencji ptynnosci (liquidity preference theory)
wiemy, ze kredytodawcy wola krétki termin, natomiast kredytobiorcy wola dtuz-
szy termin; stad papier o dtuzszym terminie zapadalnosci powinien mieé¢ wyzsza
stope dochodu niz papier o krétkim terminie

3. teoria segmentacji rynku (market segmentation theory)
rynek podzielony jest na segmenty — papiery o tym samym terminie wykupu;
segmenty nie zaleza od siebie; stopy dochodu w segmencie ksztattowane sg tylko
i wylacznie przez podaz i popyt;
przyktadowo: banki preferuja krotki koniec krzywej dochodowoéci , fundusze eme-
rytalne, natomiast diugi koniec krzywej dochodowosci.
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T normany T odwrocony
r(T) r(T)
T > T >
T plaski T lukowaty w dol
r(T) r(T)
A\
T > T >

Rysunek 3.1. Typowe ksztalty krzywej dochodowosci.
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Na ksztalt krzywej maja wplyw tez czynniki makroekonomiczne. Przyktadowo, na
wzrost stop rynkowych maja wplyw:

spadek podazy pieniadza,

wzrost cen hurtowych PPI i detalicznych CPI,

wzrost indeksu zaméwien na dobra trwatego uzytku,

wzrost aktywnosci sektora budowlanego,

wzrost gléwnych wskaznikéw gospodarczych (np. PKB, produkcji przemystowej),
wzrost dochodéw osobistych,

wzrost cen ropy,

spadek bezrobocia.



Rozdzial 4

Ryzyko stopy procentowej
4.1. Ryzyko inwestowania w obligacje

Moj klient nie byl zadowolony ze straty, ale byla to tak samo jego
wina, jak i moja. Prawo rynku obligacji brzmi caveat emptor, czyli
"nabywco, strzez sie sam”. Kiedy$ ustyszatem tez zdanie meum
dictum pactum, ale to byt tylko zart. Oznaczato ono: "moje stowo
jest moim zobowigzaniem”. To znaczy, ze nie musial mi wierzy¢,
gdy méwitem mu, ze zakup obligacji AT&T to dobry pomyst.

Michael Lewis, Poker ktamcow. Wspinaczka po ruinach
Wall Street, Wydawnictwo W.A.B., Warszawa, 1993.

Tak jak kazda inwestycja na rynku finansowym, réwniez inwestycja w obligacje jest

obarczona ryzykiem. Mozna wyréznié¢ trzy podstawowe rodzaje ryzyka zwiazane z

inwestowaniem w obligacje:

1. ryzyko niedotrzymania warunkéw (default risk) przez emitenta obligacji,

2. ryzyko zmiany ceny (risk price) zwane inaczej ryzykiem okresu posiadania (hol-
ding period risk),

3. ryzyko reinwestowania (reinvestment risk).

Ryzyko niedotrzymania warunkéw wystepuje wtedy, gdy emitent obligacji nie
wyplaca odsetek lub nie wykupuje obligacji w terminie. Ryzyko to wystepuje przy
obligacjach emitowanych przez kazdego z uczestnikow rynku kapitatowego. Ryzyko
niedotrzymania warunkow przez emitenta jest wyceniane przez agencje ratingowe,
takie jak: Standard&Poor’s, Moody’s czy Fitch (tab. 4.1). Emitenci o najwyzszym
ratingu pozyczaja pienigdze taniej na rynku niz emitenci o nizszych ratingach.

Ryzyko zmiany ceny wystepuje gdy obligatariusz zamierza sprzedaé obligacje
przed terminem wykupu. Zmiany rynkowych stép procentowych powoduja zmiany
wartosci obligacji.

W analizowanych ponizej przyktadach zatozymy, ze:

nie ma podatkow,

nie ma kosztéw transakcji,

aktywa sa doskonale podzielne.
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Tabela 4.1. Klasyfikacja ratingéw.

Moody’s | Standard & Poor’s
wysoka wycena Aaa AAA

Aa AA
srednia wycena A A

Baa BBB
wycena spekulacyjna Ba BB

B B
ryzyko niewyptacalnosci | Caa CCC

Ca CcC

C C

D

Rozwazmy inwestycje w papier 0-kuponowy polegajace na ich sprzedazy przed
ich zapadalnoscia. W takiej sytuacji stopa zwrotu z naszej inwestycji bedzie zalezata
od st6p rynkowych w chwili zamykania pozycji.

Przyktad 4.1 Kupujemy 26-tygodniowy bon skarbowy na przetargu o warto$ci nominal-
nej 100 zl za 96 zl, co implikuje pdlroczna stope spot r(0,5) (i tym samym YTM tego
bonu)

1100
r(05) = 35/ 96 8,33%

Gdybyémy trzymali bon skarbowy do wykupu, to zrealizowana stopa zwrotu wynositaby
wlaénie 8,33%.

Zalézmy jednak, ze musimy sprzedaé ten bon na 13 tygodni przed wykupem (0,25 roku).
Rozwazmy dwa scenariusze (zakladamy dla uproszczenia, ze mamy caly czas plaska krzywa
spot):

e rynkowe stopy (w szczegélnosci interesujaca nas 3-miesieczna stopa) spadaja o 200

punktéw bazowych i teraz r(0,25) = 6,33%,

e rynkowe stopy rosna o 200 punktéw bazowych, czyli r(0,25) = 10,33%.
W pierwszym przypadku, mozemy sprzedaé¢ bon za

100

98444
1+0,0633-025 07

Co oznacza, ze zrealizowana stopa zwrotu z inwestycji w bon wynosi 10,15%.
W drugim przypadku, mozemy sprzeda¢ bon za

100

N _ 97484
1+0,1033-025 7

Co oznacza, ze zrealizowana stopa zwrotu wynosi 6,17%. U

Przyktad pokazuje, ze sprzedaz bonu skarbowego przed terminem wykupu, moze
powodowaé, ze zrealizowana stopa zwrotu moze by¢ inna niz stopa rynkowa, przy
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ktorej dokonano inwestycji. Zabezpieczenie stopy zwrotu daje przetrzymanie bonu
do terminu wykupu.

Ryzyko reinwestowania kuponéw wystepuje gdy inwestujemy otrzymane odsetki
od obligacji po stopie innej niz stopa YT'M na poczatku inwestycji.

Przyktad 4.2 Rozwazmy 3-letnig obligacje o statych kuponach, cenie nominalnej F' = 100
zt, oprocentowana w wysokosci ¢ = 6% p.a., odsetkach wyptacanych raz do roku, m = 1.
Cena obligacji P = 97,38 zl, co oznacza, Ze stopa zwrotu w terminie do wykupu tej obligacji
YTM = 7%. Zal6zmy, ze inwestujemy w taka wlasnie obligacje.

Jedli stopa rynkowa sie¢ nie zmieni, czyli reinwestujemy odsetki po stopie 7%, to po 3
latach mamy wartos¢ naszej inwestycji

Vs =6-(1,07)%+6- 1,07 + 106 = 119,29z

Rozwazmy teraz 2 alternatywne scenariusze:
1. po roku stopa spada o 200 pb do 5%, a po kolejnym roku rosnie o 400 pb do poziomu
9%.
Spadek stop rynkowych powoduje, ze po roku cena obligacji wynosi P, = 101,86 zl.
Zatem mozemy kupi¢ za odciety kupon 6/101,86 = 0,059 obligacji, czyli mamy teraz
1,059 obligacji.
Po kolejnym roku wzrost stop rynkowych powoduje, ze cena obligacji wynosi P, = 97,25
zt. Oznacza to, ze za kolejny kupon w wysokosci 6 - 1,059 = 6,354 zt mozemy teraz kupié
6,354/97,25 = 0,065 obligacji. Czyli po dwéch latach mamy 1,124 obligacji.
Po 3 roku mamy wiec wyplate 1,124 -106 = 119,14 zl i to jest warto$¢ naszej inwestycji.
2. po roku stopa rosnie o 200 pb do 9%, a po kolejnym roku spada o 400 pb do poziomu
5%.
Wzrost stép rynkowych powoduje, ze po roku cena obligacji wynosi P, = 94,72 zl.
Zatem mozemy kupié za odciety kupon 6/94,72 = 0,063 obligacji, czyli mamy teraz
1,063 obligacji.
Po kolejnym roku spadek stop rynkowych powoduje, ze cena obligacji wynosi P, = 100,95
zt. Oznacza to, ze za kolejny kupon w wysokosci 6 - 1,063 = 6,378 zt mozemy kupié
6,378/100,95 = 0,063 obligacji. Czyli po dwdch latach mamy 1,128 obligacji.
Po 3 roku wartos¢ naszej inwestycji wynosi 1,128 - 106 = 119,57 zl.
O

Widzimy, na tym przyktadzie, ze w drugim scenariuszu mamy najwigksza wartosé
naszej inwestycji w obligacje. Wzrost rynkowej stopy procentowej po roku, spo-
wodowat spadek cen obligacji i umozliwit kupno wiekszej liczby tych obligacji za
wyptacone kupony.

Przeanalizujmy jeszcze jeden przyktad, w ktérym inwestujemy w obligacje z ku-
ponami, ktorg sprzedamy przed terminem wykupu.

Przyklad 4.3 Rozwazmy teraz 5-letnig obligacje o stalych kuponach, cenie nominalnej
F = 100 zl, oprocentowang w wysokosci ¢ = 6% p.a., odsetkach wyplacanych raz do roku,
m = 1. Cena obligacji P = 95,90 zl, co oznacza, ze stopa zwrotu w terminie do wykupu tej
obligacji YT M = T%. Zal6ézmy, ze inwestujemy w taka obligacje.
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Jedli stopa rynkowa si¢ nie zmieni, czyli reinwestujemy kupony po stopie 7%, to po 3
latach wartos$¢ inwestycji w obligacje wyniesie

L 106
1+0,07 " (1+0,07)2

Va=06-(1,07)2+6-1,074+6+ = 117,48 zt

Rozwazmy teraz 2 scenariusze:

1. po roku stopa spada o 200 pb do 5%, a po kolejnym roku rosnie o 400 pb do poziomu
9% i pozostaje na tym poziomie do konca inwestycji.
Spadek stop rynkowych powoduje, ze po roku cena obligacji wynosi P; = 103,55 zi.
Zatem mozemy kupi¢ za odciety kupon 6/103,55 = 0,058 obligacji, czyli mamy teraz
1,058 obligacji.
Po kolejnym roku wzrost stop rynkowych powoduje, ze cena obligacji wynosi P, = 92,41
zt. Oznacza to, ze za kolejny kupon w wysokosci 6 - 1,058 = 6,348 zt mozemy teraz kupié¢
6,348/92,41 = 0,069 obligacji. Czyli po dwdch latach mamy 1,127 obligacji.
Po 3 roku mamy wyptate odsetek w wysokosci 1,127 - 6 = 6,76 zl. Teraz réwniez sprze-
dajemy obligacje. W tym momencie, do zapadalnosci pozostato 2 lata, YT M wynosi
9%, zatem cena takiej obligacji P3 = 94,72 zl. Mamy 1,127 obligacji, zatem wartos¢
inwestycji wynosi 106,72 zl.
Catkowita warto$¢ naszej inwestycji w obligacje wynosi

Vs = 6,76 + 106,72 = 113,48 zl.

2. po roku stopa rosnie o 200 pb do 9%, a po kolejnym roku spada o 400 pb do poziomu
5% i pozostaje na tym poziomie do konica inwestycji.
Wzrost stép rynkowych powoduje, ze po roku cena obligacji wynosi P; = 90,28 zl.
Zatem mozemy kupié¢ za odciety kupon 6/90,28 = 0,066 obligacji, czyli mamy teraz
1,066 obligacji.
Po kolejnym roku spadek stép rynkowych powoduje, ze cena obligacji wynosi teraz P, =
102,72 zt. Oznacza to, ze za kolejny kupon w wysokosci 6 - 1,066 = 6,396 zt mozemy
teraz kupi¢ 6,396/102,72 = 0,062 obligacji. Czyli po dwéch latach mamy 1,128 obligacji.
Po 3 roku mamy wyplate odsetek w wysokosci 1,128 - 6 = 6,77 zl. Teraz réwniez sprze-
dajemy obligacje. W tym momencie, do zapadalnosci pozostato 2 lata, YT M wynosi
5%, zatem cena takiej obligacji P; = 101,86 zI. Mamy 1,128 obligacji, zatem wartosé
inwestycji wynosi 114,97 zl.
Calkowita warto$¢ naszej inwestycji w obligacje wynosi

Vs = 6,77 + 114,97 = 121,746 zl.

Réwniez i w tym przypadku, gdy rozwazamy obligacje z kuponami o dtuzszym okre-
sie zapadalno$ci, warto$¢ inwestycji zalezy istotnie od scenariusza jaki nakresli rynek
stép procentowych, jak i od faktu, ze czas pozostajacy do zapadalnosci obligacji
zmienia sie.

W takiej sytuacji bardzo waznym staje sie problem ryzyka stopy procentowej,
a w konsekwencji problem zarzadzania portfelem obligacji. W nastepnym rozdziale

Wersja z dnia 3 stycznia 2010 roku 844



4.2. 1-czynnikowe miary zmiennosci cen obligacji 67

oméwimy niektore z metod zarzadzania portfelem obligacji, a pdzniej dokonamy
pewnej systematyki.

Zacznijmy omawianie strategii inwestowania w portfel obligacji od strategii struk-
turalnych, wéréd ktoérych najbardziej popularna jest immunizacja (uodpornienie)
portfela (portfolio immunization). Jednak aby méc przedstawié¢ ten problem musimy
wprowadzi¢ pojecie duration obligacji.

4.2. 1-czynnikowe miary zmiennosci cen obligacji

Ryzyko stopy procentowej papieru dtuznego moze byé¢ rozwazane jako zmiana ceny
papieru za wzgledu na zmiane stopy zwrotu w terminie do wykupu YT M. Miary
wrazliwosci ceny sa uzywane na rézne sposoby. Zobaczmy najpierw w jaki zmienia sie
cena obligacji w zaleznosci od zmian YT M. WeZzmy pod uwage 4 obligacje o ré6znym
oprocentowaniu (4% oraz 13%) oraz réznym czasie zapadalnosci (5 lat oraz 20 lat)
majace to samo wyjSciowe YT M = 7%. Zalézmy tez, ze obligacje wyplacaja raz
do roku kupon m=1. Zobaczmy jaka bedzie procentowa zmiana ceny tych obligacji
w stosunku do ceny wyjsciowej, jesli zatozymy nowe YT'M réwne odpowiednio 3%,
6%, 6,99%, 7,01%, 8% oraz 11%

Tabela 4.2. Procentowa zmiana ceny 4 obligacji o réznym oprocentowaniu i okresie zapa-
dalnosci dla poczatkowego YT M=7%

zmiana
nowe YTM  YTM wpb. | 4%/5 (%) | 4%/20 (%) | 13%/5 (%) | 13%/20 (%)
3,00% ~400 19,25 68,40 17,01 52,10
6,00% ~100 4,42 12,96 3,02 10,23
6,99% 1 0,04 0,12 0,04 0,10
7.01% 11 20,04 0,12 20,04 20,09
8,00% +100 4,19 710,98 3,72 8,85
11,00% 1400 15,47 35,12 | -13,81 729,12

4.3. Wartos¢ cenowa punktu bazowego

Warto$é cenowa punktu bazowego(price value of a basis point) okreslana réw-
niez mianem nominalnej warto$ci punktu bazowego (dollar value of a basis
point) DV0O1 méwi, o ile zmieni si¢ cena obligacji przy zmianie stopy zwrotu w
terminie do wykupu o 1 punkt bazowy

AP

DVO0l = —
Vo 10000 - AYTM

(4.1)
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4.4. Duration obligacji

Pokazalismy wczesniej, ze obligacje o dlugim okresie zapadalnodci maja bardziej stro-
ma krzywa Y T'M-P niz obligacje o krotkim okresie. Zatem te pierwsze sa bardziej
wrazliwe na zmiany rynkowych stép procentowych niz te drugie. Ale okres zapa-
dalnosci nie jest najlepsza miara wrazliwosci obligacji. Lepsza miara wrazliwosci na
zmiane stopy procentowej jest duration obligacji. Ogoélnie, duration instrumentu
o stalym dochodzie jest Srednia wazong chwil czasowych, w ktérych dokonywane
sa platnosci gotéwkowe. Wagami sa wartosci dzisiejsze poszczegdlnych przepltywéw
gotowkowych.

Mozemy nasza intuicyjna definicje zapisaé¢ bardziej formalnie. Przypus$émy, ze
przepltywy gotéwkowe otrzymywane sa w chwilach t1,%s,...,t,. Wtedy duration
takiego strumienia platnosci dane jest nastepujaco

_ PV(tl)‘tl +PV(t2)~t2 +"‘+PV(tn) -ty

D
PV

(4.2)

gdzie:
PV (t;) oznacza wartosé¢ dzisiejsza platnosci, ktéra wystepuje w chwili ¢;, natomiast
PV warto$c¢ dzisiejsza strumienia ptatnosci, czyli w naszym wypadku cene obligacji.

W tym momencie nie precyzujemy w jaki sposéb sa dyskontowane przyszte plat-
nosci. Za chwile, bedziemy dyskontowaé te przeptywy stopa YT'M (duration Ma-
caulay’a), a w dalszej cze$ci wykladu pokazemy dyskontowanie takich przeplywoéw
stopa spot (duration Fishera-Weila).

Przy tak wprowadzonej definicji, duration jest érednia wazona chwil, w ktérych
wystepuja przeplywy gotéwkowe. Dla obligacji bedzie spelniona zaleznosé t; < D <
t,. Zatem duration jest czasem pomiedzy pierwsza i ostatnia ptatnoscia.

Widaé od razu, ze duration obligacji 0-kuponowej jest réwne okresowi zapadal-
nosci tej obligacji. Natomiast obligacja kuponowa ma duration mniejsze niz czas
zapadalnosci. Zatem duration moze by¢ postrzegane jako uogélniona miara zapadal-
nosci obligacji.

4.4.1. Duration obligacji w modelu kapitalizacji ciagtej

Wprowadzmy pojecie duration najpierw dla modelu kapitalizacji ciagtej. W tym
modelu wyplacane kupony sa dyskontowane stopa zwrotu w terminie do wykupu
YTM i wtedy cena obligacji wynosi

n
PO, T)=> Ci/m-e V' + Fe ¥ (4.3)
i=1
gdzie y = YT M.
Definiujemy duration nastepujaco

1 n
D := P(izlti CCifm-e V4t Feyt"> (4.4)
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t1 tz t3 t4A 5 CzZas

Rysunek 4.1. Interpretacja geometryczna duration.

Zapiszmy wprowadzona definicje inaczej

D:Z@—ﬁff (4.5)

czyli
D= Zti * Wy (46)

gdzie wspdlczynnik

Wy = ———F 1<i<n

jest waga, bo > w; = 1.
Zatem duration definiuje éredni wazony czas do terminu wykupu obligacji, jak po-
kazaliSmy na rys. 4.1.

Duration ma jednak druga, znacznie wazniejszg interpretacje. Na wstepie wspo-
mnieliSmy, ze duration ma zwiazek z wrazliwoscia ceny obligacji na zmiane stopy
zwrotu w terminie do wykupu YT'M obligacji. Wiemy, ze cena obligacji P jest funk-
cja trzech parametréw P = f(y, T, ;).

Policzmy pochodna ceny obligacji P wzgledem stopy zwrotu w terminie do wykupu
Yy

oP “
— ==Y t;-C;-e Vi 4.7
8y ; ' ' ‘ ( )
Poréwnujac obliczong zaleznosé z wyrazeniem na duration obligacji (4.4) otrzymu-
jemy zwiazek
P
or =-D-P (4.8)
Jy
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»
»

YTM

Rysunek 4.2. Lokalna aproksymacja zaleznosci ceny obligacji od stopy zwrotu w terminie
do wykupu.

Dla malych zmian ceny P oraz stopy zwrotu w terminie do wykupu y = YT M

mamy
AP
—=-D.P 4.
5 (19)
czyli
E =-D-A (4.10)
lub
AP=-D-P-Ay (4.11)

Czyli zmiana ceny obligacji wyraza sie wartoscig duration tej obligacji. Zobaczmy
jak pracuje ta zalezno$é¢ na przyktadzie.

Przyktad 4.4 Zalézmy, ze mamy obligacje o nastepujacych parametrach: czas zapadal-

nosci T'=3 lata, oprocentowanie obligacji ¢ = 10% p.a., kupony sa wyplacane dwa razy w

roku, m=2. Niech cena tej obligacji wynosi P = 94,21, zatem stopa zwrotu w terminie do

wykupu wynosi y=12%. Duration takiej obligacji wynosi zatem D=2,65 lata.
Podstawiajac nasze obliczenia do zaleznosci (4.11), mamy

AP =—-265-94,21- Ay

czyli
AP = —-249,95 - Ay (4.12)

Jesli teraz rosnie stopa zwrotu w terminie do wykupu o 10 punktéw bazowych, czyli przyrost
Ay = 0,001, zatem w mysl zaleznosci (4.12) zmiana ceny obligacji wyniesie AP = —0,25.
Jesli nowa stopa zwrotu w terminie do wykupu wynosi y = 0,121 (12,1%), to cena obligacji
wynosi

P =94.21 — 0,25 = 93,96.
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Sprawdzmy czy rzeczywiscie zaleznosé (4.12) dobrze oddaje zmiang ceny. Podstawiajac no-
wa warto$¢ y do wzoru na wycene obligacji dostaniemy dokladnie to samo. Mozemy to
sprawdzié¢, dokonujac obliczen w run:plik6.xlsarkuszu.

Zalezmo$é (4.12) pracuje réwnie dobrze, gdy stopa zwrotu w terminie do wykupu YT'M
spada o malta wartoé¢. Zalézmy teraz, ze y spada o 10 punktéw bazowych, czyli Ay = —0,001,
zatem nowe y = 0,119 (11,9%). Stad AP = 0,25 czyli cena obligacji wynosi

P =94,21+ 0,25 = 94,46
Zalezmo$é (4.12) nie pracuje dobrze dla duzych zmian Ay. Przyktadowo, gdy stopa rosnie o
200 punktéw bazowych, czyli Ay = 0,02, nowe y = 0,14 (14%), a stad AP = —5,00. Czyli
nowa cena obligacji
P =9421—-5=289,21

Poprawna cena obligacji to P = 89,35. Podobnie gdy stopa zwrotu w terminie do wykupu
YTM spada o 200 punktéw bazowych. Wtedy Ay = —0,02, y = 0,10 (10%), AP = 5,00
czyli nowa cena obligacji

P =942145=299,21

Jednak poprawna cena - wyliczona z formuly zdyskontowanych przeptywéw gotéwkowych -
to P=99,36. O

Pokazaliémy w przyktadzie, ze dla maltych zmian stopy zwrotu w terminie do wykupu
y, zalezno$¢ (4.11) dobrze opisuje zmiany ceny obligacji. Natomiast dla duzych zmian
ta zalezno$¢ nie pracuje tak dobrze. Duration zatem aproksymuje krzywa YT'M-P
tylko lokalnie - w malym otoczeniu y. Poniewaz nachylenie stycznej do krzywej
YTM-P jest dane zaleznoscia —D - P, bo mamy réwnanie

oP

?y:iD'P (4.13)

4.4.2. Duration obligacji w modelu kapitalizacji dyskretnej
Dla modelu dyskretnego mamy wzér na cene obligacji
B zn: C/m F
T y/my (0 +yfm)

Obliczmy pochodng funkcji ceny obligacji P wzgledem stopy zwrotu w terminie do
wykupu y

(4.14)

orP _ —1/m-C/m =2/m-C/m —n/m-C/m —n/m - F (4.15)
oy (I+y/m)? ~ (1+y/m) (1 +y/m)mt (L +y/m)mtt 2
wylaczymy czynnik —m przed nawias i dostaniemy
or 1 <l/m-C’/m 2/m-C/m
oy 1+y/m\ 1+y/m (1+y/m)?
4.16
At yfmy @t yjmy 10
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Teraz podzielmy obie strony réwnania (4.16) przez cene P

or1 1 1/m-C/m 2/m-C/m
oy P _1+y/m< 1+y/m (14 y/m)?
n/m-C/m n/m-F \1
rarm + Wy .

P

Wyrazenie w nawiasie (4.17) podzielone przez cene P definiuje duration obligacji

_A(LCm neCm  neF N1
o m(1+y/m (1+y/m)”+(1+y/m)”>P

 &i/m-C/m1l _ n-F 1

- ;(1+y/m)ip+(l+y/m)np (4.18)

Tak sformulowana definicja duration obligacji zostata podana przez Fredericka Ma-
caulay’a w raporcie dla National Bureau of Economic Research w 1938 roku. Stad
czas trwania obligacji nazywamy duration Macaulay’a. Tak zdefiniowane duration
wyrazone jest w latach. Gdy nie ma czynnika % to mamy duration w okresach
odsetkowych.

Wykorzystujac definicje duration (4.18) dla modelu dyskretnego oraz zaleznosé (4.17)
mamy

OP 1 1

o F - Trom (4.19)

czyli uzyskaliSmy prawie takie samo wyrazenie jak dla kapitalizacji ciagte;j.

Aby mie¢ zgodnos$é formul dla modelu kapitalizacji ciaglej i dyskretnej musimy
definicje (4.18) troche poprawic.

Wprowadzmy pojecie zmodyfikowanego duration D,,.q (modified duration)!

1

Dmod = ———— 4.20
4TI y/m (4.20)
i wtedy

OP 1

—— = —Dpo 4.21

T ; (1.21)

Charakter zaleznosci (4.21) jest dokladnie taki sam jak wyrazenie (4.8) dla mode-
lu ciagtego. Przyktadowe obliczenia duration oraz zmodyfikowanego duration dla
modelu dyskretnego mozna znalez¢ w run:plik7.xlsarkuszu.

Duration mozna tez liczyé¢ korzystajac ze wzoru na rente okresowa. MieliSmy
zaleznosé

! Mozemy spotkaé tez oznaczenia: Dys, M D lub D*.
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wartos$¢ dzisiejsza strumienia ptatnosci

wartos¢ dzisiejsza renty okresowej

+
wartos¢ dzisiejsza nominatu

gdzie: wartos¢ dzisiejsza renty okresowej =

PVA(y,n) = 3(1 - W) (4.22)

F

wartosé dzisiejsza nominaly = —————
! (1 +y/m)"

(4.23)

Policzmy wprost te zaleznosci. Cene obligacji mozemy wyrazié

C 1 F
Po= y<1‘<1+y/m>n)+<1+y/m>n

C 1 C
=y T Uty (F- y> (4.24)

Zrézmiczkujmy teraz zaleznosé (4.24) wzgledem stopy zwrotu terminie do wykupu y
i uwzglednijmy, ze n/m =T

v ) ) e (9

Korzystajac z definicji zmodyfikowanego duration

1dP

Dipod = —=— 4.26
mod P dy ( )
mamy
C 1 1 F-Cly 1

Dpoug=——(1-—-—7——— | = —T——————— 4.27
ot == (1= g ) 5~ Ty 00

Zauwazmy rowniez, ze duration mozemy wyrazi¢ w nastepujaco

C 1 1+y/m F-Cly 1

D=1 Diod = —— |1 - -T — (4.28
b/ Prs = =5 (1= Gy ) =P T g 429

Z zaleznosci (4.27) ptyna dwie wazne obserwacje:
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1. dla obligacji po cenie par;
wiemy ze w takim przypadku oprocentowanie obligacji réwne jest stopie zwrotu
w terminie do wykupu ¢ = y co prowadzi do zerowania si¢ drugiego sktadnika w
zaleznosci (4.27) bo

F
F-Cly=F-"" =F_-F=0
i wtedy
cF 1 1
Dioa = - (1—- — )= 4.29
1=~ (- ) 7 (4.29)

ze wzgledu na fakt, ze P = F

Dot = (1~ (1) (4.30)

y 1+y/m)"
a duration )
1+y/m ( 1 >
D=— 1-— 4.31
y T y/m) (431

2. dla konsoli czyli obligacji o nieskoficzonym czasie zapadalnosci;
zauwazmy, ze gdy n — oo to cena obligacji P = C/y oraz ze drugi wyraz w
zaleznosci (4.27) dazy do 0; stad

Dioa = C/y (432)
a duration
1
D= Jrj/m (4.33)

Mogloby sie wydawadé, na pierwszy rzut oka, ze obligacja kuponowa o nieskoniczonym
czasie zycia ma duration tez nieskonczone. Okazuje si¢ jednak, ze to nie jest prawda
bo dazy asymptotycznie do wartosci Hu/m - Dyration obligacji stabilizuje sie na
pewnej skonczonej wartosci.

Przyktad 4.5 Rozwazmy 30-letnig O-kuponowg obligacje. Przypu$émy, ze stopa zwrotu
w terminie do wykupu y = 10% p.a. Zatem duration tej obligacji wynosi D=30, a zmo-
dyfikowane duration Dy, = 1/(1 + 0,1)D= 27,3. Zal6zmy teraz, ze stopa zwrotu wzrasta
0 100 punktéw bazowych (pb), czyli o 1%. Zatem wzgledna cena zmieni si¢ o 27,3%. Dlu-
goterminowe (-kuponowe papiery dluzne maja bardzo wysokie ryzyko stopy procentowe;.
O

Wtasnosci duration
Wezmy model ciagly wyceny obligacji z duration D, a dla modelu dyskretnego mamy
zmodyfikowane duration D,,.q. Zachodza nastepujace zalezno$ci:
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1. przy danym okresie do wykupu 7' i danej stopie zwrotu w terminie do wykupu
YTM, im nizsze oprocentowanie obligacji ¢ tym wieksze duration D (zmodyfi-
kowane duration D,,,q),

2. przy danym oprocentowaniu obligacji ¢ i danej stopie zwrotu w terminie do wy-
kupu YT M, im dtuzszy okres do wykupu 7T tym wieksze duration D (Di04),

3. przy danym oprocentowaniu obligacji ¢ i danym okresie do wykupu 7', im nizsza
stopa zwrotu w terminie do wykupu YT'M tym wigksze duration D (Dy,04),

Cwiczenie
Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci duration.
Praktycy rynku papieréw dluznych stosuja jeszcze dwie inne miary wrazliwosci
obligacji. Pierwsza to wrazliwo$¢ (sensitivity) obligacji $dur
dP

Inna klasyczna miara jest warto$é cenowa punktu bazowego (price value of basis
point) PVBP?
$Dur
10000
Zauwazmy, ze wrazliwosé obligacji mozemy wyrazi¢ w jezyku zmodyfikowanego du-
ration

DVO0l =

(4.35)

$dur = —D,0aP (4.36)

Przyktad 4.6 Wezmy 10-letnig obligacje o stalym oprocentowaniu ¢ = 7%, wyplacaja-
ca dwa razy do roku kupon m=2. Stopa zwrotu w terminie do wykupu tej obligacji y =
6%. Policzmy zmodyfikowane duration D,,.q, wrazliwo$é $dur oraz warto$¢ cenows, punktu
bazowego DV 01.

Zmodyfikowane duration D,,,q = 7,244 lat, wrazliwo$é $dur = -778,26, a warto$é punktu
bazowego DV 01=0,078. (]

Zauwazmy, ze zmodyfikowane duration oraz wrazliwo$¢ umozliwiaja nam wyznacze-
nie bezwglednego zysku i straty Z&S oraz wzglednego zysku i straty z inwestycji w
obligacje (portfel obligacji) dla malych zmian stopy zwrotu w terminie do wykupu

Yy
bezwzgledny Z&S ~ $dur - Ay
wzgledny Z&S =~ —D0q- Ay

Duration jest wielkoScia, ktéra jest powszechnie uzywana przez inwestoréw do za-
rzadzania portfelem obligacji. O tym w jaki sposéb mozna wykorzystaé¢ duration do
zarzadzania portfelem obligacji pokazemy dalej.

2 W literaturze przedmiotu mozna spotkaé réwniez okreslenia: wartosé punktu bazowego (basis
point value) BPV lub warto$é nominalna 1 punktu bazowego (dollar value of an 01) DV01
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Duration portfela obligacji

Zalézmy, ze mamy n obligacji w portfelu o tej samej stopie zwrotu w terminie do
wykupu YT M, przy czym waga kazdej z nich wynosi w;, gdzie 1 < ¢ < n. Wtedy
duration portfela obligacji wyraza sie zaleznoscia

D=> w;-D; (4.37)

4.5. Immunizacja portfela obligacji

Duration obligacji lub portfela obligacji oznacza neutralny horyzont inwestycyjny,
tzn. dla inwestora nie jest wazne czy stopy wzrosna czy spadng w okresie inwestycji.
Ryzyko reinwestycji jest kompensowane ryzykiem zyskow kapitatowych. W prakty-
ce bardzo czesto zdarza sie, ze instytucja finansowa czy tez inwestor chce uzyskaé
na koniec okresu inwestowania okre$long wartosé portfela. Naturalna strategia by-
loby zainwestowanie w obligacje, ktorych zapadalnoéé jest taka sama jak dlugos$é
okresu inwestowania i dodatkowo wartos¢ takiego portfela obligacji jest taka sama
jak wartosé dzisiejsza pozadanej wartosci konicowej inwestycji. Jednak taka sytuacja
nie wystepuje czesto w rzeczywistosci, bo takie obligacje moga by¢ niedostepne na
rynku.

Mozna zainwestowaé w obligacje o krotszym terminie zapadalnosci niz czas in-
westowania, ale ponowna inwestycja w te same obligacje naraza nas na ryzyko rein-
westowania.

Mozna réowniez zainwestowaé w obligacje o dluzszym terminie zapadalno$ci niz
czas inwestowania i sprzedaé te obligacje przed terminem wykupu. Wtedy jednak
wystepuje ryzyko zmiany ceny, a ponadto ryzyko reinwestowania odsetek.

W celu osiggniecia pozadanej wartosci portfela, a jednocze$nie zabezpieczenia
sie przed ryzykiem reinwestowania oraz ryzykiem zmiany ceny stosuje sie strategie
immunizacji portfela. Polega ona na utworzeniu portfela, ktérego duration réwne jest
okresowi inwestowania i ktorego wartoéé¢ jest rowna wartodci dzisiejszej oczekiwanej
wartosci koncowej portfela.

Ty strategie pokazemy na przykladach. Zaczniemy od sytuacji, gdy w portfelu
mamy tylko jedna obligacje o zadanym duration.

Przyktad 4.7 Zalézmy, ze chcemy mieé po 4 latach 157,3 tys. zt na kupno mieszkania. Na
rynku dostepna jest 5-letnia obligacja o stalym oprocentowaniu w wysokosci 12% p.a., przy
czym kupony sa wyplacane raz do roku, m = 1. Nominat tej obligacji wynosi F' = 100 zt.
Kwotowanie obligacji wynosi 93,13 zl, co oznacza, ze stopa zwrotu w terminie do wykupu
tej obligacji YT M = 14,0%. Co wigcej, duration tej obligacji D = 4 lata. Do obliczen,
zastosowaliémy model kapitalizacji dyskretnej. Zatem kupujemy 1000 obligacji, by po 4
latach uzyska¢ 157,3 tys. zl.

Pokazemy, ze bez wzgledu na to jak zmienig sie rynkowe stopy procentowe w ciagu 4 lat,
to wartosé naszej inwestycji bedzie na zadanym poziomie. Zatézmy, ze stopy zmieniajg sie
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po kilku dniach od naszej inwestycji i pozostaja na tym poziomie do konca trwania naszej
inwestycji.

Wartosé naszej inwestycji po 3,5 roku, 4 latach i po 4,5 roku podajemy w tabeli 4.3 przy
réznych stopach zwrotu w terminie do wykupu YT M.

Tabela 4.3. Wartosci inwestycji w obligacje przy réznych scenariuszach rynkowych stép pro-
centowych w tys. zl.

Wartosé inwestycji
stopa YT'M Vas Vi Vas
10% 150,18 | 157,51 | 165,20
12% 148,68 | 157,35 | 166,53
14% 147,32 | 157,30 | 167,95
16% 146,10 | 157,35 | 169,47
18% 144,99 | 157,50 | 171,09

Wartoéé inwestycji, jaka chcemy uzyskaé po 4 latach, jest dobrze zabezpieczona przed
zmiang stopy procentowej. Natomiast brak takiego zabezpieczenie wystepuje dla innych
chwil. O

W przyktadzie zatozyliSmy, ze stopa spada lub roénie i pozostaje na tym poziomie
przez caly czas.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej zabezpieczamy wysoko$¢ naszego zobowigza-
nia portfelem obligacji.

Przyktad 4.8 Zalézmy, ze przedsicbiorstwo ma do uregulowania zobowigzanie za 10 lat
w wysokosci 1 mln zl. Kupno 10-letniej obligacji 0-kuponowej rozwiazatoby problem, jednak
na rynku nie ma takich obligacji. Dostepne sa tylko 3 obligacje, wyplacajace kupony 2 razy
do roku, m = 2, o parametrach podanych w tabeli 4.4.

Tabela 4.4. Parametry obligacji dostepnych na rynku.

obligacja | oprocentowanie | zapadalno$é¢ | cena | YT M
1 6% 30 lat 69,04 | 9,0%
2 11% 10 lat 113,01 | 9,0%
3 9% 20 lat 100,00 | 9,0%

Warto podkreslié, ze wszystkie obligacje maja taka sama stope zwrotu w terminie do
wykupu YTM = 9%. Zatem nie bedzie trudnos$ci w wyznaczeniu wartosci dzisiejszej 1 mln
zl za 10 lat. Warto$¢ dzisiejsza 1 mln zt za 10 lat to

1
1+ o
Dodatkowo, policzmy duration kazdej z obligacji. Okazuje si¢, ze D1 = 11,44 lat, Dy = 6,54
lat, D3 = 9,61 lat. Zatem portfel obligacji nie moze by¢ utworzony z obligacji drugiej i
trzeciej bo ich duration jest krétsze niz 10 lat.

= 414,643 tys. 7zt
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Zalézmy, ze konstruujemy portfel sktadajacy sie z obligacji pierwszej i drugiej. Immuni-
zowany portfel powinien spetnia¢ warunki

wy +we =1
w1 D1 + we Dy = 10

gdzie: w; waga i-tej obligacji, D; duration i-tej obligacji, ¢ = 1, 2. Pierwszy warunek méwi
o tym, ze nasze aktywa sa lokowane w dwie obligacje, natomiast drugi okresla duration
portfela.

Rozwiazujac ten uklad rownan uzyskujemy wagi wy = 0,706 oraz we = 0,294. Zatem
w pierwszej obligacji powinniSmy ulokowaé wy - 414,643 = 292,789 tys. zl, a w drugiej
wa - 414,643 = 121,854 tys. zl.

Zobaczmy teraz jak wyglada wynik naszego zabezpieczenia. Zatézmy, ze w krotkim okre-
sie, od chwili skonstruowania portfela (tak, ze mozemy pominaé uplyw czasu) zmieniaja sie
stopy rynkowe odpowiednio na 8% oraz 10%. Zmiany portfela obligacji oraz zobowiazania
przedsigbiorstwa przedstawiono w tabeli 4.5.

Tabela 4.5. Warto$¢ portfela obligacji i zobowiazania przedsiebiorstwa w zt.

8% 9% 10%

obligacja 1

cena 77,38 69,04 62,14

liczba 4 241 4 241 4 241

wartos¢ | 328 157,36 | 292 798,63 | 263 526,73
obligacja 2

cena 120,39 113,01 106,23

liczba 1078 1078 1078

wartos¢ | 129 811,79 | 121 854,23 | 114 543,62

warto$¢ portfela | 457 969,15 | 414 642,86 | 378 070,35

warto$¢ zobowiazania | 456 386,95 | 414 642,86 | 376 889,48

réznica 1 582,21 0,00 1 180,87

Oczywiscie nalezy uwzgledni¢ w obliczeniach zaokraglenia liczby akcji, ceny i wartosci
obligacji.

Przyklad pokazuje, ze jesli stopy rynkowe (w naszym przykladzie stopy YT M zmienia
sie) tuz po dokonaniu immunizacji portfela to zmiana ta, nie wplywa na wywiazanie sie
z zobowiazan przedsiebiorstwa. Jesli stopa spada, to cena obligacji ro$nie, wzrasta zatem
wartos¢ portfela, ale z drugiej strony rosnie warto$¢ dzisiejsza 1 mln zt za 10 lat. Gdy stopa
rynkowa rosnie, to ma miejsce dokltadnie odwrotny proces. O

Immunizacja portfela dostarcza ostony ze wzgledu na zmiane stopy procentowe;.
Idea ostony jest bardzo prosta i przejrzysta. Jednak w praktyce, ze wzgledu na uptyw
czasu do zapadalnosci i zmianeg stopy procentowej, musimy dokonywac¢ zmiany sktadu
portfela, czyli musimy immunizowaé portfel na biezaco. Ta procedura jest zwiazana
z kosztami transakcji. Poza tym na rynku musza wystepowaé obligacje o tej samej
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stopie zwrotu w terminie do wykupu YT'M, co ogranicza mozliwo$¢ stosowania tej
metody.

4.6. Oslona portfela obligacji

Zalézmy, ze chcemy osloni¢ portfel obligacji (hedge a bond portfolio) o stopie zwrotu
w terminie do wykupu y i cenie P (bedziemy oznaczaé P(y) aby podkresli¢ zaleznosé
od y). Nasuwa sie pomyst aby ostania¢ taki portfel aktywem o stopie zwrotu w
terminie do wykupu y; (a priori innej niz y), ktérego cene oznaczymy przez H(y;).
Wypadkowy portfel P* skladajacy sie z ostanianego portfela P(y) oraz instrumentu
oslaniajacego H(y1) w liczbie ¢ bedzie mial wartos$é

P* = P(y) + ¢H(y1) (4.38)

Naszym celem jest uczynienie portfela P* niewrazliwym na male zmiany stopy zwro-
tu w terminie do wykupu. Zaktadajac, ze krzywa Y T'M wplywaja tylko mate prze-
suniecia tak, ze dy = dy; dostajemy zalezno$é

dP* = [P'(y) + ¢H'(y1)]dy = 0 (4.39)
CO 0znacza, ze
¢$durH(y1) = —$du7“p(y) (4.40)
lub alternatywnie
¢H (Y1) Dinoa(H (y1)) = —P(y) Dmoa(P(y)) (4.41)
i w ostatecznoéci dostajemy zalezno$é¢ na wielko$é instrumentu ostaniajacego
dur(P P(y)D P

$dur(H(y1)) B H(yl)Dmod(H(yl))

Zauwazmy, ze oslona wymaga zajecia przeciwstawnej pozycji w ostaniajacym instru-
mencie finansowym.

Przyktad 4.9 Zalézmy, ze inwestor ma portfel obligacji wart 86,7 tys. zl. Stopa zwrotu

w terminie do wykupu tego portfela wynosi YT M=6,25% a zmodyfikowane duration tego

portfela D,,,q = 7,82 lata. Inwestor chciatby ostoni¢ swdj portfel. Ma do dyspozycji obligacje

o cenie H(y1)=1 071 zl, stopie zwrotu w trminie do wykupu YT M;=5% i zmodyfikowanym

duration Dy,eq(H (y1)) = 6,932. Czy taka obligacja moze ostonié swoj portfel i w jaki sposéb?
Policzmy wspdlczynnik ostony (hedge ratio)

86700-7,82

©="Torieoz OO (44

Inwestor powinien sprzedaé¢ krétko (bo znak: 'minus’) 91,316 obligacji.? (]

3 gakladamy, ze aktywa sg doskonale podzielne

Wersja z dnia 3 stycznia 2010 roku 844



80 4. Ryzyko stopy procentowej

v

YTM

Rysunek 4.3. Wypuklosé dwdch obligacji.

4.7. Wypuklosé obligacji

Idea zabezpieczania ryzyka stopy procentowej za pomoca duration jest intuicyjnie
bardzo prosta. Jednak musimy by¢ Swiadomi zalozen ograniczajacych mozliwosé
stosowania tej koncepcji:

e Zakladamy, ze warto$é portfela obligacji (w szczegdlnosci jednej obligacji) moze
byé aproksymowane przez pierwszy wyraz rozwiniecia funkcji ceny obligacji w
szereg Taylora. Jak pamietamy, taka aproksymacja pracuje dla malych zmian
stopy zwrotu w terminie do wykupu YT'M. Czyli zakladamy, ze w rzeczywistosci
mamy male zmiany YT M, co nie zawsze odpowiada realiom rynkowym.

e Zakladamy, takze ze na krzywa YT'M dzialaja réwnolegle przesuniecia, tzn. jesli
na poczatku inwestycji kazda obligacja w portfelu o dowolnej zapadalno$ci miata
takie samo YT M, to po pewnym czasie - jesli zmieni si¢ sytuacja na rynku -
zaktadamy, ze kazda obligacja poddana zostanie takiej samej zmianie.

Duration w modelu ciaglym (czy zmodyfikowane duration w modelu dyskretnym)

mierzy nachylenie krzywej YT M-P w danym punkcie stopy zwrotu w terminie do

wykupu YT M. Jak pokazalidmy wczesniej, prowadzi to do aproksymacji krzywej

YTM-P, ktéra stuzy do mierzenia ryzyka stopy procentowej jak réwniez zarzgdza-

nia tym ryzykiem. Lepsza aproksymacje krzywej mozemy uzyskaé dodajac wyraz

drugiego rzedu rozwiniecia funkcji ceny obligacji P w szereg Taylora. Wyraz dru-

giego rzedu w tym rozwinieciu zwiazany jest z wypukloScia (convexity) obligacji i

odpowiada za stopien krzywizny relacji Y T'M-P. Poza tym pojecie wypuklosci be-

dzie nam przydatne przy omawianiu metod zarzadzania portfelem obligacji. Mozna
teraz powiedzieé, ze inwestorzy preferujg ”bardziej” wypukle obligacje.
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Wiemy, ze cena obligacji P jest funkcja trzech parametréw P = P(y, T, ¢). Defi-
niujemy wypuklo$é Conv w modelu ciagltym nastepujaco

10°P 1<
Conv=—=— = = E Cy 127Vt (4.44)
2
P 0y P~ !

gdzie:

C; - wysoko$¢ kuponu w i-tej chwili, 1 < ¢ < n;

t; - chwile w ktorych sa wyplacane kupony, 1 <7 < n;

y =YTM - stopa zwrotu w terminie do wykupu obligacji.
Wtedy cene obligacji mozemy aproksymowacé nastepujaco

AP=—-D-P-Ay+ %Com) P (Ay)? (4.45)

W przypadku modelu dyskretnego definiujemy wypukltosé doktadnie tak samo, jed-
nak z oczywistych powodéw bedziemy mie¢ inng zaleznosé

Conv =

19°P 11(2"32'-(1'—1—1)-0/771 n-(n+1)-F> (4.46)

POy Pm? —~ (1+y/m)+2 (1+y/m)nt2
Przypuéémy, ze mamy obligacje z ceng P i odpowiadajacej jej stopie zwrotu w
terminie do wykupu y, zatem mozemy wyznaczy¢ zmodyfikowane duration Dy, oraz
wypukltosé Conv obligacji. Wtedy dla malych zmian stopy zwrotu w terminie do
wykupu Ay odpowiadajaca zmiana ceny obligacji bedzie dana nastepujaco

AP = —-DyPAy+ %C’onvP(Ay)2 (4.47)

Zauwazmy, ze jednostkami wypuktosci obligacji Conwv jest czas do kwadratu. Wy-
puklo$é jest srednia wazona iloczynu chwil czasowych (danej i poprzedniej) t;tit1,
gdzie podobnie jak w przypadku duration, wagi sa proporcjonalne do wartosci dzi-
siejszej odpowiednich przeplywow gotowkowych. Wynik jest modyfikowany przez
czynnik 1/(1+y/m)?. Przyktadowe wyznaczanie wypuklodci obligacji mozna znalezé
w run:plik8.xlsarkuszu.

Wtasnosci wypuktlosci
1. dodatnia wypuklosé¢ (positive convezity)

YTM /"= P\,=— D \,= Conv \

YTM \— P /=D /= Conv /

Ta wlasnosé powoduje, ze w odpowiedzi na zmiany stopy zwrotu w terminie do
wykupu YT M, zmienia si¢ cena obligacji i w konsekwencji duration obligacji.
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Wazrost stopy Y T'M powoduje spadek ceny P, zmniejszenie duration tej obliga-
cji, a to z kolei wyhamowuje spadek cen. Natomiast, kiedy YT M spada, cena
obligacji P rosnie, duration rosnie tak, ze przyspiesza procentowsg zmiane ce-
ny. Kat nachylenia stycznej maleje wraz ze wzrostem oczekiwanej stopy zwrotu
w terminie do wykupu YT M. Bardziej plaska styczna oznacza zatem krotsze
duration, i odwrotnie.

2. przy danej stopie zwrotu w terminie do wykupu YT M i okresie do wykupu T,
im nizsze oprocentowanie obligacji, tym wieksza wypuktosé obligacji Conwv,

3. przy danej stopie zwrotu w terminie do wykupu YT M i oprocentowaniu ¢, im
dtuzsza zapadalnosé obligacji T', tym wieksza wypuktoéé obligacji Conv.

Pokazmy powyzsze wlasnosci na przykladzie.

Przyktad 4.10 Rozwazmy model kapitalizacji dyskretnej. Zatézmy, ze mamy obligacje o
stopie kuponowej ¢ = 7% p.a., o warto$ci nominalnej F'=100 zl, zapadajaca za 9 lat. Zalézmy,
ze kupony sa wyptacane raz do roku, m=1. Jej cena czysta na rynku wynosi P=100 zl, zatem
stopa zwrotu w terminie do wykupu YT M = 7% p.a. Duration takiej obligacji wynosi 6,97
lata, a wypuklos¢ 55,43. Rozwazmy teraz sytuacje przedstawione powyze;j.

Przy ustalonej zapadalnosci obligacji zmieniamy stope zwrotu w terminie do wykupu
YTM. W konsekwencji zmianie ulega cena obligacji, duration oraz wypuklosé obligacji.

Tabela 4.6. Warto$¢ YT M, duartion oraz wypuklosci obligacji.

YTM(%) 40 | 50 | 60 | 7.0 | 80 | 9.0 | 10,0
duration (lata) | 7,19 | 7,12 | 7,04 | 6,97 | 6,90 | 6,82 | 6,74
wypuklosé 61,11 | 59,17 | 57,27 | 55,43 | 53,63 | 51,89 | 50,18

Tabela 4.7. Wplyw zmiany oprocentowania obligacji na wypuktosé¢ obligacji
przy danym YT M oraz T obligacji.

oprocentowanie (%) | 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
wypuklosé 62,15 | 59,57 | 57,36 | 55,43 | 53,74 | 52,24 | 50,91

Tabela 4.8. Wplyw zmiany zapadalnosci obligacji na wypuktoéé obligacji
przy danym oprocentowaniu ¢ oraz stopie zwrotu w terminie do wykupu YT'M obligacji.

zapadalnosé (lata) | 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 | 11,0 | 12,0
wypukto$é 29,43 | 37,58 | 46,28 | 55,43 | 64,93 | 74,70 | 84,66

O
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4.7. Wypukto$é obligacji 83

Tabela 4.9. Wplyw zmiany stopy zwrotu w terminie do wykupu na wypukloéé obligacji
przy danym oprocentowaniu ¢ oraz zapadalnosci T' obligacji.

YTM (%)
wypuktoéé

4,0
62,15

95,0
99,57

6,0
57,36

7,0
95,43

8,0
53,74

9,0
52,24

10,0
50,91

Praktycy rynku instrumentéw dluznych stosuja réwniez czesto pojecie nominalnej
wypuklosci (dollar convexity, $convezity) $Conv:

d2P “i-(i+1)-C/m n-(n+1)-F
$Conv = ( > 5 2) (4.48)
= (A+y/my+>  (L+y/m)nt
Wypuklosé¢ portfela obligacji
Wypuktosé portfela n obligacji, sktadajacego sie z obligacji o wagach w;, 1 < i < n,
przy zalozeniu, ze Y'T'M obligacji w portfelu jest takie samo, wynosi
n
Convy, = Zwi - Conv; (4.49)
i=1

gdzie: Conv; oznacza wypuklo$¢ i-tej obligacji w portfelu, 1 < i < n.

Gdy obligacje w portfelu majg rézne stopy zwrotu w terminie do wykupu Y T'M
(czyli krzywa YT M nie jest plaska), to zalezno$é (4.49) jest tylko wartoscia przy-
blizona. Pokazemy to na przykladzie.

Przykltad 4.11 Rozwazmy model kapitalizacji dyskretnej. Zal6zmy, ze mamy trzy obli-
gacje, wyplacajace raz do roku kupony m=1, o nastepujacych parametrach

Tabela 4.10. Parametry obligacji.

obligacja | oprocentowanie (%) | zapadalnosé (lata) | cena (z)
1 5% 2 lata 100,00
2 5% 7 lat 91,77
3 5% 15 lat 77,93

Mozemy teraz policzy¢ kazdej z nich stope zwrotu w terminie do wykupu YT M, duration
D, zmodyfikowane duration M D oraz wypuklosc.

Tabela 4.11. YT M, duration, zmodyfikowane duration, wypuklosé obligacji.

obligacja | YT'M (%) | duration (lata) | zmodyfikowane duration (lata) | wypuklosé
1 5,0 % 1,952 roku 1,859 roku 5,269
2 6,5 % 6,029 lat 5,661 lat 40,354
3 7.5 % 10,286 lat 9,568 lat 123,808
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Tworzymy teraz portfel tych obligacji, kupujac po jednej obligacji do portfela. Obliczamy
teraz $rednia wazona duration portfela, zmodyfikowanego duration portfela o wypuklosé
portfela, nie zakladajac, ze YT M kazdej z obligacji jest takie samo. Nastepnie wyznaczamy
stope zwrotu w terminie do wykupu portfela i dla tak wyznaczonego Y'T'M portfela oblicza-
my nowe ceny obligacji, nowe wagi obligacji w portfelu, duration portfela, zmodyfikowane
duration portfela oraz wypuklos¢ portfela. Rdznica pomiedzy warto$ciami przyblizonymi a
rzeczywistymi jest podana w tabeli.

Tabela 4.12. YT M, duration, zmodyfikowane duration, wypuklosé¢ portfela obligacji, przy
zalozeniu réznych YT M obligacji obliczonych w sposéb przyblizony oraz doktadny.

duration (lata) | zmodyfikowane duration (lata) | wypuklosé
aproksymacja 5,747 5,380 roku 51,460
warto$¢ doktadna 5,925 5,545 roku 54,596
roznica -0,178 -0,165 -3,137
réznica wzgledna -3,00% -2,98% -5,75%

4.8. Duration Fishera-Weila

Koncepcja duration zaprezentowana we wczedniejszym rodziale moze byé rozsze-
rzona na strukture czasowsq stopy procentowej. Jak pamietamy, duration jest miara
wrazliwosci stopy procentowej. W przypadku duration Macaulaya byta to wrazliwosé
ze wzgledu na stope zwrotu w terminie do wykupu YT M.

Obecnie zajmiemy sie sytuacja, gdy mamy strukture terminowa stopy procento-
wej i zbadamy jak zachowuje sie pod wplywem przesunigcia réwnolegltego krzywej
spot.

Zalézmy, ze mamy stopy spot: (1), 7(2),...,7r(n). Dla uproszczenia zapisu, oznacz-
my 7(i) = ;. Wezmy przesuniecie réwnolegle krzywej spot o wielko$é A (A moze by¢
dodatnie zatem mamy przesuniecie krzywej w goére, albo ujemne czyli przesuniecie
krzywej w dot) czyli przesunigcie réwnoleglte r1 + A\, ra + A, ..., 7, + A. Bedziemy
chcieli zbadaé wrazliwos¢ ceny obligacji w takiej sytuacji.

4.8.1. Duration Fishera-Weila dla modelu kapitalizacji ciagtej

Wezmy model kapitalizacji ciaglej. Wtedy stopy spot wyznaczaja cene papieru dtuz-

nego
n

P=) C;-emut (4.50)
i=1
Mozemy teraz zdefiniowaé¢ duration Fishera-Weila nastepujaco:

1 n
D = — 1 - Cf Tyt 4.51
FW P ; C e ( 5 )
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4.8. Duration Fishera-Weila 85

Postawiona definicja, wprowadzona w 1977 roku, jest analogiczna do definicji Ma-
caulaya, ale nie jest oparta na stopie zwrotu w terminie do wykupu YT'M, ale
stopach spot ry,. Jednostka duration Fishera-Weila jest czas. Poza tym speliony
jest warunek: tg < Dpw < 5.

Rozwazymy teraz wrazliwo$¢ ceny obligacji na réwnoleglte przesunigcie krzywej
spot o wielkosé A i pokazemy, Ze jest ona determinowana przez duration Fishera-Weila
Dpw. Dla dowolnej liczby A cena obligacji wynosi

PN =Y Cjr et (4.52)
=1

Zatem pochodna ceny P()\) wzgledem A w punkcie 0 bedzie dana

dP()) iP(0) & ot
R Y e 4.53
d\ |, dx ; ‘ (4.53)

stad wzgledna wrazliwo$¢ ceny

1 dP(0)
—————==-D 4.54
Zanotujmy te obserwacje.
Twierdzenie 4.1 Jesli cala krzywa spot przesunie si¢ ory, + X, 1 =0,1,2,...,n to
cena obligacji P(\) spelni zaleznosé
1 dP(0)
—————==-D 4.55

4.8.2. Duration Fishera-Weila dla modelu kapitalizacji dyskretnej

Przeanalizujmy teraz model dyskretny, w ktérym mamy wyptacane kupony m razy
w roku. Wtedy cena obligacji wynosi

n —k
Py =S (1 et A) (4.56)
=1 m m

Obliczajac pochodna ceny P(\) wzgledem A dla A = 0 uzyskamy

dP(0) &k Cy rp) "D
CM_—Zm<1+> (4.57)

(4.58)
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86 4. Ryzyko stopy procentowej

Wyrazenie (4.58) to quasi-zmodyfikowane duration (quasi-modified duration). Jed-
nostka tutaj jest czas, jednak nie jest to dokladnie Sredni czas przeplywéw gotéwki
poniewaz w wyrazeniu pojawia sic wyraz (1 + 7, /m)” %t zamiast czynnika dys-
kontowego (1 + r,/m)~*. Stad nazwa quasi-modified duration.

Twierdzenie 4.2 Jesli cala krzywa spot przesunie si¢ oy, + A, ¢ =0,1,2,...,n to
cena P(X) spelnia zaleznosé

_— 2 = _Dg (4.59)

4.9. Immunizacja portfela obligacji ze wzgledu na réwnolegte
przesuniecie krzywej dochodowosci

Struktura terminowa stopy procentowej prowadzi do nowej (bardziej odpornej) me-
tody immunizacji portfela papierow diuznych. W przeciwienistwie do immunizacji
portfela przedstawionej powyzej, nie zalezy od wyboru obligacji z tymi samymi sto-
pami zwrotu w terminie do wykupu YT'M. Co wiegcej, z racji konstrukeji struktury
terminowej stopy procentowej YT'M nie ma nawet w zalezno$ciach na wycene pa-
pieru dtuznego. Bedziemy teraz chcieli pokazaé jak uodpornié portfel obligacji ze
wzgledu na ryzyko rownolegltego przesuniecia krzywej dochodowosci. Wykorzysta-
my tutaj pojecie duration Fishera-Weila wprowadzone wczesniej. Przeanalizujmy
metode postepowania na przyktadzie.

Przyklad 4.12 Przedsi¢gbiorstwo ma zobowigzanie w wysoko$ci 1 mln zlotych platne za
5 lat. Chce juz dzisiaj zabezpieczyé¢ swoje zobowigzanie. Zalézmy, ze na rynku mamy stopy
spot takie, jak podane w tabeli 4.13.

Tabela 4.13. Stopy spot.

lata | stopa spot
7,67%
8,27%
8,81%
9,31%
9,75%
10,16%
10,52%
10,82%
11,15%
11,42%
11,67%
11,89%

— =
DR ©o-o otk wh e

—_
[\
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4.9. Immunizacja portfela obligacji ze wzgledu na réwnolegte przesuniecie krzywej dochodowo8di

Na rynku mamy dwie obligacje o nastepujacych parametrach. Pierwsza obligacja ma
zapadalno$é za 12 lat, oprocentowana jest na poziomie 6% p.a. warto$¢ nominalna wynosi
100 zi, a jej cena wynosi 65,95 zt. Druga obligacja jest obligacja 5-letnia, jej oprocentowanie
wynosi 10% p.a., nominat 100 z!, a cena wynosi 101,65 zt. Obliczmy quasi-zmodyfikowane
duration dla kazdej z nich. Dla pierwszej obligacji D1 = 7,07, natomiast dla drugiej Dy =
3,80.

Wartosé dzisiejsza 1 mln zt za 5 lat wynosi

1 mln

—————— = 627,903 tys. zt
(1+0,0975)5 v
natomiast quasi-zmodyfikowane duration zobowiazania przedsiebiorstwa

)
1+T5

= 4,56

Mozemy teraz sformulowaé warunek na odporny portfel

wy +wg =1
w1 D1 + we Dy = 4,56

gdzie: w; waga i-tej obligacji, D; quasi-zmodyfikowane duration ¢-tej obligacji, dla i = 1, 2.

Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy warto$¢ wag: wy = 0,23, we = 0,77. A stad
liczba obligacji w portfelu wynosi odpowiednio x, = 2207,62, o = 4744,60.

Zobaczmy teraz jak wyglada wynik naszego zabezpieczenia. Zalézmy, ze w krétkim okre-
sie, od chwili skonstruowania portfela (tak, ze mozemy pominaé¢ uplyw czasu) nastepuje
rownolegle przesuniecie krzywej dochodowosci odpowiednio o 100 pb w doét oraz 100 pb w
gére. Zmiany portfela obligacji oraz zobowiazania przedsiebiorstwa przedstawiono w tabeli
4.14.

Tabela 4.14. Wartosé portfela obligacji i zobowiazania przedsiebiorstwa w z1.

-100pb Opb +100pb
obligacja 1
cena 70,85 65,95 61,51
liczba 2 208 2 208 2 208
wartos¢ | 156 438,87 | 145 619,10 | 135 821,19
obligacja 2
cena 105,62 101,65 97,89
liczba 4 745 4 745 4745
wartos¢ | 501 146,74 | 482 349,14 | 464 489,37
warto$¢ portfela | 657 585,62 | 627 968,24 | 600 310,56
warto$¢ zobowiazania | 657 306,33 | 627 902,60 | 600 063,23
réznica 279,29 65,64 247,33

Widzimy, ze tak skonstruowane zabezpieczenie przyszlej ptatnosci jest odporne ze wzgle-
du na réwnolegle przesuniecia caltej krzywej dochodowosci. ([
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