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Ztotdéwka dzisiaj (ktéra mamy w reku) jest wiecej warta niz (przyrze-

czona) ztotéwka w przysztosci, bo

— mozemy zainwestowa¢ te pieniadze, (chociazby w banku) i zainka-
sowac¢ odsetki, czyli powiekszyc kapitat poczatkowy,

— sifa nabywcza naszych pieniedzy zmnienia sie w czasie ze wzgledu
na inflacje,

— przyszte wptywy pieniezne s3 niepewne.



Lokujemy w banku kwote PV na procent r > (
zatem uzyskujemy r PV odsetek
kapitalizacja prosta oznacza, ze odsetki nie s3 dopisywane do kapitatu

przyszta wartos¢ po czasie T (liczonym w latach) wyniesie
FV = PV(1+T) (1)

wartos¢ dzisiejsza

PV =

FV=01+rT)'F 2
14T V= (@ Fet) Ay 2)

Majac dane PV, F'V oraz T' mozemy wyliczy¢ r

FV — PV
PV

czyli procentowy przyrost wartosci dzisiejszej
stopa zwrotu w skali roku (przeskalowanie czasu)

rl =

1FV — PV
T PV )

r
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Kapitalizacja zfozona

3. Kapitalizacja zlozona

wartosci przyszte F'V po T’ latach
gdy m =1,
FV =PV(1+nr)"

gdy m = 2,

FV = PV(1+ g)ﬂ

dla dowolnego m

FV = PV(1+—)"T
m




czynnik stopy procentowej

)

wartos$¢ przyszta naszej inwestycji zalezy od czestotliwosci kapitalizacji

potrzeba poréwnania efektywnos$ci inwestycji przy réznych metodach
kapitalizacji

efektywna stopa procentowa 7. rownowazna stopa procentowa, gdyby
kapitalizacja nastepowata tylko raz w roku

r m
1+r6:(1+—)

czyli
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za T' lat dostaniemy kwote F'V
jaka jest warto$¢ dzisiejsza PV kwoty F'V za T' lat?
mamy dang stope procentowa r

PV =FV({1+r)T, (4)
T'-letni czynnik dyskontowy
dr=(1+r)"" (5)

dyskontowanie ma miejsce m razy w ciggu roku, wtedy

PV — FV (1 4 i>_mT (6)

m
i wtedy czynnik dyskontowy

—mT
AT = (1 E L)
m
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odsetki s3 dopisywane m-krotnie w ciagu roku
wtedy wartos$¢ przyszta F'V kwoty PV po czasie ¢ jest dana

rr- mt
FV = PV <1+—)
m

po przeksztatceniu
T\ 1
FV = PV (1+_> e

korzystamy z faktu, ze

lim (1 + E) =e
r

uzyskamy

FV = PVe'™
stopa efektywna

re=e¢ —1

warto$¢ dzisiejsza

PV =FVe !
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wypftaty raz do roku, w rownej wysokosci C', przy czym pierwsza wypfata
ma miejsce za rok od dzisiaj

stopa procentowa r

Aby wyznaczy¢ warto$¢ dzisiejsza takiej renty wieczystej PVi musimy
zdyskontowac wszystkie ptatnosci na dzien dzisiejszy

_ C N C N C L
S l4+r o (1472 (1+7)?

PV

Widzimy, ze jest to nieskonczony cigg geometryczny. Sume takiego cia-
gu mozemy wyznaczy¢ ze wzoru

S oag = ¢ ,  przy zalozeniu | q |< 1
n=1 1— q
' _Cc . _ 1
gdzie w naszym przypadku a = =, ¢ = 1. Zatem
C C C C 1 C
PV = + + oo = —— (9
Tty (1+7)?2 (1+7r)3 1—|—7“1—%+7, r (9)
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skonczony strumien przeptywéw gotowkowych

pierwsza ptatnos¢ nastepuje po 1"+ 1 latach

warto$¢ dzisiejszg PV takiej renty % musimy zdyskontowaé na dzis,
co daje

C
r(l+r)T"
Wartos$¢ dzisiejszg renty okresowej sktadajacej sie z 1" ptatnosci, przy

czym pierwsza jest ptatna za rok:

C C C C

= + to
Z1(1+r)y 1+r (1+7)? (1+r)T

PVri =

obliczamy jako réznice dwoch rent wieczystych

C 1 C
PVi—-PVpy=——— " =—~[1
T

e ) OPVART)

R
PVijvzl(y-(l)

r

oznacza czynnik renty okresowe;.
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. . . . Wycena ciagu . ..
Jesli mamy m ptatnosci w roku w wysokosci C'/m kazda,

to wartos¢ dzisiejsza renty okresowej skfadajacej sie z n pfatnosci
(gdzie n =m - T, T liczba lat) bedzie wyrazona zaleznoscia

Wycena obligacji

Zaleznosé. . .

n C c c c
PV = Mo = M T e T
El (T+-) 14+ (1+ )2 (L4 5)n



Obligacja kuponowa = skonczony ciag strumienia ptatnosci

warto$¢ obecna strumienia ptatnosci
= warto$¢ dzisiejsza kupondéw + wartos¢ dzisiejsza nominatu

mamy dang stope procentowa dyskontujaca te przeptywy r
wtedy warto$¢ obligacji P (warto$¢ dzisiejsza strumienia ptatnosci w
przysztosci)

p— Z C’Z/m L F
Z1(1+r/m)  (1+7r/m)"
n - liczba okreséw odsetkowych (liczba lat 7" " zycia obligacji” X liczba
ptatnosci kuponowych w roku m),

F' - warto$¢ nominalna obligacji (par value),

C;/m - wysokos¢ kuponu (¢;/m - F') w i-tym okresie odsetkowym,
¢;/m - oprocentowanie obligacji w i-tym okresie odsetkowym,

1 - chwile, w ktérych nastepuja ptatnosci,

T - stopa procentowa dyskontujaca przeptywy.

(10)
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w szczegdlnosci dla obligacji o statym kuponie C;/m = C/m dla kaz-
dego i-tego okresu odsetkowego

B C/m F
F= z; (1+7/m) * (1+7/m)"

(11)

T=3, =100 zt, c = 8% p.a., m = 1.
stopa procentowa dyskontujaca przeptywy wynosi 6% p.a.
Wtedy wartos¢ obligacji wynosi

3. C/m F
P = Ly
S xr/my A tr/mp
8 8 108
+ +
140,06 " (110,062 " (1+0,06)3
— 105,35

4
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teraz m=2,
liczba okreséw odsetkowych wzrosnie 2 razy,
wysokos¢ kuponu C'/m=4 zt, a warto$¢ obligacji wyniesie

6 C/m F
P = -+
(1 +r/m) (1+7/m)s
I 4 - 4 L o4
140,03 (1+0,03)2 (1+0,03)5  (1+0,03)8
= 105,42

czestsze wyptacanie kupondéw to wartos¢ obligacji jest wyzsza.
¢
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zmieniamy stope procentowa dyskontujaca przeptywy pieniezne

T=3, =100 zt, ¢ = 8% p.a., m = 1.
stopa procentowa dyskontujaca przeptywy wynosi 8% p.a.
Wtedy wartos$¢ naszej obligacji wynosi

p_ 8 N 8 N 108
140,08 (140,082  (1+0,08)3
8 N 8 N 108
140,08 (140,08)2 (14 0,08)(1+0,08)2

8 8 100

= - +

140,08 (140,082 (14 0,08)2
8 N 108
140,08 (1+0,08)2
108
140,08
= 100,00

gdy 7 = ¢, to warto$¢ takiej obligacji jest réwna warto$ci nominalne;
@
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Zatdézmy teraz, ze stopa procentowa dyskontujaca przeptywy wynosi

10% w skali roku.

P

Wtedy wartos$¢ naszej obligacji wynosi

3 O/m N F
- i=1 (1—|—T/m)i (1+7’/m)3
_ 8 , 8 108
1401 (140,12 (140,1)

— 05,62

¢
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obserwacja

Wycena ciagu . . .

(oprocentowanie obligacji < 1) <= (warto$¢ obligacji < F)
(oprocentowanie obligacji = r) <= (wartosé¢ obligacji = F)
(oprocentowanie obligacji > 1) <= (warto$¢ obligacji > F)

Ul




teraz wyceniamy obligacje w dowolnej chwili okresu odsetkowego

F=100 zt, ¢ = 8% p.a., m = 1.

stopa procentowa dyskontujgca przeptywy wynosi r = 6% p.a.
wyceniamy obligacje na 2 lata i 3 miesigce przed terminem wykupu,
czyli na 3 miesigce przed koncem pierwszego okresu odsetkowego
Pierwszy kupon — dyskontowany czynnikiem (1 + 0,06)%%°,

bo caty okres odsetkowy to 12 miesiecy, a mamy 3 miesigce do wypfaty
pierwszego kuponu. Zatem czas do wypfaty pierwszego kuponu wynosi
3/12 = 0,25. Wtedy warto$¢ obligacji wyniesie

2,25 C'/m F
P= 2 / T 2,25
i=0,25 (1—|—7“/77’L>Z (1+r/m) B
B 8 N 8 . 108
~ (140,06)925 © (140,06)125 (1 + 0,06)22

= 110,05
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Wartos¢ pieniadza. . .
Kapitalizacja prosta

Kapitalizacja zfozona

Niech teraz odsetki beda wyptacane co pot roku, czyli m=2. Mamy
zatem 6 okresow odsetkowych, jednak pierwszy kupon juz zostat wy-
ptacony, bo obligacja zapada za 2 lata i 3 miesigce. Zatem jesteSmy w
potowie drugiego okresu odsetkowego i drugi kupon bedzie dyskonto-
wany czynnikiem (1 + 0,03)"°. Stad wartoé¢ obligacji

Kapitalizacja ciagta
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B C F
p=y m 7
Z':()75(1—|-7"/77”L)Z (1+7‘/m)’

4 4 4 104

(1+0,03)%5  (1+0,03)3 110,035 (14 0,03)35

— 106,14
@



Czyli ogdlnie mozemy zapisacé:
jesli dtugos¢ odcinka czasowego do najblizszej ptatnosci jest mniejsza
niz dtugos¢ okresu odsetkowego to warto$¢ obligacji wyrazimy naste-

pujaco

P= T 12
z‘:z:l (1+ %)V(l + %)1—1 (1+ %)V(l n %)n—l (12)
gdzie
B liczba dni do najblizszego kuponu (13)
~ liczba dni w okresie odsetkowym
@
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Na taki cigg ptatnosci odsetek w obligacji o statych kuponach mozemy
patrze¢ jak na rente okresowa o ptatnosciach C'/m. Zatem mozemy
napisac

warto$¢ obecna strumienia ptatnosci

wartos¢ dzisiejsza renty okresowej

_|_
warto$¢ dzisiejsza nominatu

¢
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warto$¢ dzisiejsza renty okresowej o ptatnosciach C'/m i stopie procen-
towej 7,

C 1
PA(r,n) = = {1 ~ s r/m)”} (14)
Zatem warto$¢ obligacji wynosi
C 1 F
P=—1:1- 15
r { (1+r/m)”}+(1+r/m)” (15)

postac szczegdlnie przydatna gdy obliczamy wartos¢ obligacji o dtugim
okresie zapadalnosci

Ul
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przyklad

T=30 lat, =100 zt, ¢ = 8% p.a., m = 2,

stopa procentowa dyskontujgca przeptywy wynosi r=6% p.a.
Wtedy warto$¢ obligacji wynosi

Wycena ciagu . . .

1
Y PR . .
0,06 " (140,06/2)% " (1+ 0,06,/2)0 —
= 110,70 4 16,97

— 127,68

4




Wycena ciagu . . .

W szczegdlnosci obligacja 0-kuponowa wyraza sie prosta zaleznoscig

F
=0 r/mr (16
—

4




Dla modelu kapitalizacji ciggtej, wartos¢ obligacji
n
P=> Ci/m-exp(—7-t;) + F -exp(—r - t,) (17)
i=1
gdzie:

exp - podstawa logarytmu naturalnego,
t; - czas do t-tego kuponu, 1 <17 < n.

W szczegblnosci, dla obligacji o statym kuponie C;/m = C/m mamy
P=%C/m-exp(—r-t;)+ F -exp(—r-t,) (18)
i=1

4
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rynek obligacji dziata inaczej:

rynek kapitatowy kwotuje (wycenia) te obligacje,
czyli ceny obligacji podaje nam rynek

musimy wyznaczy¢ wysoko$¢ stopy procentowej dyskontujacej przepty-
Wy pieniezne

problem wyceny obligacji sprowadza sie do:

znalezienia wewnetrznej stopy zwrotu (internal rate of return
IRR) sumy takich przeptywéw gotéwkowych,

czyli stopy zwrotu w terminie do wykupu (stopy zwrotu
w okresie do wykupu) (yield to maturity Y'TM)
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YTM =

Srednia stopa zwrotu uzyskana z inwestycji w obligacje kupiona
dzis i trzymana do wykupu przy reinwestowaniu kupondéw po
stopie YT'M

T=3 lat, =100 zt, ¢ = 5% p.a., m = 1, P=87,57 zt
stad YT M =10%
Reinwestujemy kupony po stopie Y T'M i przy zapadalnosci mamy

o - (1—!—0,1)24—5- (1+0,1) + 100 + 5 = 116,55 (19)
zatem nasza inwestycja generuje roczng stope zwrotu y taka, ze
116,55 = 87,57 - (1 + y)? (20)
czyli
y = 10% (21)

y=YTM
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wycena obligac;ji:
= dla modelu dyskretnego

P= sy my T G ymy

= dla modelu ciggtego
P=>C;/m-exp(—y-t;) + F -exp(—y - t,)
i=1

rynek kwotuje cene czysta (cene w gazecie)
czyli bez narostych odsetek najblizszego kuponu

cena brudna = cena czysta + naroste odsetki

(22)

(23)

4
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naroste odsetki =
liczba dni od ostatniego kuponu

x wielkos¢ kuponu
liczba dni w okresie odsetkowym 2

czyli
C

naroste odsetki = (1 — v)—F
m

YT M = stopa zwrotu w terminie do wykupu dla ceny brudnej obligacji.

przyktadowe kwotowania obligacji skarbowych na polskim rynku mie-
dzybankowym w arkuszu

Policzmy stope zwrotu w terminie do wykupu Y T'M przyktadowej ob-
ligacji kwotowanej na polskim rynku

4
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dotyczy podstawy naliczania odsetek
(day account lub day basis)

Wartos¢ pieniadza. . .

Gdy znane s3 termin wykupu obligacji i termin wyceny, to réznica mie-
dzy nimi okresla dokfadny horyzont czasowy inwestycji. Metoda okre-
Slania dtugosci czasu miedzy tymi terminami znana jest jako podstawa
naliczania odsetek.

Najczesciej stosowane konwencje to:

= Actual/Actual

Kapitalizacja prosta
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Wycena ciagu . . .

rzeczywista liczba dni w okresie inwestycji w stosunku do rzeczy- Zaleznosé...
wistej liczby dni w roku (365 dni) lub (366 dni dla roku przestep-

nego),
= Actual/365

rzeczywista liczba dni w okresie inwestycji w stosunku do 365 dni
w roku bez wzgledu na to, czy rok jest przestepny,

= 30/360

zakfada sie, ze kazdy miesiac kalendarzowy ma 30, a rok 360 dni
bez wzgledu na rzeczywistg ich liczbe.



Obligacja wyptaca kupony co pét roku (m=2) w dniach:

7 kwietnia i 7 pazdziernika

Mamy dokona¢ wyceny obligacji na dzien 15 pazdziernika zaktadajac,
ze nastepny rok nie jest rokiem przestepnym. Aby wyceni¢ obligacje,
musimy okresli¢ jaka cze$¢ okresu odsetkowego pozostata do nastepnej
pfatnosci kuponowej, jesli przyjmiemy nastepujace metody liczenia dni:
a) Actual/Actual

b) 30/360.

Obliczenia przedstawiono w arkuszu.
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YTM - metoda przyblizona

Stope zwrotu w terminie do wykupu nie mozna wyznaczyé w sposob
analityczny w modelu dyskretnym (czyli z zaleznosci (22)) czy tez w
modelu ciagtym (zaleznos¢ (23)). Mozna to zrobi¢ tylko metoda préb i
btedéw lub w sposéb numeryczny.

Istnieje jednak przyblizona formuta pozwalajaca szybko oszacowac stope
zwrotu w terminie do wykupu YT'M. Dana jest ona nastepujaco

C F—P) 3

YTM ~ | —
(m+ n F+2P

(24)

i
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Rozwazmy 5-letnig obligacje, o wartosci nominlnej £'=1000 zt, opro- Wycen ciagu. .
centowang w wysokosci 10% p.a., pfacaca odsetki raz do roku m=1.
Jej cena wynosi P=105,912% wartosci nominalne;. Zalednode.

Wotedy stopa zwrotu w terminie do wykupu Y T'M wynosi

= 8,48%

1 1000 — 1059,12
VT ~ ( (1)0 n 000 — 1059, ) 3

5 1000 + 2 x 1059,12

Gdybysmy policzyli doktadnie YT'M to wyniostaby ona 8,5%.
¢



Stope zwrotu w terminie do wykupu mozna analitycznie wyznaczy¢ tylko
i wyfacznie dla obligacji 0-kuponowej, z racji tylko jednego przeptywu.
Dla modelu dyskretnego mamy

y= (g) - (25)

y= L (5) (26)

Ul

a dla modelu ciagtego
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Wartos¢ pieniadza. . .
Kapitalizacja prosta
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Kapitalizacja ciagta

Inne miary stopy zwrotu z obligacji

Wartos¢ pieniadza . . .

biezaca stopa zwrotu (current yield CY) T
Wycena obligacji

(27) Zaleznosc . . .

oprocentowanie obligacji w skali roku

biezaca stopa zwrotu = —
cena obligacji

stopa kuponowa (coupon rate CR)

oprocentowanie obligacji w skali roku

stopa kuponowa = (28)

cena nominalna obligacji



jakie s3 zaleznosci pomiedzy miarami stép zwrotu z obligacji

T =5, F'=1000 zt, ¢ = 8% p.a., m = 2. Niech cena tej obligacji
wynosi P=108,53% wartosci nominalne;.

Zatem
80
CR = W%%—S,OO%
Y p— p—
& 1085,30 T30k
YTM = 6%

Czyli mamy YT M < CY < CR.

Wezmy teraz sytuacje, gdy obligacja jest wyceniona przez rynek na
poziomie P= 92,28% wartosci nominalnej. Wtedy

80
CR = ng_s,oo%
Y p— p—
¢ 022,78 SR
YTM = 10%

Czyli mamy YT M > CY > CR.
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Oczywiscie, gdy obligacja jest wyceniana przez rynek na poziomie ceny
nominalnej to wtedy YT M = CY = CR.

Stope zwrotu w terminie do wykupu obliczamy dla portfela obligacji
w specyficzny sposéb. Nalezy okresli¢ wszystkie przeptywy gotowkowe
generowane przez kazda z obligacji bedaca w portfelu. Taki portfel ma
okreslong warto$¢ (czyli cene). YT'M portfela to stopa dyskontujaca
wszystkie te przeptywy portfela tak, aby wartos¢ dzisiejsza tych prze-
ptywow byta réwna wartosci rynkowej portfela.

= projekt
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Pomimo tego, ze zaleznosc opisujaca cene papieru dfuznego jest skom-
plikowana, jednak mozna stosunkowo tatwo okreslic jakosciowe zalez-
nosci pomiedzy ceng obligacji P, stopa zwrotu w terminie do wykupu
Y'T'M, oprocentowaniem obligacji ¢ i czasem do wykupu 7'. Okreslenie
tych relacji pozwoli lepiej zrozumiec problemy ryzyka stopy procentowe;
oraz zarzadzania portfelem papieréw dtuznych.

Mozemy ogdlnie napisal, ze cena papieru dtuznego P jest funkcja trzech
zmiennych:

— stopy zwrotu w terminie do wykupu Y'T'M,

— czasu zapadalnosci obligacji T',

— oprocentowania obligacji c.

Zatem mamy zaleznos¢

P = funkcja(YT M, czasu do wykupu, % obligacji)
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1. Cena obligacji a YTM (dla ustalonego czasu do
wykupu i oprocentowania obligacji)

Wartos¢ pieniadza. . .

Kapitalizacja prosta

cena P / YTM \‘ Kapitalizacja zfozona
cena P \ <> YTM /‘ Kapitalizacja ciagta
5 Wartos¢ pienigdza . . .
krzywa Y T'M-P jest wypukta. PR

Wycena ciagu . . .

Wycena obligacji
P A Zaleznosc . . .

YTM
¢
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2. Cena obligacji a YT'M i oprocentowanie obligacji c

Wartos¢ pieniadza . . .

obligacja z dyskontem Wycena ciggu...
(c<YTM) <= (cena < warto$¢ nominalna)

Wycena obligacji

Zaleznosé. . .

obligacja po cenie par
(c=YTM) <= (cena = warto$¢ nominalna)

obligacja z premig
(¢>YTM) <= (cena > warto$¢ nominalna)

¢



3. Cena a czas do wykupu (przy ustalonym YT M)
Zmniejszanie sie premii i dyskonta w miare zblizania sie terminu wykupu
obligacji. Jesli dane s3 dwie obligacje o tym samym oprocentowaniu, te;
samej wartosci nominalnej i tej samej stopie stopie zwrotu w terminie
do wykupu, to obligacja z krétszym terminem wykupu charakteryzyje
sie mniejszym dyskontem (mniejsza premia odpowiednio). T3 wtasnosé
obligacji pokazujemy w arkuszu.

)
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4. Wtasnosci krzywej YT M-P dla malych zmian YT M

Niewielkie procentowe zmiany YT'M implikuja niewielkie (w przyblize-
niu réwne) procentowe zmiany ceny obligacji (bez wzgledu na spadek
Cczy na wzrost YTM ) Wartos¢ pieniadza. ..

Kapitalizacja prosta

5. Wtasnosci krzywej YT M-P dla duzych zmian YT M
Duze procentowe zmiany Y'T'M implikuja duze (nieréwne co do kierun-
ku) procentowe zmiany ceny obligacji (przy spadku YT'M procentowy
wzrost ceny obligacji jest wiekszy, niz przy wzroscie Y'I'M procentowy
spadek ceny obligacji).
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6. Wtasnosci krzywej YT M-P (dla ustalonego okresu do
wykupu i YT M)

Przy danym okresie do wykupu i danym YT'M, im nizsze oprocento-
wanie obligacji tym wieksza zmiennos¢ cen.

7. Wlasnosci krzywej YT M-P (dla ustalonego oprocento-
wania obligacji i YT M)

Przy danym oprocentowaniu obligacji i danym Y'T'M, im dtuzszy okres
do wykupu tym wieksza zmiennos¢ cen obligacji.

8. Wlasnosci krzywej YT M-P (dla ustalonego oprocento-
wania i czasu do wykupu obligacji)

Przy danym oprocentowaniu i danym czasie do wykupu obligacji, im
nizsza Y'T'M tym wieksza zmiennos¢ cen obligacji.

¢
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