Catkowanie Monte Carlo

Zagadnienia zwigzane z wykorzystaniem MC do catkowania numerycznego

* podstawowa metoda catkowania
* testowanie jakosci rozwigzania
* sposoby redukcji warianciji:

- losowanie wazone

- losowanie warstwowe

- metoda zmiennej kontrolnej

- metoda zmiennych antytetycznych
- redukcja wymiarowosci

- estymator obcigzony

Literatura:

e D.P. Kroese, T. Taimre, Z.I. Botev ,Handbook of Monte Carlo Methods”
e M.H. Kalos, P.A. Withlock ,Monte Carlo Methods”
* W.L. Dunn, J.K. Shultis ,Exploring Monte Carlo Methods”



Naszym pierwszym ,powaznym” celem stosowania Monte Carlo bedzie szacowanie warto$ci catlek oznaczonych.
Zat6zmy, ze catka istnieje (ma skonczong wartosc) i ma postac

C = 7 zg(z)dz

Problemowi mozemy nadac interpretacje statystyczna:

Jak znalez¢ jej wartos¢?

1) zmienng z potraktujemy jako zmienng losowag
2) funkcje g(z) traktujemy jako fgp rozktadu zmiennej z

wowczas zagadnienie mozemy przedstawi¢ jako problem estymacji wartosci oczekiwanej zmiennej losowej z

~

oo
(Zi losowane z rozktadu danego g(z)

C:<z>:/zg(z)d ~Z= %izz N
o - / g(z)dz =1

Dos¢ czesto jednak g(z) jest nieznane o
- moze to by¢ wynik dziatania skomplikowanego algorytmu
- rozktad mozemy dopiero probkowac tworzac tancuch Markowa K j

Ale zmienna z najczesciej jest funkcja, ktorej argumenty sa zmiennymi losowymi

z = z(Z), T =[x1,T2,...,%n]

0 znanym rozkladzie

f(@) = f(z1,22,. .., 20)



Aby policzy¢ catke dokonujemy transformacji zmiennych wykorzystujac warunek (dz>0 i)
z

P{Z <z} =F(2) = / g(z"d2' = PH{X;: X; <uz;}} = /d"xf(f)

9(z)dz = f(Z)d"x

co prowadzi do alternatywngo sformutowania problemu

(z) = 7 z9(z)dz = /bldxl /bda:nz(a_:’)f(x)

wartos¢ catki liczymy podobnie

Losowanie mozemy przeprowadzi¢ na 2 sposoby

1) rozktad nieskorelowany — kazda zmienna niezalezna od innych, granice catek ustalone

[fzf(xl,l’z,---,ﬂﬁn):fl(xl)f2(332)---fn(96n) x; € lag, byl i=1,2,....n J

(17 1 af | a3 L Zn
przyktad: 1(@) = H o\ 2 P\ 20% + 205 T 202

wielowymiarowy i=1
rozktad normalny N"(u,0) 1 et _ @3 1 x?
= e 21 e 295 .. e 207
o1V 21 oo\ 2T onV 2T
= f(z1) - f(x2) ... f(xn) zmienne losujemy niezaleznie
z indywidualnych rozktadéw 3




2) rozktad skorelowany — wykorzystujemy ciag rozktadéw warunkowych, granice catek tez sg funkcjami zmiennych

f=flx1,22,...,20) = fa(@n|Tn_1...21) ... f3(z3|xaz1) - fo(z2|21) - fi1(21)

sekwencja losowania:

r1 € a1, b1]
T € az(z1), ba(z1)]

T1 — Ty —> T3 —> ... — Tp { 3 € lag(@1, 22), b3(21, 22)]
| T € [an(z1,22,. .., Zn_1),bn(z1,22,..., Zn_1)]
bn b2
losowanie : z1 < f1(z1) = /dmn oo / dx2f(331ag727 XT3y 72373) - okresla rozktad x; niezaleznie od innych
(229 az

bn
losowanie : xy + fa(xa|r1) = /dxn ..
Qn,

7

bs
: / drsf(x1, T2, T3,Tq,...,2Ty,) -rozkiad x. dia ustalonego x,
as e

bn b4
losowanie : x3 « f3(x3|x1,T2) = /dmn e / dryf(x1, T2, T3 T4, X5,...,Ty,) -rozkiad xs dla ustalonego xi i x.
An, aq
losowanie : x,, < fo(Tn|T1,22,...,20-1) = f(21,22,...,Zpn_1,T,)  -rozkiad x,, reszta ustalona

w poprzednich losowaniach

VO
ustalone



przykitad rozktadu skorelowanego

1 _y%-i'y% Y1 = 1 + 73;'2 1 _5z%+10m1m2+50$%
f(yla y2) — 26 252 — o 2 — f(xla x2) — —2 26 2052
N 2mo P Y2 = 201 — T2 iFTO
nieskorelowany skore?c:wany
. 1 - éw;2 1
losowanie: x1 + f1(x1) = 2—\/_6 0
OS\/T
3 0.57
zmienit sie rozktad (rozmycie): o1 = Tg X2 01
-0.51
o=1
_]_-

Dla ustalonego xi1, zmienng X, losujemy z f(x1,xz).




Catkowanie bez jawnej postaci fgp argumentow funkcji — musimy ja wprowadzic¢

(2) = /Q (F)d "z /Q ;g F(@)d"a

Musimy okresli¢ fgp wektora losowego x - z pierwotnej postaci wynika ze jest to stata

f(&) = C = const — /f(f)d”a:zC/ld”x:Cﬁzl
Q )

1

f(f) = 5 - rozktad wektora losowego x jest jednorodny w Q
teraz mozemy uzy¢ jawnej postaci fgp <Z> =0 / Z(f)f(;ﬁ)d”g;
Q

teraz mozemy szacowac wartosc calki liczac Srednig (wektory x losujemy z rozktadu jednorodnego)

0 N
() m 2=~ d a(d@), T~ UM9Q)
1=1

Wz0or ten nazywany jest czasem ,kwadraturg Monte Carlo” przez jego podobienstwo do kwadartur Newtona-Cotesa/Gaussa.

Poniewaz nadaliSmy interpretacje statystyczng funkcji podcatkowej z(x) (teraz: zmienna losowa)
wiec jej oszacowanie obarczone jest niepewnoscia (,btedem”) — miarg niepewnosci jest wariancja.



Liczymy drugi moment

* precyzjal/rozrzut wyniku jawnie zalezy od liczby losowan (mianownik), ale réwniez od wartosci obu momentow

* w metodzie MC dazymy do redukcji wariancji, utrzymujac state N (zaktadamy, ze losowanie jest kosztowne)
— zatem pozostaje nam manipulacja wartosciami licznika



Test jako$ci rozwigzania

Poniewaz w obliczeniach uzywamy metody statystycznej otrzymany wynik nie jest dokladny.
Mozemy zada¢ dwa pytania

* jak dokladny jest wynik?

* jaki jest rozrzut kolejnych wynikow czastkowych wokot otrzymanej wartoSci

Dokftadnos¢ wyniku — to r6znica pomiedzy wynikiem doktadnym (tego nie znamy) a wynikiem otrzymanym z obliczen.
Jesli algorytm MC jest poprawny a obliczenia zostaty wykonane prawidtowo to zgodnie z CTG i prawem wielkich
liczb spodziewamy wzrostu doktadnosci przy wzroscie liczby losowan N.

Uwaga: doktadnosé wyniku moze zosta¢ zaburzona przez wptyw btedu systematycznego
np. btedne oszacowanie wartos$ci funkcji podcatkowej, uzycie generatora o ztych wkasnosciach statystycznych

Precyzje wyniku okre$la szerokos¢ przedziatu ufnosci wokot uzyskanej wartosci i wyrazamy jg za pomocg
wariancji/odchylenia standardowego. Oczywiscie oczekujemy jak najmniejszych wartosci wariancji (wysokiej precyzji)
a ta maleje jak odwrotnosc pierwiastka z liczby losowan.

Btad wzgledny
Daje informacje o relacji bledu/niepewnosci do uzyskanej wartosci
2272
R=2_Y XN
z Z
przypadki szczegdine: zi=const, 1=1,2,...,N — R = 0 -brak rozrzutu wyinkéw losowan
sign(z;) = const, i=1,2,...,N — 22 > 72 — R<1
Oczekujemy matego btedu wzglednego
R < 0.05



Wydajnos¢ algorytmu MC — figure of merit

Celem jest uzyskanie matej wariancji dla matej liczby losowan N.
Do okreslenia wydajnosci metody mozna uzy¢ specjalnej funkcji (figure of merit)

1

_ ~ _ 2
FOM—mNC—CO’nSt RN

1
N Time ~ N

Poréwnujgc rozne metody redukcji wariancji, wykonuje sie krotkie serie losowan i wyznacza FOM.
Metoda dajgca najwiekszg wartos¢ jest w danym zastosowaniu najwydajniejsza.

Znajac FOM mozna okresli¢ przyblizony czas (liczbe losowan N) potrzebnag do uzyskania zatozonej
wartosci btedu wzglednego R

Time ~

R?-FOM

Wariancja wariancji (variance of variance = VOV)

Znajomos$¢ wszystkich momentow rozkiadu daje petng informacje o rozktadzie — ale to nie jest w praktyce mozliwe

Mozemy jednak wyznaczac¢ wyzsze momenty, ktore dostarczg dodatkowych informacji o wyniku.
Wzgledny btad wariancji (VOV)

o Z:l(zz - 5)4 1
VOV = 2o = —= - —
o2(c2) N 2 N
el
1=1
- J
VOV jest miarg rozrzutu wariancji, z przeprowadzonych

licznych testow statystycznych wynika, ze wiarygodny VOV <0.1
przedziat ufnosci dostaniemy dla warunku



w praktyce wykorzystujemy sumy S, bedace sktadnikami 4 najnizszych momentow

Sy — %5153 + %SQS% — %S% — %S%

= (52 — %57]°

1=

Sm=)» 2" = VOV=

1
Wartos¢ VOV powinna malec jak 1/N VOV(N) ~ N

Uwaga:

Dotychczasowe rozwazania wskazujg, ze ze zwiekszanie liczby losowan N prowadzi do uzyskania lepszego wyniku.
Nalezy jednak pamietac, ze zmniejszenie btedu 10 krotnie wymusza zwiekszenie liczby N 100 razy.

Jesli N losowan zajmuje nam 1 godzine to 100N daje ...

- wniosek jest oczywisty: zwiekszanie N jest ostanig deska ratunku w symulacjach MC,
algorytmy MC nalezy optymalizowac pod katem wydajnosci.

Oscylacje to wynik powtarzajgcego sie

Przyktad. Liczymy catke uzywajac generatora U(0,1) o matym okresie ciagu liczb pseudolosowych. Amplituda
oscylacji (btad) maleje jak 1/sqrt(N)
) - czyli wolno.
generator: X, 1 = a-X; mod m, (Xo =11, a = 163, m = 269)
5 catka liczona MC
histogram generatora 5
C = /ln(m)dx = 3.047
0 4
C zbiega sie do
N 3 dobrej wartosci
Q
Cm Zln(wi), (Q=5)
1=1 2
0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 500 600 1000 1600 2000
N

(taki sobie ten generator)
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Problem moze tez stanowi¢ sposéb akumulowania wielko$ci w trakcie sumowania — problem dodawania matych i wielkich liczb.

Pojedyncza precyzja
— trzymamy 8 miejsc po przecinku/kropce

a = 1.123980980912390

b = 0.00000008908
a+b=1.12398107

wszystkie cyfry powyzej 8 miejsca zostajg skasowane

Rozwazmy przykiad bardziej praktyczny: sumowanie N liczb

sumowanie identycznych liczb
N

51=Z%=1

=1

Podwadjna precyzja
— trzymamy 15 miejsc po przecinku/kropce

a = 1.123980980912390
b = 0.00000008908

a+ b =1.123981069992390

korncowe wyniki r6znig sie nieznacznie,
ale wykonalismy tylko jedna operacje
dodawania, w MC wykonujemy ich miliony

sumowanie liczb z generatora U(0,1) - Srednia daje warto$¢ 0.5

N
1
S2:N;2xi’ xiNU(O,l)

N | S8 | S©) | SD) | SD)
102 | 0.99999934 | 0.98788345 | 1.00000000 | 0.98788378
103 | 0.99999070 | 1.05094624 | 1.00000000 | 1.05094643
10* | 1.00005352 | 1.00425220 | 1.00000000 | 1.00425086
105 | 1.00099015 | 0.99792010 | 1.00000000 | 0.99791809
105 | 1.00903893 | 1.00016904 | 1.00000000 | 1.00017082
107 | 1.06476748 | 0.99997652 | 1.00000000 | 1.00000394
105 | 0.25000000 | 0.33554432 | 1.00000000 | 1.00005262
10° | 0.03125000 | 0.03355443 | 0.99999999 | 1.00000956

po przekroczeniu 107 liczb, réznica

jest zbyt duza i mate liczby sg zerowane

a tu nie ma tego problemu dla N<10*®

S - single precsion

D - double precision

11



Losowanie wazone

Mamy oszacowac wartos¢ catki wielowymiarowe;j
f(Z) - fgp rozkladu wektora losowego x

1
&)= [ @@~z =5 @) g~ Diwl )

Problem pojawia sie, gdy obie funkcje podcatkowe przekrywaja sie
w niewielkim stopniu tj. gdy z(x) jest skupiona w pewnym obszarze

Wowczas dokonujemy modyfikaciji fgp — wprowadzamy funkcje probna *(x)

[ D@
= [ ZE @

ma ona wszystkie cechy funkcji gestosci prawdopodobienstwa

(@) >0, /Q f@)d =1

oraz zgdamy aby nowa funkcja podcatkowa byta skonczona

12



Jak zmiana wplywa na wariancje?

o2 = (%) — (z)? s (%) = (2) )
o f(@)
0% = (") = (") = (%) — (2)° W(E) = 2=
L f*(@) )

Jesli tak dobierzemy f*(x) ze zachodzi warunek
W@ <1 = (&)= / 2(B)W (D) f(Z)d "z < / 2(2) f(D)d
Q
to wariancja ulegnie zmniejszeniu
03* < ag

Jaka postac f* jest optymalna? Znajdziemy jg stosujgc metode mnoznikéw Lagrange’a

2 _ ZZ(f)fZ(f) (A — 22
= | St @ - @

Szukamy minimum tego wyrazenia ze wzgledu na f*, drugi wyraz jest staly a wiec nieistotny.
Wartos¢ catki bedzie mata jesli f* bedzie duze, ale musimy pamietac ze f*=fgp — jest unormowane

13



Konstruujemy fukncjonat z mnoznikiem Lagrange’a

L{f*) = / fo &z 4+ ) [ F (@)

Q
wariacja funkcjonatu doprowadzi nas do minimum
5L 2033\ £2( 7
2 (f)zfa(x) A =0
o f f*2()
oz~ DI
VA
i rozwazmy przypadek szczegoélny \/X — (z), z(j’) >0

... ale taki sukces nam nie grozi — nie znamy <z> bo do jej wyznaczenia stosujemy MC

Niestety nie istnieje sposob doboru optymalnej postaci f* - dobieramy ja tak aby dobrze opisywata
wartosci iloczynu |z(X)f(x)| w obszarach, w ktérych wnosza duzy wktad do catki.

14



Przyktad transformacji funkcji podcatkowej (1)

m
(7‘(‘33‘) w2x? N mixt
COS| — ) = 1— — ...
2 384 1.4
1.2-
Na podstawie rozwiniecia proponujemy funkcje nieujemna i znormalizowang 1_0_'
) 0.8
r)=—-(1—=x T)dxr = ]
0.2-
O..
z(x 2cos (EE .
z* (z) — *( ) — ( 22) _0.2-l . L] * ) ¥ L] ¥ ] . ]
(@) 3(1—a?) 0 02 04 06 08 1
X
o2, = (2*%) — (2*)* = 0.00099083 COS series i® cos/f*
g2
wskaznik redukcji wariancji 2z ~ 96
(opun

15



Przyktad transformacji funkcji podcatkowej (2) - minimalizacja wariancji wzgledem parametru

<z>:/01\/malac:E

4

02 = (2%) — (2)? = 0.0498

2

z(:c):\/l—:cQ:l—x——l—...

2

rozwazamy funkcje f* z parametrem wariacyjnym f3

* 1_5372 ! *

arctanh (\/B) 8% — 4 arctanh (v/B) B2 + 8%/ — 3 83/2 + 3 arctanh (\/B) B

02, =—1/167* —1/3

65 /2
B =0.74 — min o2, = 0.00294
0.044
g2
wskaznik redukcji warianciji Z —16.9 0.034
o2 ' var
Z*
0.02-
* rachunki wykonaliSmy analitycznie
* w praktyce konieczne bytoby wykonanie serii testéw dla niewielkiego N 0.01+
i réznych B, z uzyskanego ciggu wybieramy optymalng wartosc p

0 02 04 06 08 1

16



Losowanie wazone - catkowanie funkcji z osobliwoscia

Jesli iloczyn funkcji podcatkowych z(x)f(x) ma osobliwos¢ wéwczas wariancja moze by¢ nieograniczona.
Jak wowczas modyfikowac¢ metode?

Szukamy takiej funkcji f* aby spetniony byt warunek

Przyktad 1 1
1 ) 1
(z) = —7zdx (z7) = —dx = 00 - wariancja nie istnieje
o b/ 0o T
Rozwazamy funkcje f*, ktéra pozwoli okresli¢ wariancje — musimy zmodyfikowa¢ wyktadnik x-a w mianowniku

f*zx)=01-p)z"" — /01 f*(x)dr =1— lim 2'7# — g <1

r—0+

N 1
F#) =13 (z“w::(l——ﬁ)_”{{/qa@ﬁ_%x_ﬁdx
0

Aby calka istniata potega x-a musi by¢ wieksza od -1

m—nﬁ—g>—1

Istnienie skoriczonych momentow (i wariancji) zapewnia warunek

1
- < 1
2_6<

17



Przyktad 2 - catka z osobliwoscia

Nalezy oszacowa¢ metodg MC wartos¢ cafki

= [ Jarte = = [ et ==

» funkcja ma dwie osobliwosci w x=0 i w x=1
« funkcje f* proponujemy w takiej postaci, aby miata tez osobliwosci w tych punktach

O e v rer T A

zmodyfikowana funkcja podcatkowa nie bedzie posiada¢ osobliwosci — te usuwa f* Z*(x)
= @) 4 i
f*(z) Vr+V1-z 2.55
2
! 1.5
(2*%) = / 2*3(x) f*(x)dx = 4.98 ¥
0 i
0.57

0 02 04 06 08 1

18



Przyktad 3 - catka z osobliwoscia

Nalezy obliczy¢ catke w trzech wymiarach, np..: < > / ( ) exp (—,LL|’F — 77’0|) 3
z) = s(r — d’r
* wyznaczanie sygnatu docierajgcego do detektora 1% |7“ —To |2

w transporcie promieniowania niejonizujacego

* s(r) opisuje rozkiad zrédel/gestosci tadunku
* u opisuje wptyw absorpcji i rozpraszania (w elektrostatyce - ekranowanie)

Rozktad zrédet jest unormowany

/ s(r)d?’r =1 - traktujemy jako fgp
1%
identyfikujemy funkcje podcatkowa . exp (_M,':»_ 'FOD . ze wzgledu na posta¢ mianownika
2(7) = e ND wariancja jest nieskoficzona
|7 — 70
Dokonujemy zamiany zmiennych (r->r-ro) i Szacujemy _
warto$¢ 2 momentu catkujac po kqtachoe i@ (z} — / ("_|_ 77'0) erp |(_1§L|7:1) d3
V4 T
21 1y Tmazx 2 Tmax 2
exp(—2ur exp(—2ur
<22>:/d¢/d9 / drs(r+ 70) o 1 a )7“2:47r / s(r+70) p 5 a )dr
r r
0 0 0 0
T'maaz
-2
> 475 / ezp( 5 i) dr, 0 < sp < s(7)
r
\O _/
—o0

« standardowe podejscie MC do liczenia catki nie pozwoli oszacowac btedu
19



Problemem jest wyraz 1/r? i musimy sie go pozby¢. Wprowadzamy pomocniczg funkcje f*

- 1 . exp(—pur) 2r 7w Rg
f (T) = T * 2 . .
A (1 — exp[—puRy]) 72 do [ do [ drf*(r)rsinf =1

* Ra to minimalny promien sfery zawierajacej obszar V
* f*jest funkcjg radialng i unormowang w 3D

PO = £ e)sing dpdodr = TN AD S ar S50 o do= o)) Us©)00)- o010

7

= <~
£ (7) fo(0)  fo(d)

» fgp wyraziliSmy jako iloczyn trzech niezaleznych rozktadow
* jak wygenerowac losowe warto$ci dla sin(8) oraz jednorodny dla ¢ wiemy
* losowanie zmiennej o rozktadzie eksponencjalnym moze by¢ wykonane na 2 sposoby

R, = o0, r:—ianl, Uy ~U(0,1)
R, < o0, r:—iln [1— Ui (1 — e rHa)], Uy ~U(0,1)

Po zmianie sposobu liczenia catki ma ona posta¢

_ [ Al —exp(mpRa)] o s
<z>—/v ; (7 + 7o) f* (P)d

oraz 2 moment

() = (4”[1 - GXE(—ﬂRa)]f /V S+ 1) f* () dPr < oo

zatem wariancja staje sie skoriczona i mozemy jej uzy¢ do szacowania niepewnosci szacowanej catki

20



Metoda losowania systematycznego
Redukcje wariancji mozemy uzyskac rozbijajgc obszar catkowania na M podobszaréw
i wykonujac catkowanie w tych podobszarach

M
vzzlvm

wylosowanie wektora x w kazdym podobszarze ma okre$lone prawdopodobienstwo

B fvm f(@)d"x B o
= i =y, O

dla kazdego obszaru definiujemy unormowana fgp

@ =z
@)=y T LS | dn@de =1
Wykorzystajmy nowe fgp do obliczenia wartosci oczekiwanej
M
&)= [ @r@de =Y [ @p @
m=1 m

przyjmijmy oznaczenie

M
. * wazona suma wartosci oczekiwanych w obszarach
<Z> - E Pm <Z>m * wagi to prawdopodobienstwa wylosowania wektora x
m=1 z danego obszaru
21




Wariancja zmiennej losowej z(x) - definicja

o? = /V 2(@) — (P f@d"e = /V 22(2) - 2:()(2) + () f (D)

i z rozbiciem catki na sum(-;-

ot = Z po || @) =200 + (P s
oznaczmy k-ty moment liczony w podobszarze (n-to liczba wymiarow)

() = /V (@) fon(@)d"

2 __ 2 2 e <z> liczone w obszarze V
Oz = Z Pm (<Z ym = 2(2)(2)m + (2) ) « <z>,liczone w podobszarze V.,

Przechodzimy do losowania, okreslamy catkowitg liczbe losowan N.
Wowczas w kazdym z podprzedziatow wylosujemy N, liczb

Nm:pm'N]

i liczymy (globalng) srednig jako estymator wartosci oczekiwanej

= Z PmZm

Srednia dla podobszaru

)}

Sl

Z‘H

(2)m ~ zmz Ty~ Dist{ fu(
M im=1

22




_ skorzystamy z relacji
Pamietajmy ze Srednia to tez zmienna losowa, policzmy jej wariancje

M
o = ((z— ()% 2= Pmin A
m=1
2 2 SIS S
9 _ _ Zm = —— 2(Z;,
— <prn(zm — <z>m)2> + Z Z DD Szm — <z>m>/\<2m/ — <Z>m/>/ KZ(%W) =2z )
m m m’#m :;'O ;;'0
1 1
= <Zp3nm (%, — <Z>m)2> + D Pz 22 fim — (2dm) (51,0 = (D))
m m T m m Tm, ’im/ ;0 "‘r:"r()
_ 2 1 2
=2ty ) (i = (2m)?)
M 02 Ny, M P2 N, M 2
=3 P 3 () - @) = 30 2 3 )= 3 Pt )
m=1""T 4,.,=1 m=1"""T 4,,=1 m=1""T
wykorzystajmy jeszcze zwigzek pomiedzy pm a Nm ( \
2 _ = 2 pr=\ gn ) =2
No 6 = [ B@ - @@, - 2,
Pm = N Vin
1 & 1 i
N M N — 222 ) — (— Z 2(%; ))
wariancja 1 N, Z m N, m
\évrz;g(r)“s;l ) gg = N z:lpmg?n(z) k im =1 im=1 )




Policzmy wariancje dla metody podstawowej i poréwnajmy ja z wariancjg losowania systematycznego. wariancja wartosci Sredniej
w losowaniu systematycznym

(2) = /V @) f(@)d e ~ 7, = % > (@)

M

:%z

NI[\D

wariancja metody podstawowej

=+ 3ol [ @ P @ 42 /V A7) = @l — ()] ()"

+
T
O

3

|
O
>

3
Q
Q
3

8

m=1 m=1 24




wariancja wartosci Sredniej

Wariancja $redniej w metodzie podstawowej W losowaniu Systematyczmym
M
M M |
1 1 , 1 ,
0%, = 2 PO+ 5 D pml()m — () 0=+ > Pmo(2)
m=1 m=1 m=1
1 M
= 0-2 + N Z pm[<z>m — <Z>]2
m=1
> o2

* drugi wyraz jest nieujemny wiec spodziewamy sie, ze redukcja bedzie tym wieksza
im bardziej Srednie w obszarach beda sie r6zni¢ od sSredniej globalnej

* zerowanie drugiego wyrazu wystgpi w przypadku rozktadu jednorodnego, ale nie tylko
- oscylacje przestrzenne funkcji z(x) tez mogq prowadzi¢ do jego zerowania
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Losowanie warstwowe

Jest to modyfikacja metody losowania systematycznego. Teraz nie zaktadamy z gory wartosci N,
ale dobieramy je tak aby zminimalizowac¢ wartosci wariancji w podobszarach

M
Punktem startowym sg wyrazenia z losowania systematycznego K . . . . \
o o (z) = 2(Z) f(Z)d"dx = E 2(Z) f(Z)d"x
Wprowadzamy warunek normalizacji liczby losowan (N=const) % v,
m= m
M M M D N,
— — m —
> Ny=N Zo = ) PmZm = ) N 2(Z;,,)
m .
m=1 m=1 m=1 [
i kuj tymalnych N stosujac metod snikéw L 2L P2
i poszukujemy optymalnych N, stosujgc metode mnoznikow Lagrange’a
p jemy opty y a € grang Jg_}: mU?n(Z)

minimalizacja 1 wyrazu jest prosta — wymaga zwiekszania Nn, ale drugi wyraz ogranicza dowolnos¢ Ny (normalizacja do N)

Liczymy pochodng wariacyjng i przyrownujemy do O

M
oL ) p2 o2 p2o?
-0 N — MM AN, | = =2 4+ A=0
5Nk 5Nk3m21[ Nm * " NI% *
wyznaczamy optymalng liczbe losowan
PrOk
Ni =
VA
korzystamy z warunku normalizacji N
. o~ PO I ¢ (om)
Tnzzl " m=1 \/X NWLZZIPm " N
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znalezliSmy warto$¢ mnoznika Lagrange’a \/X L <Um>
N
dla ktérej optymalna liczba losowan wynosi
Nm — pmo-mN _ me'm(Z) N
(Om) M
> Pmom(2)
m=1
losowanie warstwowe losowanie systematyczne
Oml 2
Ny = — m(2) PN [ N = pm N J
> Pmom(2)
m=1

* liczba losowan jest teraz zalezna od dwdch czynnikdéw: wariancji podobszaru m-tego oraz Sredniej wariancji obszaréw
* w obszarach o duzej wariancji om wykonujemy wiecej losowan niz wynika to tylko z wartosci pwm
* obu wielkoSci nie znamy

* w praktyce wykonuje sie serie krétkich testow w celu okreSlenia wartosci om
i uzycia ich nastepnie do wyznaczenia Ny w docelowych obliczeniach MC

* przy wiekszej liczbie wymiarow n>4 podziat V na podobszary Vy staje sie problematyczny,
liczba podobszaréw szybko rosnie, dla k segmentéw/wymiar M=k*n: M=5"4=625 lub M=10"4

* podziat calego obszaru nie zawsze jest potrzebny: w przypadku wielowymiarowym identyfikujemy zmienng wnoszaca
najwiekszy wkiad do wariancji (zazwyczaj wynika to z silnych oscylacji) i dokonujemy podziatu tylko w jednym wymiarze
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Poréwnanie z MC podstawowa (wzor na wariancje kilka slajdow wczesniej)

= 5 |2 o — o)+ D i (2 — (2] > 0

* poza przypadkami szczego6lnymi, metoda losowania warstwowego prowadzi do obnizenia wartosci wariancji
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Przyktad. catkowanie funkcji f(x) metodami: podstawowa, losowanie systematyczne, warstwowe

g(z) =1+ tanh(z), x € [-3,3]

o= [ ot

Obszar catkowania dzielimy na M=10 podobszaréw, jako f(x) wybieramy rozktad jednorodny.

b b
f(x) = = const — C = / Eb — a)g(a:lf(x)dx = / z(x) f(x)dx
z(x)

metoda podstawowa: ﬂ] ~U ( 0 1) \

Xi=a+(b—a)U; — X; € [a, b

N
I
==
o
=




ﬁtoda losowania systematycznego \

U, ~U(0,1)
m=1,2,...,. M

metoda losowania warstwowego

b—a e pokazana tylko roznica
Ax = X, ~ Dist{fn(x)} * reszte liczymy identycznie
M * sigmy wyznaczamy nowe dla
aktualnego rozktadu
X, =a+Azx-(m—1)+U; - Ax
Om |2 A )
1 N,, = pj\? m( /)\ N, Om - 7z losowania zwyklego
Pm = 77 > 1 PmOm

Ny = pmM = const

_ 1
n
2 = 2"(Xi,,)
N,, .
T =1
M
zZ = § PmZm
m=1
2 _ .9 =2
Om — Zm — “m




Wyniki symulacji MC

metoda podstawowa

30

g(x)=1+tanh(x), M=10, N=1¢

1500

1000

N | C o R= 2100 N / 7
102 | 5.332 | 0.488 9.16 s
103 | 5.931 | 0.154 2.61 ° -
10* | 5.919 | 0.049 0.829 b s
10° | 6.014 | 0.0155 0.258 0 f 1.,
losowanie systematyczne 5
N C o5 R=2Z-100 0 ‘ 0
10% | 5.950 | 0.051 0.850 ety e
103 | 6.010 | 0.015 0.249 systomaic —8— gl
10% | 5.993 | 0.0048 0.080
105 | 5.998 | 0.0015 0.026
losowanie warstwowe (optymalne)
N C o5 R=2Z.100
5 g(x)=1+tanh(x), M=10, N=1¢
102 | 6.040 | 0.031 0.523 3000 2
103 | 6.000 | 0.011 0.183 2500 | |
10* | 5.992 | 0.0034 0.057 2000 | ] 18
105 | 6.002 | 0.0011 0.018 _

* gestosc¢ prébkowania w losowaniu systematycznym i standardowym 105

jest podobna dla duzego N 500 |

losowanie systematyczne daje ~10 razy mniejszy btad wzgledny °

basic —e— stratified —e&—

* w losowaniu warstwowym czesciej probkowany jest obszar o duzej systematic —® a(x)

zmiennosci funkcji podcatkowej
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Metoda zmiennej kontrolnej

Wariancja zalezy od fluktuacji zmiennej losowej, ktorg jest funkcja podcatkowa.
Fluktuacje zalezg wiec od wartosci (amplitudy) funkcji podcatkowej.
Redukcje wariancji mozna uzyska¢ zmniejszajac amplitude poprzez odjecie innej funkcji

() = / g(2) f () di = / [9(2) + h(x) — h(@)]f(z)da

_ /Lg(x) _h(x)lf(x)d:H/h(w)f(w)dx
R =z(z) B ~ 8’,2 g

(2)

= (2) + C,

Warunek redukcji wymaga jednak doktadnej znajomosci C, — ta catka powinna byc liczona analitycznie.
Nowa zmienna losowa z(x) ze wzgledu na redukcje amplitudy powinna mie¢ mniejsza wariancje niz g(x)

2 2
05 > 03
Oczekujemy ze tak sie stanie, gdy funkcja h(x) bedzie zblizona do g(x).
Generalnie zaleca sie nastepujgce postepowanie:

* jesli |g(x)-h(x)| ~ const to metoda zmiennej kontrolnej znaczaco redukuje wariancje

* jesli |g(x)-h(x)| ~ |h(x)] wbéwczas metoda losowania wazonego bedzie skuteczniejsza
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Przyktad zastosowania metody zmiennej kontrolnej

Nalezy oszacowac warto$¢ catki
2
(g) = / In(z)dz = 2In(2) — 1 = 0.386294 (g°) =0.1883 0, = (g°) — (g)* = 0.03909
1

Wybieramy funkcje h(x)=x

(2) = /12[1n<x> — z)dx = —1.1137 (2%) = 1.24906 0. = (2%) — (2)* = 0.00872

krotnoSc¢ redukcji wariancji — = 4.48

Wybierzmy inng funkcje h(x)=x-1

21
2 E
(z) = /1 In(z) — (z — 1)]de = —0.1137 1.5]
1
(z*) = 0.02165 :
wynik nie ulegt zmianie 0.5-
Og _ :
o, = (22) — (2)? = 0.00872 P A
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

stopien redukcji wariancji zalezy od lokalnych zmian wartosci |g(x)-h(x)| X
a dokladniej: jak dobrze h(x) aproksymuje g(x)

— In(x) —x—x-1

* wartos¢€ |g(x)-h(x)| jest mniej istotna (patrz rysunek) 33



Metoda zmiennych antytetycznych

Szacujemy warto$¢ catki z jednorodnym rozktadem fgp zmiennej x

0= [ s@demm =53 a(X), X~ U0

Poniewaz f(x)=const wiec symetryczna zmiana argumentu funkcji podcatkowej nie wptynie na wynik

W= [ s0-ademm= 5> g0-X) X ~UOY

Catke mozemy obliczy¢ korzystajgc z obu wynikéw

— | N2 | N2

_ 1 2

9==""% =% Z[Q(Xi) +g(1 - X;)] = N Z[gu + 92,
=1 1=1

Wartosci g i g2 mozemy liczyC jednoczesnie korzystajgc z tego samego ciggu liczb pseudolosowych,
ale to oznacza ze te warto$ci moga byc skorelowane.

Para liczb losowych (g1,92) stanowi pare antytetyczna, gdy obie zmienne maja identyczny rozktad, sa
skorelowane a wspoétczynnik korelacji jest ujemny cov(g1,9.)<0.

Policzmy wariancje caitki (wyktad pierwszy)

1 | N/2 N/2 N/2
o=~ | 7 | 22000 =97+ D (925 —9)* +2) (91 — 9)(92.i — )
i=1 i=1 i=1
N
— ﬁ [031 + 032 + 2cov(g1, 92)]
9 031 = 022 - wariancja pojedynczej
g 1 zmiennej losowej
- W[ +p91,92] 34



Wariancja wyniku gdy uzywane sg zmienne antytetyczne

2 _ cov(g1, g2)
- [1 + 1091,92] Pa1.92 U2gk

k=12

QN

zatem wymagamy spetnienia warunku

pglag2 < 0

W ogolinym przypadku fgp nie bedzie rozktadem jednorodnym

wowczas nadal mozemy wykorzysta¢ metode zmiennych antytetycznych

.
gzﬁz sz +g yZ)]

ale zmienne X i Y generowane sg przy uzyciu tego samego ciagu liczb o rozktadzie jednorodnym
np. w metodzie odwracania dystrubuanty mamy

= / f(2")da' = U, U, ~U(0,1)
X; = F~HUy), Y, =F 1(1-U;)

* oczywiscie dla roznych rozktadow stopien korelacji zmiennych bedzie inny
* mozna tez wybrac inny sposob korelacji zmiennych losowych
35



Przyktad: catkowanie metoda zmiennych antytetycznych

2.67
2.4

Nalezy oszacowac wartosc caiki 2.2
2.

1 1 1.8
(9) = / g(x)dx = / ¢“dx L6;
0 0 1.41

1.2

- - - - . ]--I T T T T T

wariancja zmiennej losowej g 0 02 04 06 08 1
X

[— exp) — exp(1-x)]

o2 = (g°) — {g)? = 0.24203

catkowanie wykonujemy dla dwoch funkcji: pierwotnej i ze zmienionym argumentem
(obie sg symetryczne wzgledem punktu x=0.5 - rysunek)

(9) = /01[91(93) + g2(x)]dz = /01 [% o+ 61;] dzx

wariancja liczona dla zmiennych antytetycznych

0'2 20'2

2 =2 — 9 —(.0605
cov(g1, g2) = —0.05855

=l

0y = 031 + 032 + 2cov(g1, g2) = 0.003912

wspotczynnik redukcji warianciji
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Przyktad: catkowanie metoda zmiennych antytetycznych + metoda losowania wazonego

Modyfikujemy poprzedni wynik wprowadzajac nowa fgp pod catke - f*(x)

(") = /01 (gl(x)+gz(fﬁ)) () da

f*(x)

"

=g*(z)
jako f*(x) wezmy uciete rozwiniecie funkcji podcatkowej w szereg Taylora w punkcie x=1/2
eT + 61—x

: ~ 1.8548 — 0.82436x + 0.82436x° + . ..

g1(x) + g2(x) =

po znormalizowaniu f*(x) ma ona postaé

f*(z) = 1.08 — 0.48z + 0.482> 3-21

2l

wariancja g* ma wartos¢ 2'_
o2. = 0.000001218 1.87

1.67

1.4-

1.2

wspotczynnik redukcji wariancji 1.'

0 02 04 06 08 1
=1.98-10° X

QN

)
QN
*

gl g2 (gl+g2)/2 — f*
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Metoda redukcji liczby wymiaréw

Szacujemy wartos¢ catki wielowymiarowej

v dV = dxidxzs ... dz,

dokonujemy rozdziatu zmiennych catkowania

4 7 = [, 7] )

(2) = / / (@, 0) f (@, T)dV1dVa
Vi JVa .
u = [£U1,332, 7xm] v = [xm+17xm—|—27 7xn]
n
Podziatu obszaru catkowania dokonujemy w taki sposob, aby mozliwe "
byto wykonanie catkowania fgp dla obszaru V. dVq, = H dz; dVy = H dx;
fu() = fd, ¥)dVa K j

Vs

funkcji z(x) w tym obszarze z wykorzystaniem rozktadu warunkowego f(vju)
(@) = [ @ 0@y
Vs
rozktad warunkowy znajdujemy wykorzystujac jego zwigzek z f(u,v) i rozktadem zredukowanym f,(u)

f(u, v)

f6) = S L0 = S = 2
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Wykorzystujgc posiadane informacje mozemy zapisac catke w alternatywnej postaci

() = 5 oG, @~ Distfu(@)

czyli:
* skladowe wektora u; losujemy z rozktadu o fgp fu(u)
* dla kazdego wektora u; wykonujemy catkowanie analityczne w obszarze V. — wynik to w zasadzie funkcja wektora u

* poniewaz czes¢ obliczen jest wykonywana w sposéb dokladny wariancja zawsze zostanie zmniejszona
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Metoda estymatora obcigzonego

Punktem wyijsScia jest metoda losowania wazonego, czyli szacujemy wartos¢ catki z nowa fgp *(x)

g [ 2@ e
= [ @~ [ 22D @i = [ L@

Estymatorem nieobcigzonym jest Srednia wartos¢ funkcji podcatkowe;j

_—iN 9(x:) x; ~ Dist{f*(x
=g LA w D @)

Metoda zapewnia duzg redukcje wariancji, gdy ksztait funkcji f*(x) jest zblizony do ksztattu g(x).
Problem pojawia sie wowczas, gdy losowanie z fgp f*(x) jest trudne tj. mato wydajne
— bo nie potrafimy skonstruowac¢ wydajnego generatora i uzywamy np. metody eliminiacji.

W takim przypadku mozemy zastosowac estymator obcigzony (losujemy wektory w objetosci V w sposob jednorodny)

1 N 2
ras = M2 X, X~ Dist{U(V))
Nzizl f*(xz)

czyli losowanie wektora x; wykonujemy dla rozktadu jednorodnego w V i liczymy dwie sumy zamiast jedne;j.
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Nowy estymator zyis jest obcigzony

<2bias> -

lim ngz = lim V{g(@)) = ()

N—>ooN

lim Zf = lim V(f*(@)) =1

N —o0 N N —o0
N
A A}Hnoo % > i—1 9(Ti) )
1M Zpias — = (2
50 . \% N (=
N= ]\;Enoo N Zi:]_ f*(Zs)

Estymator zyiss jest spéjnym przyblizeniem wartosci oczekiwanej <z>, bo dla N-> jego wartos¢ dgzy do <z>.
Réznice zauwazalne beda dla skonczonych wartosci N.

Zalety stosowania tego podejscia
* mozna uzyc¢ f*(x) o dos¢ skomplikowanej postaci np. z rozwiniecia w szereg Taylora lub przyblizenie Padego
* jesli f*(x) bedzie dobrze przybliza¢ postac¢ g(x)=z(x)f(x) to wartosc¢ ilorazu g(x)/f*(x) bedzie w przyblizeniu stata

* wektory x; losujemy z rozktadu jednorodnego, losowanie bedzie szybkie jesli obszar catkowania V bedzie regularny
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Cakowanie MC. Podsumowanie.

catkowanie metodg MC wykonuje sie tylko wéwczas, gdy inne metody catkowania numerycznego zawodzg
(najczesciej gdy liczba wymiarow przekracza 4/5)

konieczno$¢ catkowania MC pojawia sie i jest konieczne w zaawansowanych symulacjach MC

— wowczas catkowanie to operacja gromadzenia wynikow potrzebnych do zrozumienia zachowania ukfadu fizycznego

np. $rednia energia ukladu N oddziatujgcych czastek a fluktuacje wielkosci fizycznych tez moga miec interpretacje fizycznag
catkowanie obarczone jest zawsze btedem statystycznym, ktéry nalezy minimalizowac

najprostsza metoda minimalizacji wariancji to zwiekszenie liczby losowan (metoda prymitywna)

zaawansowane metody pozwalajg zredukowac wariancje o dwa rzedy wielkoSci przy tej samej liczbie losowan

generalnie przedstawione metody redukcji wariancji sg rzadko stosowane w swej podstawowej postaci,

daja one jednak ogdélne wyobrazenie w jaki spos6b mozna dokonac redukciji fluktuacji statystycznych wyniku,

najczesciej redukcje wariancji uzyskujemy postugujac sie intuicjg i doswiadczeniem kombinujgc ze soba kilka metod
(mimo iz kazda z osobna moze nie dawac¢ optymalnych wynikow)

Inne metody catkowania MC nie oméwione na wykladzie:

* ruletka - metoda podobna do losowania warstwowego, ale odpowiedniki prawdopodobienstw pm
okreslamy arbitralnie na podstawie analizowanego modelu MC
(te metode wykorzystamy w symulacji oddziatywania fotonéw z materig)

* kwadratura MC — odpowiednik klasycznych kwadratur, potozenia weztow sg losowane, sortowane a hastepnie
stosuje sie kwadrature trapezow, btad metody zazwyczaj szybciej maleje niz 1/N

* quasi-MC — wykorzystuje sie w niej nie-losowe deterministyczne ciagi liczb o ,zwiekszonej” jednorodnosci
(dla matych N bardziej rbwnomierne pokrycie obszaru), zastosowanie gtéwnie w modelach finansowych

42



