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1 Wstep
Chcemy rozwigzaé réwnanie Poissona w 2D (V2u(z,y) = —p(z,y))

*u(z,y) N O*u(z,y)
Ox? Oy?

= —sin(2y) - sin*(x) (1)
w przedziale z,y € [0,7] dla warunku poczatkowego u(0,y) = u(m,y) = u(z,0) = u(z,7) = 0. Rozwiazanie

znajdziemy stosujac MES 2D, w ktérej: a) obszar [0, 7] X [0, 7] podzielimy na elementy kwadratowe oraz b) wy-
korzystamy funkcje ksztaltu Hermite’a (zapewniajac ciaglo$é pochodnych w weztach). Przy takich zalozeniach,
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Rysunek 1: (Color online) a) Siatka z kwadratowymi elementami (m = 1,2;...), czerwone kropki - wezly, liczby
w kolorze bialym - indeksy globalne weztéw, indeksy w zielonych ramkach to numeracja lokalna weztéow w
pojedynczym elemencie. b) Pojedynczy element z zaznaczonymi wspélrzednymi jego 4 wierzcholkéw /wezléw.

najbardziej ogdlna postaé¢ rozwigzania jest nastepujaca
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gdzie: m-indeks elementu, l-numer wierzchotka w elemencie, £ i £ to zmienne w przestrzeni referencyjne;j.
Stosujemy funkcje ksztaltu Hermite’a

BE = 5-26+ 5 3)
BE = 56— (4)
P1(6) = (1-6-E+%/4, (Jn=1) (5)
P56 = (m1-E+€+E)/4, (Jn=1) (6)



Dla wezléw ponumerowanych lokalnie jak na rysunku [1(b)] przyjmujemy oznaczenia par («, [3):

wezel l=1: (a,8) = (1,1) (7)
wezel [ =2: (o,0) = (2,1) (8)
wezel [ =3: (o,08) = (2,2) (9)
wezel l=4: (o,8) = (1,2) (10)

Dysponujac baza oraz siatka weztéw mozna réwnanie Poissona zapisa¢ w postaci algebraiczne;j:
Sc=F (11)

gdzie: S to macierz sztywnosci, ¢ - to wektor rozwiazan, F - to wektor obcigzen. Elementy macierzy sztywnosci
i wektora obcigzen liczymy wedlug wzoréw:
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gdzie: (aq,31) oraz (ag,[2) okreSlamy na podstawie wzoréw (7-10) dla aktualnych wartosci Iy i ls. Jakobian
liczymy znajac polozenia wezléw w elemencie

Jm - (xm,Z - xm,l) : (ym,4 - ym,l)/4 (14)

A zaleznodci x(&1,&2) oraz y(&1,&2) sa nastepujace:
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o= Y w6, &) (15)

21
yo= > Ymiwil€1,&) (16)

i1
w1 (&1,82) (1-&)(1—&)/4 (17)
wa(€1,&2) = (1+&)(1—¢&)/4 (18)
w3(€1,€2) = (1+&)(1+&)/4 (19)
wy(€1,€2) = (1-&)(1+&)/4 (20)

Indeksy p i q okreslamy wedtug wzordéw:

P = 4(nm,ll — 1) + (il + 1) + 2 . iz (21)
q=4nmi, — 1)+ (1 +1) +2-j2 (22)

gdzie: n,,,; przyporzadkowuje l-temu wezlowi z m-tego elementu indeks globalny n (tablica).

Warunki brzegowe.

Funkcje ksztattu ¢ i ¢J nie spetniaja warunku brzegowego (maja wartoéé 1 w weztach brzegowych). Nalezaloby
je wiec usunac¢ z bazy, ale to jest do$¢ pracochltonne. O wiele prosciej jest je zostawi¢ w bazie, ale woéwczas
nalezy zadaba¢ by wspdlczynniki ¢y, 4,4, Stojace przy nich wyzerowaly sie. Dlatego po wypelnieniu macierzy
S i wektora F, sprawdzamy ktore wezly leza na brzegu tj. jedli zachodzi jeden z ponizszych warunkéw

Tm,l = 0 \ T, =T \ Ym,l = 0 vV Ym, =T (23)

oraz p odpowiada i3 = 0V is = 0, wéwczas ustalamy p i zerujemy p-ty wiersz i p-ta kolumne w S oraz p-ty
element w F

SPJ = Sj,p =0, .] = ]-a 2; B Nmaz (24)
F, =0 (25)

po czym na diagonali S dajemy
Spp =1 (26)

Od teraz S jest symetryczna, jak powinno by¢ dla operatora samosprzezonego.



3

Zadania do wykonania

. Ustalamy poczatkowa ilos¢ wezléw w kierunkach x/y: n, = n, = 3. Dlugo$é elementu w x: Az =

w/(ngy — 1), oraz w y: Ay = n/(n, — 1). Calkowita liczba elementéw: M = (n, — 1) - (n, — 1).

. Generujemy tablice, w ktérej dla kazdego elementu zapisujemy polozenia jego 4 weztdéw lokalnych. Ele-

menty indeksujemy w petli
m=i+(G—-1)-(n,—1), 1=12,....,n, -1, j=1,2,...,n,—1 (27)

i jednoczesnie wyznaczamy potozenia wezléw (x; = Az-(i—1), y; = Ay-(j—1)) oraz ich indeksy globalne
(Tm,1)
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Sprawdzié¢ czy indeksacja lokalna i globalna weztéw jest zgodna z zalozeniami.

Polozenia weztéw zapisa¢ do pliku i zrobi¢ rysunek siatki. (10pkt.)

. Wyliczy¢ elementy macierzowe S 4 oraz wektora obciazen F),. Macierz ma wymiary Niyae X Nmaz, gdzie

Niaz =4 - ny - ny (4 funkcje bazowe na kazdy wezel siatki). Catki we wzorach (12) i (13) liczymy nume-
rycznie stosujac podwojna kwadrature Gausa-Legendre’a - dwa wymiary. Przyjaé¢ 20 wezléw kwadratury
na jeden wymiar (2D bedzie: 20 x 20).

. Uwzgledni¢ warunki brzegowe w macierzy S i w wektorze F. (macierz S powinna by¢ teraz symetryczna)
. Rozwiaza¢ uktad réwnan Sc = F.

. Obliczy¢ calke funkcjonalng (dla réwnania Poissona obowiazuje zasada Rayleigha-Ritza):

N’VYLG/T Nm,aa: Nm,acc
Gum = Y Y (—D)eic;Sij/2— (1) Y aF; (32)

i=1 j=1 i=1
i poréwnaé z wynikiem doktadnym agor = —0.1805396133. To najszybszy sposéb sprawdzenia wyniku, bez
jego rysowania. Dla n, = ny, = 3 mamy anum,3 = —0.132544. Uwaga: podczas rozwigzywania ukladu S i

F moga one by¢ zmienone przez procedure - trzeba zachowaé ich kopie i na nich liczy¢ catke funkcjonalna.
(60pkt.)

. Powtérzy¢ obliczenia catki funkcjonalnej dla: n, = n, = 5,10,15,20. Wyniki zapisa¢ do pliku. (10pkt.)

. Sporzadzi¢ wykres konturowy rozwiagzania numerycznego dla n, = ny = 3, 10 oraz rozwiazania doktadne-

go. (20pkt.) Rozwiazanie dokladne:

. 1 27 (e 271 1 e 27 (=14¢€%7 1 1
Udor (2, y) = sin (2y) (16 ﬁ ~ 16 62“(—6*2” ) + 3 16 s (2x) (33)

Uwagi

1. Rysowanie - sposéb postepowania:

e w petli ustalamy: (x,y)
e sprawdzamy w ktérym elemencie jesteSmy: m

e sumujemy wklady do rozwigzania od danego elementu [p wyznaczamy ze wzoru (21)]:
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gdzie:

Tm,1+t Tmo2 2

= —_ 2 2 35

€1 (x) (Jj 2 ) Tm,2 — Tm,1 ( )
Ym 1 + Ym,4 2

= —_ 2 2 36

52 (y) (y 2 ) Ym,4 — Ym,1 ( )

2. Catkowanie - mozna wykorzysta¢ procedury z poprzednich zajeé, trzeba tylko dodaé druga petle dla
drugiego wymiaru i wygenerowaé dla niego wspdlczynniki kwadratury i wezly (niezaleznie od pierwszego
wymiaru).



