Metoda elementow skonczonych, problemy dwuwymiarowe
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problem ma jednoznaczne rozwiazanie, jesli
brzeg /;, nie ma zerowej dlugosci.

problem modelowy:

ol

warunki brzegowe:

na/,

_ f‘

w Q

Dirichleta

Neumanna



gdyby na brzegu tylko warunek Neumanna (na pochodna):
rozwiazanie bedzie niejednoznaczne, bo stata mozna
dodac¢ do u nie zmieniajac wartos$ci pochodne;j

uktad rownan z macierzq sztywnosci w ktorej
narzucono tylko warunek Neumanna - ? jak wyglada ?



stara folia

Warunki brzegowe: Neuman ]

n s
Tl =T
u = E Y;v; 0

=1 ‘
u'(w) =y (a) o
(v =11) =C ‘- |

tylko v, oraz v, wnosza przyczynek do pochodnej
na lewym koncu:

1 1 Yo — Y1
r f Iy — / S L — .
w(ry) = —y——— =+ Yp——mm— = ——
Lo — XTo — I Lo — 1
pPIETWSZy Wiersz macierzy S
(-1/h, 1/h, 0 0 O...) prawa strona pierwszy wierszF : C




stara folia

Warunki brzegowe: Neuman _r__'ln__l rc K,
n 't.rj{;z:) — Er— r € K
u:E YiU; 0 r & KK,
i—=1 ‘
J ; .
U (r — :."I_Ll‘-_l) — )

tylko v, oraz v, wnosza przyczynek do pochodnej
na lewym koncu: taki pierwszy wiersz dostaniemy ze

sktadania macierzy lokalnych

(1) 1 n 1 Y2 —
() = —y——— + . === v : N
! & To — X1 '}2;3:2 — a1 X9 — w rownaniu u”’(x)= - p(x)

pPIETWSZy Wiersz macierzy S
(-1/h, 1/h, 0 0 O...) prawa strona pierwszy wierszF : C




stara folia

Warunki brzegowe: Neuman ] re K,
Ti—Ti_1 :
n vi(r) = E— r € Kty
U=y Yy 0 rd KK,
1=1
A
/ _ S
w(x) = E y; Ui () ;
J ) |

tylko v, oraz v, wnosza przyczynek do pochodnej

na lewym koncu: taki pierwszy wiersz dostaniemy ze

sktadania macierzy lokalnych

W (y) = — 1 n L -
At =T Ty — X1 '02;3:2 — Xy X9 — w réwnaniu u”’(X)= - p(x)

pPIETWSZy Wiersz macierzy S
(-1/h, 1/h, 0 0 O...) prawa strona pierwszy wierszF : C

naturalny bo:
nie zmienia macierzy

warunek Neumanna= tzw. naturalny wb (natural bc) o
SZtywnoscl



wezmy z lewej strony warunek naturalny, z prawej Dirichleta

macierz sztywnosci po ztozeniu 1 narzucewniu war.b. dla funkcji liniowych 1

trzech weztow w 1D :

(1 L )
1

LA A

\0 0 hf/

pochodna na lewym koncu
F,

warto$¢ na prawym koncu

warunek Dirichleta wymaga interwencji w macierz sztywnosci
w.D.= istotny warunek brzegowy (essential BC)

det=1/h,h,



wezmy warunek naturalny, z obu stron

ho ho
1 1 1 1 C
o W)
1 1
N T
11 /1 1
det = + —

pochodna na lewym koncu
F,

pochodna na prawym koncu

I 11 I 11

R



wezmy warunek naturalny, z obu stron

ho ho
1 (_L _ L) 1
hg hz h3 h3
0 1 1

L1 /1 1 I 11 I 11

det = — —
T T\ i) T ahshs | T

macierz sztywnosci po ztozeniu jest osobliwa!
UR nie ma jednoznacznego rozwiazania !



Przyblizenie brzegu

gdy skomplikowany brzeg:
skonczona liczba elementow
(tréjkatow, czworokatow itp)
opisuje problem tylko w sposob
przyblizony

= przyblizone warunki brzegowe

/ . '; gdy brzeg opisany funkcja wielomianowa
problem mozna opisac przypisac za pomoca

skonczonej liczby elementdéw krzywoliniowych



) )
—Vu + apu = f‘
Stabe sformulowanie problemu z funkcjg wagowa w(X)
/ (— VZu + ag u) w(x)d) = / f(x)w (:1:)(3&2‘
J () J

catkowanie przez czgsci, 2 1 wigcej wymiary

Tw. Gaussa

Q)
/A-dF:/V-AdQ
I 0

strumien pola wektorowego przez zamknigta
powierzchnie = dywergencja pola wewnatrz objetosci
ograniczonej powierzchnia



A-dr:/v-AdQ
0

a,b — dwie funkcje skalarne /F
tozsamosc:
V- (aVbh) = aV?b + (Va) - (Vb)

scalkowac po objetosci

/ V- (aVh)dQ = / AV hdT
Q r

catkowanie przez czg¢sci

/. aVbdl' = / aV2bd§) + / Va - VbdS) . -p
JT JQ JQ

W 1D
db

(1 —
da

a——dux + ——dx
Jow da? Joo du dx

T=¢ .
2 /*:I’Q A2b /‘:Fz da db
1

r=r1

calka brzegowa w 1D: brzeg sktada si¢ z dwoch punktow



wracamy do stabej formy rOwnania rozniczkowego

/Q (—VQ’ZL + (L()’8L> w(x)dS) = ._ /Q f(:r;)w(;';;)(jg'z|

= -

catkowanie przez cze¢sci:

L aVbdl' = / aV2hdQ) — /Q Va- Vbl

J 2

— / (V) wdS) = / (Vu) - (Vip)dS2 — / (Vu)wdl
.

) Q r
redukuje rzad pochodnych

»

/ (Vu - Vw + apuw) dS) = / fwdS) 4 / wVudl
Q Q r

na czesci I': w. brzegowy na wartos¢ u.
Catka po I' znika jesli w(na I')=0 . U Galerkina — w takie jak funkcje bazowe.
Jesli rozwiazanie u nie znika na brzegu, calka brzegowa istnieje i trzeba si¢ z nia

uporac. Z catkami tego typu walczy¢ bedziemy w dalszej cze$ci wyktadu, przy metodzie
elementow brzegowych.



Pierwszy problem:

uziemiona skrzynka potencjat u=0

y=+1

2

pla,y) = exp(—5H0(x" + LUQ))

-

»

y=-1

x=-1 x=+1



Pierwszy problem:

y=+1

)

2)
3)

4)

VZu

—p(

y=-1

x=+1

T, Y)

podzieli¢ ptaszczyzng na elementy
(zaczniemy od czworokatnych el.)
wybra¢ funkcje ksztattu

policzy¢ macierze sztywnosci

1 wektory obciazen dla

wszystkich elementow

ztozy¢ globalng macierz sztywnosci
1 globalny wektor obciazen



2) wybra¢ funkcje ksztaltu D X1 X
najnizszy rzad na kwadratowym elemencie: . -1 1
biliniowe funkcje ksztattu clement

Uy
L] 0y ¢, =1/2-1/2 ¢

6, =1/2+1/2

w(&1,&2) = w11 (&1, &2) + w202(&1. &2) + usds(&1. &) + wada(&1. &2)
Uy £ 0 u,

1

0.5

s 0

-0.5
105 0 05 o (e ¢ 1 :
: 03(&1,&2) = 1(1 —&)(1 =
N
05 kazda z funkciji ksztattu: -0
0 osiaga warto$¢ 1 w jednym za naroznikow o
05 zeruje sie w pozostatych 7105 0 05 1
1 05 0 05 1 5

5

1
b(6n8) = J1+E)1+E)  6a(6r. &) = 71+ &)1 = &)



wyzszego rzedu: iloczyny funkcji bazowych Lagrange’a w obydwu wymiarach
np. kwadratowe w x, liniowe w y

u
4. .115 Uy 51 EZ Z uz(/)z 61 62

o6 = 2+ 1) x GIEGED

u, 1 [ I u,
Ug

(-1,-1) (0,-1) (1,-1)

LO0000R
N~ O

itd.

so0000k
NSO O

Cb)é(fl o) = —%(52 + 1) x (& —1)(& + 1)




3) transformacja elementu z przestrzeni referencyjnej

(X45Y4)

(X1,y)) ﬂ'\" (1,1)

——— (-1,-1)

(X3,¥3)

wzajemnie jednoznaczne mapowanie ??? Jak to zrobic?



3) transformacja elementu z przestrzeni referencyjnej

(X45Y4)

(X15¥1) w.\A. (1,1)

(X3,¥3)

wzajemnie jednoznaczne mapowanie:??? Jak to zrobi¢? - zaskakujaco tatwo

r(§) = ir@'@:(f) ( ;j ) - i ( y ) 0i(&1,&2)

i=1 Yi
1=1

biliniowe funkcje ksztattu (do mapowania zawsze, nawet gdy

uzywane sa pozniej wyzsze)
1

03(&1,&) = 1(1 — &)1 = &)

| —

01(&1.&) = (1 + &)1+ &)

02(&1,&2) = (T + &) (1 = &)

e | —

Gal6r. &) = 11— )1+ &)



transformacja elementu do przestrzeni referencyjne;j

( i) :i ( zz )¢i(£la£2)

1=1

)

sktadanie naroznikow
: w kazdym tylko 1 funkcja nie znika

1.0 ' | ! | ! |

| >  0.5F -

-1.0 -05 0.0 05 1.0
X S

1



co si¢ dzieje z przekatnymi?

1

przeksztalcenie
nie jest liniowe 1
nie zachowuje

> rownoleglosci

prostych

transformacja elementu do przestrzeni referencyjne;j

element wklgsty
wngtrze mapowane
na zewngetrze,

nie chcemy takich
clementow.

maja by¢ wypukte



element wklgsly niedobry -mapowanie nie jest bijekcja

10 1 | 1 | 1 | 1
-1.0 -05 00 05 10

1

;

liczone wzdtuz antydiagonali




Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 1. tozsamos¢

) ) S i ( ) ) 6i(1, &)

1=1

|
()1(61.52) = i(l+£l)(l+£g) O;(E]{ ) 4(1_€l)(1_8))
Sl6n&) = {1 +6)1-8)  l6n&) = p-a)+e
) ) (£16)
(1,1)
1,1 H : (L) B m (LD
)| ,
(-1-1) & 0 (L-D -1-1) g RPN
= i[(l + &)1+ &) + (T + &)1 —=&) — (1 —=&)(1 = &) — (1 = &)1+ &)
:rzi{ (1+&)—201-6) =&
y = i (T+E)1+&) =1 +8)(1—=8&) -1 =8)(1=&) + (1 =&)(1+ &)
y=7R0+&) -21-6)] =6




Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 2 powigkszenie

(2,2) (€15)
('292)
(-1,1) B m D
L-D) & B (1)
(-2,-2) (2,-2)
4
X X;
( ; ) =) ( ) ) 0i(€1, &)
L = i=1




Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 3 przesunigcie

((SRy
(0.2) (2.2)
. . (_1, 1) [} N (1’1)
(X15X,)
U U L) m B (1,-1)
(0.0) (2.0)
1 _ _ _
T=7 20+ &)1+ &) +20+84)(1=&)) =G +1
1 _
y = 1[ (1 +&)I+&)+H2(1-6)(1+ &) =&+ 1



Mapowanie p. referencyjnej na fizyczna: przypadki szczegolne 4 obrot

4: (0,sqrt(2)) (SRS,

-1,1) B m (LD

1: (sqrt(2),0) ' ’

3: (-sqrt(2),0)

LD @ g (1,1
2: (0,-sqrt(2))
L/ 5 L = o V2
(V20 +6)1+ &) - V21 - &)1 - &) 7(51 + &)
i (_\/5(1 +&)(1 = &)+ V21 = &)(1 +£2)) Y= Q_ (=& + &)

x\ [ cos(d) —sin(d) &
Y ) ~\sin(f)  cos(6) & O=—m/4




Macierz sztywnosci-calkowanie w przestrzeni f=-p(x,y)

e bo warunki brzegowe
referencyjne;

/ (Vu - Vw + 9«%&1) dQ) = [ fwdS)+ / wWN udl’
& bo tego wyrazu nie ma w r(')wnsa?hiu (Poissona) v
m
u(€. &) =) widi(6,6) Galerkin: W = ¢;(&1, €2)
1=1

do macierzy sztywnosci

| | Do; Ob:  Od; 0
V(DZ . v (DJ _ g / i _|_ i / J
| | oxr Ox dy Oy
Do; ;0§ Do; D&

Or 06 0r 06, O

s (Z 0€, Da ) g (Z o6 o0 ) T\ 2= ag oy )\ 2298 9y

k k k k




s (Z 0€, Da ) g (Z o6 o0 ) T\ 2= ag oy )\ 2298 9y

k k k k
potrzebne

Ok Ok 1e1a amamy x(¢;, &) 1y(5;, &)
oxr| Oy

0& 04 Ox Ox -1

ox oy _ 01 0&

0 0& — dy Oy

dr Oy 0&1 062
o1 J& 1 vy _ Ox
dx Ay . dEo IEo
0€2 082 - Ox Oy Jdy Oz __ 9y O
dr  Jy OE1 D& &1 Do & 3

—v

Jakobian



081 9&1 1 Dy D

Jx Ny _ JEo IEo
0& 9% Ox Oy dy Ox _ 9y Oz
dr  Jdy OE1 O€o 01 0o e/S /3

M’“

()=

) 0i(&1,&2)

— \ Y
0181, &2) = %(1 + &)1+ &) 03(81.&2) = i(l — &) = &)
&) =1+ &)1 —g) A& = {1 @+ e
g(gll }1(1+52) g—gi(“r&) %=i(11+1>—15—14—0-5(11—‘1*2+:1'.-3—;z'4))
218 | ge=q0+e ;)Ti( Cee
y 1
% __%(1_52) 3_?;_%(151) (:jj i(t/1+t/zdst/4+£z(t}1t;g+tnu4))
T N R S (I T T
%_%(1+®) | (323;1_111(1_&)0@ PR R R TR ST PR TR )




o& O
ox Ay
0o 0
ox Oy

Jakobian (mianownik)

1 .

1 ﬂ (");I‘-

7)) 0éo
Jvx Oy  0dy Oz Oy Ox
DEL D& SRS JE 23

= 751 ((r; — €y Jys — yo) + (12 —13) (Y — Yy ))

S

zalezy od ksztaltu 1 rozmiaru

1 .
—I_T\)gf.‘? ((z; — x2) (‘;?/4 — Ys) + (13 — €y ) (yr — y2)) clementu w przestrzeni
C

1

+= (27 —23) (yy — y2) —

8 3

fizycznej

( Ly — ii-’:?) (;t/; - 'I/.-_?))

Jakobian dla powigkszenia

- 1

(2.0) 3 3 (a,a)

L — Is) (;UJ — Yy )

A — ys) + (15 — €y ) (41 — y2))

( (.-:.’1 — .;.’3) (-_04 - '_(/;3) — (.'!‘,; — I3) ('.UJ.’ — Ys ))



(0,2) (2,2)
[] ]
4 1
(XI,XZ)
3 2
[] []
(0,0) (2,0)
1
1
8
K
8

('19 1) [
(S1,52)

Cl-D) g B (1,-1)

1 ({2 — Iz)('.ll:a' — Yo ) + (20 — 3) (y; — '.U/,))
$o ((1p — T’)(w —ys3) + (15 — ry) (Y — ys))

((rr —x5) (yy —y2) — (1y —22) (Y1 — y3))

1




Jakobian dla obrotu

3: (-sqrt(2),0)

J =

4: (0,sqrt(2))

(E1&)

('19 1) L

1: (sqrt(2),00 <~

('19'1) I

2:(0,-sqrt(2))

1

280 (e = 2y) (us = o) + (22 — 25) (41 — uy))

1

+=€o (e = w2) (g = ws) + (05 — ) (01 — w2)
|

+3 (_ (-”‘1 — Iz ) ('!//, — Ys2) — (if‘/, — T9) (_ Y — Y3))

0

L] (19'1)



Ogolnie, przy transformacjach zachowujacych ksztalt [kwadrat=kwadrat] J=const

1
<+ 5| 2
T
1 1
s=fas= [ de [ dgie.g)=1
—1 —1
J: S / 4 stosunek pola elementu fizycznego

do pola elementu odniesienia (J=czynnik skali)

gdy transformacja=rozciagnig¢cie jednego z kierunkow, powiedzmy x razy a

1

1

rowniez wtedy jakobian = const



zaleznosc¢ J od wspotrzednych referencyjnych
gdy rozne fragmenty elementu maja wchodzic¢
do calki z r6zng waga, tj.,

gdy element fizyczny nie jest prostokatny

zawsze jest tak, ze catka z J(§1,£2) po elemencie odniesienia
= Pole elementu fizycznego



Jakobian transformacji biliniowe;j
S=(atb)/2*h=3.5/2*2 ktora nie zachowuje ksztattu

L1 a 0.5,1

. -1 -1
S - / (LS' = / ﬁFEl / f!&z.}(f]_. (E_;J =4.]
. S =1 J =1

2
h
-1,-1 1,-1
Jo= 28 (e —ay) (s — y2) + (22 — 23) (41 — ) . g:gs 8;;8 .
O i 0.82 0.82 mni€jsza
_(.-J — T'a (- 5 — Y- Ao — 'y ! — .;.. 70.84 084 2
+{\;‘k.- ({7 ro) (4 — ys) + (s — ;) (yr — y2)) | 086 0.86 ,waga
| . o \ _ 088 0.88 unktow
+o (o —w3) (yy —y2) — (2 —22) (yr — ys3)) 0.9 0.9 p } i
8 W 0.92 0.92 - 7 gornej
0.4 0.94 , .
\ “l—0.96 0.96 czesci elementu
referencyjnego
1 7
8

8 1 1 .
/ dfl/ d&2J(&1,&2) = >
1 1



Macierz sztywnosci:

rozniczkowanie w przestrzeni fizycznej zapisane
we wsp. referencyjnych

k k k

Dy O, Do i 0o; O 00, I8k
ne ( Ik (').I‘) ) (Z 0& D - Z IE Dy : Z I Dy

1 1
Em = f a6, / 160, V6V,
1 1

w calkowaniu : przy przejsciu do wspotrzednych referencyjnych uwzgledniamy jakobian.



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

W naszym przyktadzie
wezmy szesnascie kwadratowych elementow: elementy, biliniowe funkcje ksztattu
Lagrange’a
4
(1,1) ] m 1
element m

3m o 2

vy = —14+mod(m — 1,4)Ax

m_ 1 m — ]A(

ypr =1—— \
L ET — SLZ,L dzielenie integerdw
, m , m (bez reszty)
J1 = Y4 " — m
A 1 -
m m
Ly = 4y ys =Yy — Ax

m m

Yo — Y3



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

: , elementy, biliniowe funkcje ksztaltu
Macierz sztywnosci:

Lagrange’a
| | Do; 0&, Do ;: D&y Do; O&, Do D&,
| o (ZA: 0&. Ox ) (ZA: O& Ox ZA: O& Oy ZA: O&, Oy
4
0&1  0&1 1 Jy _ Ox O w1
dr  Jy —— 2 &2
o do | T\ _y o
Ox Oy ° &1 &1
AN 3 o2
nie zalezy od m (ten sam ksztalt 1 rozmiar)
] .
J = q& ((2; — Ly ) (Y3 — y2) + (12 — 23) (y; — Yy )) podkreslam zera
S e
1 | | |
+§5:3 ((ry —x9) ( Yy — Ys) + (15 — Xy ) (41 — y2))
C e —
1 | | |
+= (o —as) (yy —ye) — (1 —x2) (Y1 — ys))
S A A A

A
Ax Ax -Ax Ax
J = Ax?/4



ox
0%

ox
08
dy

B

Yy

3

1
I(“ + a9 —x3 — x4 + E(r) — X0 + 13 — 1y))
1
I( W — X — a3+ g + & (0 — v+ 13— 1y))
1
= Z (y1 + Y2 — Y3 — Y +52(?J1 — Yo + Y3 — U_l))
1
1 (1 — 12 —ys+ys +& (W1 —y2 +ys — ya))
l &1 0&
dx = 1(QA:IJ) dxr  Jy —
d& 4 0 D2
8T 6)33 a’y
— =0
&
0 |
2~
&1 5951 9% A
oy 1 o) =
A r 2 0¢2 2
0&2 4 (QAL) O (':)y A"I’

p—t

sl

Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
elementy, biliniowe funkcje ksztattu

4

m m 1
30 o 2
9y _ Ox
P, 0o
_ 9y  Ox
0E1 0&1
Ax : 2 :
0 5 0 =




o Do O&s, Do O& Do O, doj Oy,
Vi Vo, = E ML E L E Ll E L
Qe ( — 08 O ) . ( — 0 O )+( — ¢ Dy g — 08 Oy

())& ] ())é ! 2 () Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
(() &I) (‘3 &l’; — A()I o elementy, biliniowe funkcje ksztattu
Pr Oy v Lagrange’a

2 06\ [ 2 00; 2 00\ [ 2 00,
Vo, Vo _ _J - J
J (A:L‘ 051) (A:L‘ 061 ) + (A;L‘ ()Eg) (AL (952 )

4 (0@5 JP; N D, Oqf)j)
Ax2 \9& & 06 06

- /11 d¢, /11 A€o )N iV ¢,

1 ! Op; DO OO Do,
E@x = d / d ‘ ( i - J
! /_1 o ~1 © VSRS 052 U3

Vo, Vo, =

wszystkie elementy maja
<— ten sam ksztalt 1 rozmiar

odpowiada im ten sam
Jakobian

sztywnosci sa identyczne

) wszystkie lokalne macierze



Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

/1 i&. .1 i&' 0(3 (‘)(j 0(/5; OGDJ elementy, biliniowe funkcje ksztattu
( ( L ’
1 9 051 051 052 P Eg agrange’a 1
s 01(&1,&2) = Z(1+€1)(1+€2)

N

E11 —/ dfl/ dgg ( ] _|—£2) 116(1 —|—fl) ) — g
Fiyg = / d’fl/ (]52(16 —52) ( + &) ) :§

Fis = by =

1/6

b
po= [ dfl/ i (7501-8) - 1+ &) ==

b= [ e [ de (g0 - - 50 -) =3




Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe

/ 4 —1 =92 _]\ elementy, biliniowe funkcje ksztattu
Lagrange’a
P B B e . |
6l —2 -1 4 —1 ]
\ -1 -2 -1 4 )
skladanie globalnej macierzy sztywnosci 3n o 2

1) globalna numeracja wezlow sasiednic: -1

naprzeciwlegle -2

Potrzebne funkcja

nadajaca we¢ztowi lokalnemu i
z elementu m numer globalny
nr(i,m)

1=nr(4,1)
2=nr(1,1)=nr4,2)
3=nr(2,1)=nr(3,4)

13=nr(2,6)=nr(3,7)=nr(1,10),nr(4,11)




skladanie globalnej macierzy sztywnosci Macierz sztywnosci 2D, kwadratowe
elementy, biliniowe funkcje ksztattu

1) globalna numeracja wezlow Lagrange’a

nr(i,m) funkcja
nadajaca we¢ztowi lokalnemu i

10 z elementu m numer globalny
1=nr4,1)
15 2=nr(l,1)=nr(2,4)

3=nr(2,1)=nr(3,4)

20 13=nr(6,2)=nr(7,3)=nr(10,1),nr(11,4)

25 petla po elementach m=1,16

petla po weztach lokalnych k=1,4

petla po weztach lokalnych 1=1,4
identyfikacja numeru globalnego wezta
i=nr(k,m)

j=nr(l,m)

S(i,j)=S(i,j)+E(m,k,I)
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0

0]
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0
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S=1/6 x

MES produkuje macierze rzadkie: liczba elementow niezerowych w macierzy NxN: rzedu N.

(przekrywanie tylko funkcji ksztattu sasiednich elementow)

30GB

macierz gesta przy weztach N=100 000 — N2 x 8 bajtéw (double)



Prawa strona=calkowanie po elemencie w przestrzeni referencyjnej

/ (Vu - Vw + 9«%{1) df) = / fwdS) + /
Q Q r

1 1
-P.;n — / d&l / (]EQ *—Im./)(:l;(gl ’ EQ) 9 U(Sl ’ 62 ) )(‘52 (gl ) 52)
—1 —1 /

tu zaleznos¢ od elementu m-ukryta

2) Calkowanie numeryczne po xT . )" ;-
kwadracie .. — E | 081, &2)

wN udl’

.1 .1 1 No
[ = / dfl/ déa f(&1,&2) = / dflzwz:f(flafz«c) = ZZU:’[U%f(&afzx)
J-1 J- Sl N / =1 k=1 X

3) Sktadanie prawych stron w globalng F Gaussa N, punktowa Gaussa N, punktowa
petla po elementach m=1,16 2 1

petla po weztach lokalnych k=1,4
identyfikacja numeru globalnego wezta
i=nr(k,m)
F@G)=F(i)+P(km)



4) jednorodne warunki brzegowe Dirichleta — wpisanie do uktadu rownan

Su=F

S-macierz 25x25
F-wektor 25

szukamy wierszy macierzy S
odpowiadajacych weztom brzegowym
1-6, 10-11, 15-16, 20-25

[wiersze te majq 4/6 i 8/6 na diagonall,
wspolne dla nie wiecej niz 2 elementow]
wpisujemy 1 na diagonali,

zero — wpisujemy do macierzy F




wydruk po diagonali
(dokladny 1 MES
z biliniowymi f. ksztaltu)




MES (16 kwadratowych elementow z biliniowymi
funkcjami ksztattu) a MRS

Dokladny
MES - funkcje biliniowe 25 wezlow
MRS - 25 wezlow (dramat)

000

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

przekroj po diagonali



1 widoczne Scianki

0.8+

0.6

0.4+

0.2

o
I

-0.24

-0.64

-0.84

o odstgpstwa doktadny/MES wyjscie: zagescié
0z ) wciaz widoczne elementy w srodku pudta
1 lub zmieni¢ funkcje ksztattu
| fﬁx na ciagle z pochodna
001 —| N Ia'llr \
1 " MRS przy tej samej liczbie
o \ weziow
" -1.00 | —O|50 | 0 lOO | 0 ‘50 1‘[!0




podzial przestrzeni na nierowne elementy: domek z kart (plaskie Sciany)

globalna numeracja wezlow:

numeracja elementow
1
5
A
i og| 4
v 8
4

z gory wiadomo, ze w rezultacie dostaniemy ptaskie Sciany



problem z odwrdceniem rownania

Dla biliniowych funkcji

ksztaltu, w kazdym z elementow?

ox?  Oy?
zamiast

Veu = —p(x,y)

0.03

0.02

0.02

0.01

0.01

i
:

doktadne
MES 16 kwadratowych
elementow

ciagle = po diagonali
przerywane = po y=0

%
Y

0.00




Baza bikwadratowa: dodatkowe wezty

X
@ o @)
globalna numeracja we¢zlow naroznych:
numeracja elementow
y
2 X
1 O |
@)
® DS (] (1,1)
O

19_1)

QO 00 O O

Wezly wierzchotkowe numerujemy jak
poprzednio. Mapowanie wtedy bez zmian.

41 weztow ( T ) B
Y .

7

( X ) ¢z(£1 ’ 52) mapowanie wcigz
" 515 <

uzywa funkcji
biliniowych

4

1



bikwadratowe funkcje ksztaltu

w1 (&) + ua®2(§) + uzP3(£)

N
~
+
8
X
I
S

P e e U e

R S

u -~ — — - =~
R
< AN TN S S
- o o~ =
N o W Wy Uy Uy
S R T
v Mmoo o~ =M
- R B K
o)
/A L L | I
cm e e - N N
= o [ o1 o o
= L W W W A
av; i
m MW
M — o~ en =
o Y O Yy O
—~
—~ 4|_A
— «
© —
- o
_
||
T m o
(op)
< 1 B
c~
~ -
. — —
1
m 1./ 1./
- -




Bikwadratowe funkcje ksztattu w elemencie odniesienia

0.8 -
0.6 "

0.4

02

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2 |

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

-0.2

jakobian i transformacje
pochodnych/catek bez zmian
(mapowanie bez zmian)

Bl = / d§1/ dés "™ (&,65)V g, - Vg,

Vgi-Vg; = (Z

()(}, ()&.
O, O

) (m

()(}J df;‘
O, O

w)

()(jg ()f;\
&, dy

w )

()(}J (.)&,

")



Wyniki:

0.020+

i doktadny
0.015- .

| bikwadratowe
0.010- biliniowe

: po diagonali
0.005+
0.000

-1.0 -05 00 05 1.0



Rozwiazanie ciggle z pochodng:
(bikubiczne) funkcje Hermita w dwoch wymiarach 5 narametry weztowe na wezet

lll:u(Xl) UZZU(XZ) , | @(1) — § _ Z + Z 53
1D: u1’=|u’(x1) S uz’Tu’(xz) 0-5/”” ]
| | | 0.0¢ 50 1 ‘35 153
[ 1Dy = — — _
.0.5_1 : 6 : 1 2 2 4 4
-1 1 :

w(€) = u (&) + ulor (&) + usods (&) + ubol(€) P71 = ]Z' (1—-¢&—¢&24&%

J_=dx/d P,

O @—

4 parametry we¢ztowe na wezet:

1) wartos¢ funkcji

2) pierwsza pochodna w kierunku x
&, 3) pierwsza pochodna w kierunku y
4)  druga pochodna mieszana

S




S

2

@—

Ly
2)
3)

4 parametry weztowe na wezet: u{", us’, ub’, uf“|
% i 10 10
Wartosc funkcji | 'U-l udl, u} ul
pierwsza pochodna w kierunku x o o o
pierwsza pochodna w kierunku y uy'uy g
druga pochodna mieszana 11

4)

urtoustuyt g ‘

ID: u(é) = ulo

o u(é.&) =

O() []

(§) + u101(8) + updh(€) + uz05(8)

(E1) 05 (&) + uilon(€1)d5(&) - ..



8 z szesnastu funkcji Hermite’a

los E 0.8

04| L

06| L

r -0.84
08| L




25 weztow, 100 parametrow weztowych

0.025-
0.020k dokla@ny
Hermite’a - 100 p.w.
0.015F po diagonali
0.010-
0.005-
0.000

-1.0 -0.5 00 05 1.0
X



| Optymalizacja ksztaltu elementow: przyktad dla bazy bikwadratowe;j |

2
1 jak dobrac optymalne rozmiary o/[3?
1
5 6 metoda elementow skonczonych,
jak kazda Galerkina, ma charakter
wariacyjny
2
4 8 2 s ry* 14
Viu = _p(‘l’a ,_U)
3 7
3
3

A

1 /ou\” 1 (')u)? _
a = / [5 (E) +3 (ﬂ ﬂ(l-y)“(i-y)] dady

warunek na optymalne o/ff: a=min



2 2
1 [ Ou
+ = — ple,y)ulx,y) | dedy
2\ O :

‘ 1 [/ Ou 2 1 / Ou 2
o ; ./ggm [E (K) ™ ) (m) — pla, y)u(.z:y)} dady

w elemencie m:

w(w(&1,82),y(&1,&2)) = Z e Or(w(€1,82), y(&1,€2))
ke \
/ / d&, / d&s i przy czym zalezno$¢ x 1y
-t -1 ,od xi zalezy od m
Do 081 Oy 08, 1 Aoy, 04 (9(5');: &
2 (Z 0& Ox N &4 E);L‘) 2 (Z o& Oy ()&2 89’)
—p(x(&1,&2), w(&a, 52))2%@;;}

) \ Sc=F
1
a

=3 Y Sy — Y ey
ol P




Optymalizacja ksztattu elementow: wyniki dla bazy bikwadratowe;j

a(e,f) - Optymalne polozenie
100nar02nych weztow .
i 0.50 — . .
-0.00015 o0
[ N J
p .

. | | *
taki ksztatt
zostat
wybrany - .

: zoptymalizowan
do poprzednich pty y
rysunkow

=-6.15e-4

doktadne minimum funkcjonatu
-6.274e-4




Metoda elementow skonczonych dla dwuwymiarowego rownania wlasnego

HV, = BV,

podejdziemy dla problemu, w ktérym znane jest rozwiazanie analityczne

He (2 PN L o eeyiaorhamon
= —— _— _— — 1\ OSCylator narmoniczn
2 \0x?  Oy? 2 Y ’ ’

separacja zmiennych

H=—H, + Hy an(xay) — 77/%(37)%(9)

Ho(x) | Hyy(0) E=1/2+

1D oscylator:
e () ;i (y)
i) = exp(—a®/2)hi(x)
d’
dx’

E,~E~+E,

hi(z) = exp(a?) exp(—z7)




bikwadratowe funkcje ksztattu:

U (x,y) = ::CE%?(%Q)
?;I, n

po elementach

po weztach w ramach jednego elementu

| 5 2 1 5 | 2 CiquOééZ
021 1 — C; 12
9

lokalna/ 4 r

numeracja o , P L

wezlow p . . zapewnimy ja

3 globalna numeracja

weziow 1 odpowiednia
konstrukcja macierzy

- element 12



039M01U9Z01]qO ejpnd JeIWZO1

N

-

N

Rachunki dla siatki elementéw 10 na 10,
bikwadratowe funkcje ksztattu

wierzchotki=
granice elementow

pozostale

- - ®° G- ®-®-0-® - wierzchotki

L ACR AR LR LR R 2R LR
0009000000000 00 elementy kwadratowe,
? : ? : ? : ? : ? : ? : ? : ?: identycznego ksztattu
L AR AR AR AR AR XX XX &

L ZCK UK KR R KR XX XX 2

L UK KR 2R LR UK 2R LR 2 warunek brzegowy:
e 6 6 6 6 ¢ o o o o o o o o o o 1 kr
NI IT IR IR TR TR TR S
L CR AR LR R AR LR R 2 ,

®© © 06 06 06 06 0 0 06 06 0 0 0 0 0 o rozmlarpudla

L R CR UK UK R 2R R U obliczeniowego=

parametr wariacyjny




‘P 770 z,y)

_ e -« przenumerowanie
v (;173 y) o Z C?’Cbz(a:? y) jest tyle funkcji ile wezlow

globalnych

narysowane
tylko funkcje narozne
jedna ¢, sklada sig z

w istocie z czterech ¢ 2

—>

H c—E S c uogodlnione rownanie wlasne do rozwigzania

/

macierz Hamiltonianu

L _ _ macierz przekrywania
(odpowiednik macierzy sztywnosci)

[ESc¢ — odpowiednik wektora obciazen]



Hc=ESc

Hij = (¢i, Hoj) = (. (

Lokalne macierze sztywnosci (Hamiltonianu) + lokalne macierze przekrywania

lokalna macierz energii kinetyczne;j

1
T = 5 Voi(z,y) - Voi(z,y)dxdy

n
'*S me

kwadratowe, identyczne elementy
identyczne macierze, niezalezne od elementu




Macierz potencjatu:

o 1 _5
Vi = 5/ d&/ A€o Jpi(1. &) 05 (&1, &) (w(&1. &) + y(&, &)7)
1 1 1

zalezy od elementu,
bo mapowania x/y(&,,&,)
od m zaleza

1 1
SZI — / dfl / df‘z Jm@i(&la 52)¢J (519 52)
—1 —1

/

od elementu juz nie zalezy




Sktadanie macierzy:

p
3
p
)
}.
)
3
p
)

I |
v v v v v v v v v

dieleleieieieieieiecd wszystkie 212 weztow ponumerowane
23ieieieietesieieiely W sposob jednoznaczny
$:0:0:0:0:0:0:0:0:0:9
L XX XX ZX XX XX XX XX XX XX XX 4 dOdatkOWO
O¢:0:0:0:0-0:0:0-0:0:4 lg(i,m) = numer globalny wezta 1 w elemencie m
L XX XX ZX XX XX XX XX XX XX XX 4
$:°90:90:0:0:0:0:0:0:0-9¢
D399 00 0 0000 09
$:°0:0:0:0:0:0:0:0-0-9
¢ 60060000
- 0 2
do 1 m=1,100
do 21=1,9
do 23=1,9

H(lg(i,m),lg(j,m))*+=H(,j,m)
S(lg(1,m),lg(y,m))+=S(1,),m)
2 continue

1 continue

np. dla tego wezta zsumujemy
przyczynki od funkcji w 4 réznych
elementach



Warunki brzegowe

4000 0-b-0-0-0l0-o
G- G- G- G- bbb
RSP
4 0 G G bbb
0 G G G GG bbb
POPSPSP SIS
GG GGG bbb
4 4 G G bbb b
PO
0 4 GG bbbt

R R e e T TRE M

-2 0] 2
H

zerujemy,
potem
H, =1410
Su=1

chcemy, zeby funkcje wlasne znikaly na brzegu
jak?

wyrzuci¢ wszystkie funkcje ksztattu z bazy

z brzegu [pozostate funkcje ksztattu = 0 na we¢ztach
brzegowych]

albo

(wersja dla leniwych)

Zerowanie: odsprzegnie
wezty brzegowe od catej
reszty.

dostaniemy wartos¢ wtasng —1410
zdegenerowang tylu krotnie ile
jest weztow brzegowych

roOwniez: mozna po prostu skresli¢
te kolumny/wiersze z macierzy




Wyniki / optymalizacja rozmiaru pudta obliczeniowego

wartosc wlasna

6 na 6 elementow

\K/

N

1\\1 | T I

2 4 6 8
rozmiar

10

wartosc wlasna

10 na 10 elementow

I l\l l I l I l I
\\\\

AN _—

rozmiar

bikwadratowe funkcje ksztaltu, 9 na element.
clementy 1dentyczne, kwadratowe



pudto obliczeniowe 3 na 3,

10 na 10 elementow:

A=3.014 A=3.0459

A=1.0011  A=2.0077

-
-

z "

-

e an o
E,=E~+E=i+j+I

U, (z,y) = ¥i(x)Y;(y)

"

B

(1,1) (2,0)

gdy 6 na 6 elementoéw 1 pudto za duze

(0,0)

5 5 4 3 2 a4 o0 1 2 3 a4 5

granice elementow widac,
gdy elementy zle dobrane

(0,2

p—




czy warto si¢ trudzic,
czyli, czy FEM skuteczna w porownaniu z FDM?

HY, = E,WV,

1 [/ O? 0? 1
H=—— — (2?2 2
2 6:2:2+8y2 +2( +y)

L (0, (z+de,y)+ ¥, (z—dz,y) -2V, (z,y) 1 U, (z,y + dy) + U, (x,y — dy) — 2V, (z. y)
2 da? dy?

| —

+— (2 + ) U (z,y) = BV, (2,y)

[

et

L}

ponumerowac wezty,

—Y  (np. tak jak w rownaniu przewodnictwa cieplnego),

roOwnanie roznicowe zapisa¢ w postaci rownania wlasnego

macierzy o strukturge:

\\\

N




Dla porownania metod: MES 1 MRS liczba we¢ztow 1dentyczna: 13 na 13, pudto 3 na 3

et

MRS widmo MRS btad MES widmo MES biad

0.976 -0.024 1.003  0.003
1.929 -0.071 2.015 0.015
1.929 -0.071 2.015 0.015
2.833 -0.167 3.026 0.026
2.882 -0.118 3.075  0.075
2.883 -0.117 3.075 0.075

f

wartos$ci wlasne MRS lepsze niz wektory, ale to przypadkiem

>



Jeszcze jedno poréwnanie
V=0 [stany pudla obliczeniowego]
E_.=E, (m?>+n?) dla m,n>0

doktadne 2 5 8
. . MESJ/E, 2.0002 5.0064 8.012
: — MRSJ/E, 1.988 4.903 7.81

(60 razy wickszy btad) 15razy 16razy




	

