Metoda Monte Carlo

Zastosowania:

1. Catkowanie (wyktad z Metod Numerycznych)

2. Uktady rownan liniowych

3. Rownania catkowe

4. Rownania rézniczkowe — Laplace'a, Poissona

5. Réwnanie dyfuzji

6. Optymalizacja -> minimalizacja wartosci funkcji celu:
- symulowane wyzarzanie (MOF)

- algorytmy genetyczne (wyktad z AG)
- kwantowa wariacyjna i dyfuzyjna metoda Monte Carlo (MOF)

Literatura:

~EXploring Monte Carlo Methods” , W.L. Dunn, J.K. Shultis, Academic Press
,Explorations in Monte Carlo Methods”, R.W. Shonkwiler, F. Mendivil, Springer



t ancuch Markova

Jesli w zbiorze dostepnych stanéw ukiadu

X1, X9, X3,...

przejscie od stanu X do dowolnego innego stanu X, moze nastgpi¢ z pewnym

niezerwoym prawdopodobienstwem p, to wygenerowany w ten sposob pojedynczy
cigg stanow uktadu

{Xais Xazs Xag, Xay, Xag, -}

nazywamy tancuchem Markova.

W tancuchu Markova aktualna realizacja stanu X zalezy wytacznie od poprzednie;
realizacji X, nie zalezy natomiast od jego wczesniejszych realizacji X, X itd..

Inaczej: zacierana jest historia — sposob dotarcia do X, moze by¢ rozny tj.
stochastyczny.



Btadzenie przypadkowe na grafie (random walk)

Reprezentacja macierzowa przejsé
pomiedzy wierzchotkami

rir 0 pi13 pua
p_ | P2 0 p23 O
0 p32 p3z O

| pa1 pa2 paz 0

Z warunkiem

N
D Pij=1
j=1

PrzejScie ze stanu k do k+1

Prk+1 = P - pi

Wektor p, opisuje rozktad obsadzen wierzchotkéw w kroku k

Uwaga: prawdopodobienstwo znalezienia sie w wierzchotku j-tym po k krokach mozna uzyskac na
dwa sposoby

1) Startujgc od wybranego wierzchotka, przechodzimy w kolejnych krokach do wierzchotka m z
prawdopodobienstwem p_.. Ciag, pojedynczy tancuch Markova, urywamy po wygenerowaniu K

przejS¢. Generujemy N takich tancuchoéw, jesli n-razy doatrliSmy do j-tego wierzchotka to
prawdopodobienstwo to wynosi n/N

pr =P -pr_1=P-P...P-pg
k

2) wyznaczamy po prostu j-tg sktadowg wektora p,



Wiasnosci tancucha Markova
1. Dla danej macierzy przejsc istnieje wektor niezmienniczy wzgledem danego rozktadu
P-qg=gq
Inaczej: startujgc od dowolnego wektora p,, w wyniku wielu przejsc bedzie on
dazyt do g.
2. tancuch jest nieredukowalny tj. istnieje niezerowe prawdopodobienstwo przejscia
pomiedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami.
Jesli graf jest redukowalny to mozna go przedstawi¢ w postaci dwoch lub

wiecej roztgcznych grafow.

3. Lancuch jest aperiodyczny — nie istnieje taka liczba K, ze po K przejsciach pomiedzy
wierzchotkami nastepowatby powrot do wierzchotka startowego (proces stochastyczny).

Najczesciej stosowang metodg generowania tancuchéw Markova jest algorytm Metropolisa.

W algorytmie tym generujemy tancuch, ktory bedzie niezmiennikiem danego rozktadu
(. okreslonej gestosci prawdopodobienstwa).

Elementy tancucha generujemy tak aby spetniony byt warunek

Dij = Dj,i



Generowanie ciggu liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie algorytmem Metropolisa

Modyfikujemy metode eliminacji. W standardowej postaci jest ona
mato wydajna — bo nierzadko odrzucamy wiekszos¢ wynikow.
Dzieki algorytmowi Metropolisa nie odrzucamy zadnego.

Akceptacje nowego potozenia (nowej liczby w ciggu) dokonujemy
zgodnie z formutg

. f(x;)
h(xi—1,x;) = min(l, ———
( 1—1, z) ( 7f($7;—1))
czyli:
histogram generatora (Metropolis)
1) Jesli f(x) > f(x.,) to nowe potozenie akceptujemy zawsze. dla f(x)=x"*exp(-x)/2
0.3 —
2) W przeciwnym wypadku akceptacja nastepuje N ﬁﬁﬁfgﬁﬁi% o
z prawdopodobienstwem f(x)/f(x_,). 0.25 / \ .
Jesli nie akceptujemy nowego punktu to i
zatwierdzamy stary 0.2 - / :
(kazdy krok generuje nowy element ciggu).
X 015 :

Uwaga: w naszym przyktadzie
CCnew:3731'4‘(2‘(](0,1)—1) 0.1

aby zachodzit warunek p,=p, 0.05 | ]
337, @ xnew < 0 0 J i | :
Tt = X = Tpew >0 weU(0,1)>h "2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tnew < Tnew >0 uelU(0,1)<h X



Uktad algebraicznych réwnan liniowych
rozwigzywany metoda MC

Ax = f

Dokonajmy rozktadu macierzy A
B=I-A

| zastosujmy schemat iteracyjny

* Tl = f + Ba®
k=0,1,2,3,..., a2V=f

gl = f+B:1:"c
= (I+B+B*+...4+B"f

Warunkiem zbieznosci szeregu jest

Sp{B} = max|\;| <1

Jesli interesuje nas

n
= E hizi
i=1

ZUk+1

Gdzie

hi = 5z'j

to mozna poszukiwac jedynie i-tej
sktadowej wektora

fi+) bijifi
i1

Z bi j10j1,52 f 52

71,52

> bijibjijobjojafis + -

jl,j2,j3

>y

m=071=0

Z bajl" Jm— 17]mf]m
.]m_o



Wiaczamy btadzenie przypadkowe

Najpierw definiujemy macierz okres$lajaca
prawdopodobienstwa przejsc i->]

I P11 P12 ... Pin
P21 P22 ... DP2n
P = . . , .
| Pn,1  Pn,2 cvo Pnn drxn
Z warunkiem
mn
SN T Dud
Jr Di,j = 0 <— bij =0

Wartosci p, oraz g, mozna powigzac z b, oraz f.

Nastepnie tworzymy tancuch Markova
o dtugosci k

1) losujemy z prawdopodobienstwem p.
numer wiersza

2) z prawdopodobienstwem pj przesuwamy
sie do wiersza j-tego

3) powtarzamy pkt 2 az osiggniemy cigg k
przejsc tj. pojedynczy tancuch

0 —>111 — ... — 1k

4) w ten sposob tworzymy N tancuchow
Markova

5) w kazdym kroku wyznaczamy wielkos¢

biOail bilﬂé ... b
U, =
piO)ilpilai2 ° 'pim—laim
b

im—lim
— Um—l

Tm—1Tm

'Z:m—l 7'im




Sumujemy je
hi, <
h)=—23 Unfi,
io m=0

| usredniamy po wszystkich tancuchach (s)

* >z

(h, k—l—l

Modyfikacja — rozwigzanie uktadu z macierzg
sprzezong (B*=(B*)")

r-/ xl =h+4+ Blal
(e,2) = (2, ) + (z, Ba)

Jesli to samo zrobimy z poprzednim réwnaniem
ale mnozac przez x*to dostaniemy

(xT7x) — (:UT,f) + (xTva)

A ich réznica wynosi

(h,z) = (27, f)

Teraz zamiast Z (h) wyznaczamy

T f'LO "' Z.Tn'l:rn—l
Z1( Z U, i, ==
pzo m=1 Pi tim
bzmzm

pzm 1%m

ktérego wartos¢ w granicy wynosi

lim (Zy(f)) = lim (f,2"(k+1))
= (f,2") = (h,x)
Podstawiajac
hi = 0i

dostajemy przyblizenie

:13?+1 _ <ZT( <fzo Z U 5’Lm,j

p’Lom 1

\/

Dzieki czemu mozemy jednocze$nie 8
wyznaczac wszystkie elementy wektora x.



Algorytm w tej postaci wymaga empirycznego
ustawienia dtugosci tancucha Markova.

Mozna tego unikng¢ zaktadajac ze dla niektérych
wierszy macierzy P spetniony jest warunek

n
Zpi,j <1
j=1

Definiujemy wtedy wektor g o elementach
n
gi =1— sz‘,j
j=1

Teraz skok pomiedzy wierszami i oraz j dokonuje
sie z prawdopodobienstwem P, ale moze tez

zakonczy¢ fancuch z prawdopodobienstwem g..

tancuchy bedg miaty rozne dtugosci (k) a
oszacowanie sktadowej wektora x przyjmuje
postac

N

(ha)= > Zim) =3 "= Y0,

s=1 s=1 pio m=1

Jir
Gis

Uwagi:

1) rozwigzywanie uktadu rownan tg metoda
daje rozwigzanie przyblizone — zalezy od
ilosci wygenerowanych tancuchéw Markova

2) zastosowanie mato praktyczne, tylko dla
duzych n~10°, gdy nie bylo jeszcze
wydajnych metod iteracyjnych

3) w ten sposob mozna rozwigzywac np.
rébwnanie Poissona na siatce, po
wczesniejszej jego dyskretyzacji (metoda
roznic skonczonych) czyli po sprowadzeniu
problemu rézniczkowego do problemu
algebraicznego



Zastosowanie metody MC do rozwigzania

rownania catkowego

Przyktadowo chcemy rozwigza¢ rownanie

Fredholma 2 rzedu

b
y(z) = f(z) + / K(o, 2)y(a)dz

Catke zastepujemy kwadratura

y(zi) = Z wj K
(W, —wagi, X, — wezty kwad ratury)

otrzymujemy uktad réwnan

(I—Ay=f

ktory rozwigzujemy.

333 y L y(CUj)

Problem pojawia sie w dwoch przypadkach:

1) duza liczba weztéw n generuje duze
macierze A™" (geste — petne)

2) w przypadku nawet maiej liczby wezitéw,
dla 2 lub 3 wymiaréw wygenerowane
macierze znowu stang sie duze (geste)

Zastosujmy metode MC

Przypadek 1 — szczegdlny, majacy ograniczone
zastosowanie

Zalozenia:

1) f(x) i K(x',x) petnia role
funkcji gestosci prawdopodobienstwa (fgp)

flz) =0
K(z',z) >0

2) sg wiec unormowane

/ K(z',x)de =1, x' = const 10



W celu znalezienia y(x) stosujemy rozwiniecie

Algorytm wyznaczania H metoda MC
Neumanna gorytm wy 4

00 1) tworzymy N probek
_ Z yn(m) 2) kazda prébka sktada sie sie z ciggu

o 71 T2 — ...
w ktdérym elementy szeregu majg postac 3) wektor x, generujemy z fgp f(x)
4) kolejne wektory x, generujemy z fgp K(x,;,X)

Yo =
5) wktady od wszystkich prébek usredniamy
/ K(z', 2)yp_1(2")dx’

M, | N
H%;N;h(xfz)

50 M_ — to maksymalna ilos$¢ elementow w pojedynczym
H = / do h(a:) Z Un (:13) szeregu (dalsze wyrazy dajg niewielki wktad)

Jesli skonstruujemy teraz nastepujacy
funkcjonat H

to jego wartos¢ mozemy oszacowac jako
wartosc srednig

H— Zo / dz h(z)yn(z) = Zo<h(w)>n

11




Przypadek 2 — ogéiny Algorytm
1) wprowadzamy macierz P(x',x) oraz wektor

Réwnanie catkowe zapisujemy w postaci g(x) takie, ze
operatorowe;j
/
y(z) = f(2) + ry(z) / P, z)dz =1

H:y(:v) = / dle(xl,x)y(x’) P(fl?/,CC) >0 < K(:U’,aj) %0

/p(x)dle p(x) =alf(x)], a>0

| korzystamy z iteracyjnego przyblizenia
rozwigzania uktadu algebraicznych rownan
liniowych Uwaga: P(x',x) oraz p(x) moga miec inny rozktad
np. jednorodny

k
k+1 k
y~t (z) = f(z) + ry"(z) = Z " f(x) 2) wybieramy wektor startowy X, z fgp p(x)
m=0
K0 — 1, yo —0 3) generujemy cigg
o 71 T3 — ...
z warunkiem zbieznosci aby f(x) i K(x',x) z prawdopodobienstwami przejscia
byty klasy L, (catka z > i K* skorczona)
rj —Tj41

okreslonymi przez
P(xj,zj41)

12




4) dla kazdej probki s=1,2,...,N okreslamy
wartos¢ zmiennej losowej

k

Zk( mf xm

5) wartosc funkcjonatu H liczymy jako estymator
Sredniej arytmetycznej

H:(hay):_

6) jesli interesuje nas rozwigzanie w konkretnym
punkcie X, to stosujemy podstawienie

h(z) = p(x) = d(z — o)

Wtedy

| kazdy cigg startuje z punktu Xx..
Przyktad. Dane jest rownanie

1
y(x) =z + )\/ e® % y(z')dx'
0

Rozwigzanie:

y(z) =

Zaktadamy:

h = p(x)
1 A
(h7y)__ §-+-1.__A

N=10° - number of chains

A —1
x—l—ﬁ(l—Ze e’

= P(z',z) =1
lloczyn:

(e +2e 1t —3)

0.9

0.8

0.7 r

| >>>>>

OIS
oo
OOoo~NOO

0O O«

>

0.6
05 r
0.4

relative error [%]

0.3 r
0.2 r
0.1 r

1 10 100 1000 13
number of steps in single chain



Réwnanie Laplace'a

Wezmy np. rownanie przewodnictwa cieplnego
bez zrodet

Viu(z,y) =0, ulr = f(z,y)

| zapiszmy je we wspotrzednych cylindrycznych

(z,y) = (r,0)

?u  10u 1 0%u

ﬁ+;3r+r286’2 =0

Dokonujemy standardowej separacji zmiennych

u(r,0) = R(r)©(0)

r? d2R rdR  1d°0© 2 ,
-_ —_—— = — — n
Ra2 "Rar — 0 de cons

20

o + PO =0

2 1 2

R LA e

dr? r dr r2

u(r,0) =

Rozwigzania:

O = Asin(l0) + Bcos(10)

R Cln(r) + D,
) Crt+ Dt

[ =0
[ >0

Ustalamy ze C=0 bo potenjcat musi by¢
skonczony. Ogoélne rozwigzanie ma postac

R-©

la;sin(10) + bjcos(10))

— u0—|—z

Poniewaz catka

2w
/ u(r,0)dd = 2 ug
0

jest skonczona, mozemy jg wykorzysta¢ do
znalezienia rozwigzania w dowolnym punkcie r,

27
u(rg) = %/0 u(r,0)do

Taka catke mozemy wyznaczy¢€ przy uzyciu ,
metody MC.



Algorytm generowania pojedynczego tancucha:

1) wybieramy punkt rO

2) punkt ten otaczamy go okregiem o maksymalnym
promieniu nie wykraczajacym poza brzeg obszaru

3) losujemy punkt r. na obwodzie tego okregu
4) punkty 2 i 3 powtarzamy az do momentu

rn; —rr| <e€

Wowczas zachowujemy wartos¢ w,, (7‘1“)

Proces generowania pojedynczego tancucha
powtarzamy N razy a wyniki usredniamy

u(ro) = % S ulrar)

n=1
Algorytm ten nosi nazwe WOS (walking on sphere).
Uwaga: jest on mato wydajny o ile nie interesujg nas

rozwigzania w tylko w wybranych punktach lub gdy
obszar ma nieregularny ksztatt.

15




Rownanie Poissona dla statej gestosSci
Viu= —pg, ur = f(r)
Réwnanie zapisujemy we wspotrzednych sferycznych

10 r2@ N 1 0 Sinﬁ@ N 1 82u__
r2sinf 00 00 r2sin20 0¢2 po

Rozwigzanie rOwnania jednorodnego
l

Ujedn = G0 + Z Z rt P (cos0) [asin(lp) + bicos(lg)]

=1 m=1
Rozwigzanie szczegolne dla rownania niejednorodnego przy zatozeniu (przypadek 1)

po = const

Znajdujemy poprzez rozdzielenie zmiennych i dwukrotne catkowanie po zmiennej r

1 0 ,0u
r28rr28r:_p0 /.T2%//dr
3
r2%:—%po+A, /:r2—>//dr
3 A
u(r)z—%po—r—Q—kB

16



Suma obu rozwigzan daje catke ogolng rownania niejednorodnego

1) statg A odrzucamy ze wzgledu na osobliwos¢
2) statg B odrzucamy bo jg wyznaczajg warunki brzegowe dla catki ogoinej

! 2

u(r,0,¢) = ag + Z Z rt P (cosh) [arsin(l¢) + bicos(1p)] — r

PO —
=1 m=1 6

P™(cos@) - harmioniki sferyczne

Tak jak dla rownania Laplace'a w 2D warto$¢ potencjatu w r, otrzymamy usredniajac
potencjat na sferze o promieniu r (3D) —tj. dzielimy przez petny kat brytowy.

s 27
1 2
— —/d@/d¢u(r)+por—
T §)
0 0

Angazujemy algorytm dla réwnania Laplace'a (generujemy N tancuchow)
co daje nam oszacowanie potencjatu w wybranym punkcie w postaci

1 N kn 7"2-
o) =5 2 [ SomZ + uter)
n=1 \ j=1

Uwaga: otrzymalisSmy rozwigzanie dla jednorodnego rozktadu getsosci, ale widac
ze w kazdym kroku musimy uwzgledni¢ dodatkowy przyczynek od gestosci

17



Rownanie Poissona z niejednorodnym rozktadem gestosci

Rozwigzania nadal poszukujemy generujgc tancuch (cigg) sfer z jednoczesnym
szacowaniem wartosci potencjatu w srodku kazdej sfery, czyli:

1

u(rj) = in /Q dQu(r;, ¢,0) +u(r), dQ = dpdd

Zauwazmy, ze potencjat w srodku sfery mozna wyznaczy¢ wykorzystujgc funkcje

Greena
T 27 r
i = / a0’ / i / ' G(0.1)p(r")
0 0 0
Posta¢ swobodnej funkcji Greena jest znana, ale .....

1 1
Golr1') = r— 7

.... my narzucamy warunek brzegowy na powierzchnii sfery (wymuszone
wspotczynnikami réwnania jednorodnego).

To oznacza ze catka z iloczynu gestosci i G(r,r') nie powinna dawac wkitadu na

powierzchni sfery — sfera uziemiona, a G(r,r') dla uziemionej sfery otrzymamy z metody
obrazéw (wyktad: Podstawy fizyki teoretycznej -> Elektrodynamika)

1 1 1
Gs(rr') = 4t <|r—r’| B ;> o




Wktad niejednorodnej gestosci do potencjatu w srodku sfery

1 11
0= 5 oy, 0 (7 73)

powyzszg catke mozemy policzyC przy uzyciu kwadratury MC z fgp w postaci G_(0,r').

Losujemy wiec punkt w sferze (rj,a) o fgp G, i liczymy

2

T*

"= (’””“)/ _, GOV = plrs0) g
’7'/ <’I“j

Wartosc tej catki bedzie dobrze przyblizona gdy uwzglednimy przyczynki od wielu
wygenerowanych tancuchow.

Ostatecznie potencjat w punkcie r, otrzymujemy usredniajgc wktady od wszystkich
wygenerownych tancuchow

N kn
> plrj +1i0) g +ulrr)

-
’n,:l :

1
N

r— promien sfery w j-tym kroku
r+r, — punkt wylosowany w j-tej sferze
k — dtugosci poszczegodlnych fancuchéw (mogg by¢ rézne)

19



Rownanie dyfuzji
Problem 1D

ou A%
ot = Pazz

x € (—o0,00),

Wykorzystamy transformacje Fouriera

o

g(k) ! / dxu(z)e*

T or

oraz wiasnosci transformacji Fouriera

o

27

— 00

dg

ot

t>0

1 : ou Y
dee % [ —— - D——
e ( Ox2

= —Dk?g

>:8t

= g(k,t) = go(k)e P

Warunek poczatkowy

u(z,t =0) = up(x)

| transformacje odwrotng

oo

u(x) = /dkg(k)eikaj

— 00

09

+ Dk*g =0

20



Stosujemy transformacje odwrotng

u(z,t) = /dkeik“”go(k)e_k’zm
T . 2 1 T . /
— /dkezkz:p—k Dt _/dx/uo(x/)e—zkfc
27
1 / / —k?Dt—ik(x’ —x)
= 5 dr'ug(x’) [ dke

Druga catka to transformata gaussianu wiec od razu mozna zapisac rozwigzanie

o 1 W 1\2
u(zx,t) = /d:c’uo(:c’) \/Tmexp (— (:134D$t) )

Green function = G(x,x’,t=t’)

21



Jesli jako warunek poczatkowy zadamy delte Diraca

uo(x,t =0) = d(x — xp)
to dalszg ewolucje u(x,t) opisuje formuta

u(z,t) = ﬁewp (_ (z — $0)2>

Zatézmy teraz ze u(x,t) ma opisywac zbior N czgstek, ktore dla t=0
byty skupione w niewielkim obszarze, a dla t>0 dyfundujg w prawo i w lewo.

Rozktad gestosci w chwili t=At

1 Ax?
u(Ax, At) = ﬁexp ~ 107 ) Ax = x — xg

mozna wygenerowac stochastycznie przesuwajgc kazda czastke o Ax, przy czym
AX otrzymujemy z rozktadu normalnego (np. generator Boxa-Mullera):

Az = N(0,1)V2DAt

W kolejnych chwilach czasowych t=i At operacje powtarzamy dla kazdej czastki.

22



Dyfuzja w trzech wymiarach

@—D 82u+82u+@
ot ox? 0Oy?  0z2

Dzieki liniowosci operatora rézniczkowego:

1 (_ (ng,)Q ) 1 (_ (yzg’)2 ) 1 (_ (Z4—DZ’)2
u(r,t):/dr'uo(r’,t)a-e i e ' e '

"~ N~ N~

6(z—a’) 6(y—y’) 6(z—z")
przesuniecia w kazdym z trzech kierunkow sa niezalezne
Ax = N,(0,1)vV2DAt
Ay = N,(0,1)V2DAt

Az = N,(0,1)V2DAt

23



Problem pochodnych mieszanych w réwnaniu dyfuzji

Jesli w rownaniu dyfuzji mamy pochodne mieszane 0*u
0x0y
wowczas dokonujemy transformacji zmiennych
1(x y) 1 /x vy
2 \a b 2\a b
z =a(g+p) y = b(qg —p)
| liczymy druga pochodng u
0% 0%y 0%y 0%y
—— =a’—— +2ab + b —
0q? Ox? Ox 0y Oy

Stale a oraz b dobieramy tak aby czynnik 2ab byt taki jak w réwnaniu wyjsciowym.

Zamiast rownania z pochodnymi mieszanymi rozwigzujemy ,standardowe” rownanie dyfuzji

ot 0q?
Z krokamiw q i p: co odpowiada korelacji zmiennych x i y:
Aq= N(0,1)V2DAt Az = aN,(0,1)V2DAt o

Ap=0 Ay = bN,(0,1)vV2DAL
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