W?7. Elektrodynamika cz. |

Plan wyktadu:

* czastka w zewnetrznym polu elektrycznym i magnetycznym
- czteropotencjat pola elektromagnetycznego

* interpretacja czteropotencjatu
* niezmienniczos$¢ cechowania czteropotencjatéw elektromagnetycznych

* transformacja Lorentza pél: magnetycznego i elektrycznego




Elektrodynamika sformutowana w postaci rownan Maxwella powstata pot wieku przez teorig relatywistyczna.

Zwigzek obu teorii jest na tyle silny, ze rownania te mozna wyprowadzic¢
korzystajgc z zasady najmniejszego dziatania i teorii relatywistyczne;.

W dalszej czesci wyktadu wykorzystamy zapis tensorowy,
jednak do zapisu operacji sumowania uzyjemy konwencji sumowania Einsteina
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Czastka w zewnetrznym polu elektrycznym i magnetycznym

Rozwazmy problem czastki relatywistycznej w polu elektromagnetycznym (EM).

Wiemy, ze dziatanie dla czgstki swobodnej ma postaé

musimy dodac¢ do niego wyraz opisujgcy oddziatywanie z polem EM.

Zatbzmy ze pole EM mozemy opisac przy pomocy czterowektora w postaci

—,

« tensora kontrawariantnego AP = A . . :
g (90’ ¢ ) Uwaga: stata ¢ ujednolica wymiar
wspotrzednych tensora
- tensora kowariantnego A, = (p, —cA)
Tensor A definiuje tzw. czteropotencjat pola EM, gdzie: wielkosci definiowane w

elektrodynamice

/ klasycznej

* ¥ -potencjat skalarny T 90(7?7 t) /

- A - potencjat wektorowy A= Az (7T, t), Ay(r,t), AL(T,1)]




Zaktadamy tu ze potencjat skalarny zawiera informacje o polu elektrycznym,
a wektorowy o polu magnetycznym — wielkosci te zdefinujemy pézniej

Dziatanie opisujgce oddziatywanie czgstka-pole powinno by¢ liniowe wzgledem pola
(np. sita od pola elektrycznego dziatajgcego na tadunek q)

Takag wlasnosc posiada skalar dSA —C. Auda:“, C = _Q — const
C
Poprawka do dziatania zwigzana z potencjatem EM \ stata C dobieramy tak aby
dziatanie miato wymiar
q Z2 energia x czas, a rownania
Sp=—= / A, dxt ruchu opisywaty
CcJz, ruch rzeczywisty

| petne dziatanie
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Z calki dziatania wydobywamy funkcje Lagrange’a

/ V2 .
L = —moc? 1—6—2—qg0—|—qA-v

a z lagranzjanu ped uogolniony uktadu

uwaga: rézniczkowanie po wektorze traktujemy jako rozniczkowanie po wszystkich sktadowych wektora

D - ped mechaniczny czastki

ﬁ - pseudoped: ped czastki + pole

Energia czgstki w polu EM
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Energia czastki nie zalezy od potencjatu wektorowego A

mo C2

—
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korzystajac z relacji predkos$é-ped (czgstki)

E =

p=ymoV

predkosc (czastki) wyrazamy przez ped
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by otrzymacé funkcje Hamiltona
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- \/m002 —|— qA) + qo




Interpretacja czteropotencjatu pola EM

Zapiszmy rownania ruchu czastki —— = —
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Otrzymalismy wyrazenie na pochodng czasowg pedu czastki

Jesli wyrazenie to zapiszemy w znanej ham postaci opisujacej site
dziatajgcg na natadowang czgstke w polu E i B (sita Lorenza)

L d . .
F:E*:qE—I—qﬁ’xB

to z porownania wyrazéw dostaniemy zaleznosci

Zwigzki te znane sg z elektrodynamiki klasycznej

ZinterpretowaliSmy znaczenie fizyczne sktadnikow czteropotencjatu pola EM.




Niezmienniczo$¢ cechowania potencjatéw elektromagnetycznych
Czteropotencjat pola EM nie jest jednoznacznie okreslony.

Zobaczmy co sie stanie gdy odejmiemy od niego “czterogradient” dowolnej funkcji f
okreslonej w czasoprzestrzeni

AH:AH—ﬁ:AHJFAAN

oxk

spowoduje to zmiane w calce dziatania
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Dzieki narzuceniu warunkéw brzegowych warto$¢ AS wyznaczaja tylko wartosci f
w punktach poczatkowym i koricowym trajektori.

AS nie zalezy od trajektorii, a wiec wariacja f nie wnosi wktadu do wariacji catki dziatania.




SprawdZzmy jak zmienig sie rownania ruchu po uwzglednieniu poprawki

Policzmy ,czterogradient”

af 10f © of
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I dodajmy go do sktadowych czteropotencjatu
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Niejednoznacznos$¢ wyboru potencjatdw nazywana jest niezmienniczoScig cechowania,

wilasnosc¢ te wykorzystuje sie w celu utatwienia wykonywanych rachunkéw
(odpowiedni wybor cechowania)

Przyktad. Jesli potencjat skalarny nie zalezy od czasu, mozemy zazgdac jego zerowania

of

o — CP —  f=cty
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dodajemy poprawke do potencjatu wektorowego
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Transformacja Lorentza poél elektrycznego i magnetycznego
Wiemy juz jaki jest zwigzek E i B z czteropotencjalem pola EM.
Moglibysmy wykona¢ transformacje Lorentza czteropotencjatu

i okreslic w ten sposob transformacije pol E i B

- rachunek taki bytby dos¢ zmudny.

Utatwimy sobie zadanie, jesli wykorzystamy tensor pola elektromagnetycznego

04, 0A,

- ok Oxv

f,uv

tensor jest antysymetryczny

fpw — _fvu

wiec ma tylko 6 niezaleznych sktadowych.

Tworzymy go korzystajgc z dwéch czterowektorow
at = (ct, x, y, 2)

AM — (907 _CIAT)
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Postac tensora pola EM

mozemy wykonac korzystajac z zapisu macierzowego

f,L/w — (éuul)(fﬂlVl)(éuyl)T

vy 6 0 0 0 E, B, E, ¥y 6 0 0
8 vy 0 0 —F, 0 —cB, ¢By v v 0 O
f“”_ 0 0O 1 0 b, B, 0 —cB, 0 0O 1 0

0 0 0 1 ~E, —c¢B, c¢B, 0 0 0 0 1




0 E, v(E, — BcB,) ~(E.+ BcB,)
f/ _ — by 0 —y(cB, — BE,) ~(cB, + BE.)
Hv —(Ey — BeB;)  ~(cB, — BEy) 0 —cB,
_V(Ez + BCBy) _’V(CBy + BEZ) cB, 0

poréwnujemy ze sktadowymi tensora w uktadzie O’

(0 E, E, B\

s ~-E, 0 —cB, B,
we | —E ¢B, 0 —¢B,
~E, —¢B, ¢B, 0 |

jesli B =0 to sie nie wygeneruje B’
z poréwnania dostaniemy /
B

’ B;; — Dy
Em = Fy B/ B BE 4 hawetdlaB =0, B’ r6zne od 0
E, =~(Ey — BcB;) y—’Y< y+€ Z)
’ ! /8
E. =~(E, + BcBy) Bz:’y(Bz——E
Y c ' Y| nawet dia B,=0, B’, r6zne od 0

Transformacja miesza ze sobg wspotzedne wektorow E i B.

Wynik nie jest zaskakujacy jesli rozwazymy ruch tadunku punktowego w uktadzie wikasnym i
w innym inercjalnym poruszajgcym sie wzgledem niego z predkoscig v. -



Czteropredkosé
Predkos¢ czagstki transformuje sie w skomplikowany sposéb przy zmianie uktadu odniesienia.

Dlaczego? — dx
V= —
dt

bo rézniczkujemy 3 sktadowe czterowektora x* po jego 4 sktadowej
Wyrazenie uprosci sie gdy zamiast dt uzyjemy dt — czasu wlasnego.
Tak definiujemy czterowektor predkosci

. dat ( dt dx“)
u- = —

dar \“ar dr

Trojpredkosé v nie jest przestrzenng sktadowg czterowekotra u - bo mnozona jest przez czynnik ¥

(dopiero w granicy ¥~1 tak sie dzieje)




Sita w mechanice relatywistycznej

W mechanice klasycznej site definiujemy jako pochodng pedu

E— c’ - — =Dpc E
at P a7 /
poniewaz ~
52 . V E-
C —
pc = < — (p:'ymOV:’ymOCQ—2 = —2V>
E & &
dostajemy zalezno$¢ IE
“® 5. F dE =F - §dt = F -d# = dT
dt
Przez analogie do czterowektora predkosci uzyjmy formuty
dpt dt
Fon g dt
dr ol

ktora definiuje czterowektor sity Minkowskiego




Czterowektor sity

Zwiazek czterowektora sity z tensorem pola EM

Klasyczna site Lorentza opisuje formuta

F=q (E + U X B)
po przemnozeniu jej przez 7 dostaniemy sktadowe 1-3 K¢
Ale mamy do dyspozyciji czterowektor predkosci

u' = (ve,7v)
wzgledem ktérego K jest liniowe.

Liniowg zalezno$¢ K od czterowektora predkosci oraz wektorow pola
zapewnia uzycie tensora pola EM

K" =qf* g, u” = qft, u” f#  -tensor Faradaya




