W6. Mechanika relatywistyczna cz. lll
Plan wyktadu:

* geometria czasoprzestrzeni

* elementy rachunku tensorowego

* tensory kontrawariantne i kowariantne

* tensor metryczny

* tensorowe wtasnosci operatoréw rézniczkowych




Rozpatrywana dotychczas transformacja Lorentza
opisuje przejscie pomiedzy uktadami O i O’,

cdt' = ~(cdt — fdz)

dx' = ~(dx — B cdt)

dy' = dy

dz' = dz
ktore poruszajg sie wzgledem siebie wztuz osi x.
Ta szczegolna transformacja Lorentza jest obrotem wokot osi prostopadtej do osi x i t.
Aby uzyskaé zwigzki transformacyjne dla uktadéw O i O’ dowolnie usytuowanych
wzgledem siebie musielibySmy dokonac ztozenia trzech obrotow:
* obroétu w przestrzeni trojwymiarowej
* szczegolnej transformacji Lorentza

* kolejnego obrotu w przestrzeni tréjwymiarowej (powrot do poprzedniego utozenia 0si)

Taki sposob wyznaczania zwigzkow transformacyjnych powodowatby
duze trudnos$ci rachunkowe.

Mozemy postgpi€ inaczej: nowe wspotrzedne wyrazmy w postaci
kombinaciji liniowej starych wspétrzednych

3
r¥ =Y Chat v=0,1,2,3
u=0




Wspotczynniki rozwiniecia mozemy zapisa¢ w postaci pochodnych
wspotrzednychw O’ iw O

L1 xll(xo,ml,xz,x?’)

xl=Cla’ + Clat + Cla® + Cla®

oz’ 1

g0 — 0
, oz
Cu = OxH

Transformacje mozemy zapisa¢ w postaci

3 /
/ ox 'V
) — M
oxH
©=0

Oznaczenia:  p, 1 = 0,1, 2,3 - skladowe czterowektora

1, 3 = 1,2,3 - skladowe wektora w 3D




Zgodnie z zatozeniem, czterowektor czasu i potozenia definiujemy nastepujgco

(") = (ct, z, y, 2)

a wszystkie wspotczynniki szczegoélnej transformacji Lorentza
mozna zapisaC w postaci macierzy

o vy =8 0 0
(97 [ B v 0 0
(C) = ozt | 0 0 1 0

0 0 0 1

Z transformacjg wspotrzednych przy zmianie uktadu odniesienia
Scisle zwigzane sg wlasnosci obiektow zwanych tensorami.

Sg one niezwykle uzyteczne, gdy wykonujemy obliczenia w mechanice relatywistycznej
(ale nie tylko np. w dynamice bryly sztywnej wykorzystujemy tensor momentu bezwtadnosci).

Tensorem O rzedu lub skalarem nazywamy obiekt geometryczny opisywany jedna liczba,
ktory jest niezmienniczy wzgledem transformacji wspoétrzednych.

zgodnie z tg definicja:
* skalarami nie sg: masa relatywistyczna, energia, sktadowe pedu

* skalarami sg: masa spoczynkowa, czas wiasny, przedziat czasoprzestrzenny




Tensorem kontrawariantnym (1 rzedu) w n-wymiarowej przestrzeni jest obiekt geometryczny
opisywany przy pomocy n liczb, transformujacy sie zgodnie z transformacjg wspotrzednych.

* tensor kontrawariantny czasu i potozenia

(27) = (ct, z, y, 2)

* tensor kontrawariantny energii i pedu

E
(p,u) — (;7 Pz, Py, pz)

zwigzek transformacyjny dla sktadowej pedu

3 3 6.27/’/
v T 0
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p=0

Uwagi:

* jesli dla trzech sktadowych wektora w 3D, dopasujemy zerowa sktadowa,
to problem transformacji wektora przy zmianie uktadu odniesienia mamy rozwigzany

* powyzsze postepowanie nie zawsze jest mozliwe,
przyktad: transformacja pola elektrycznego z uktadu, w ktorym tadunek spoczywa (tylko E — 3 skfadowe)
do uktadu w ktorym sie on porusza (wytwarza E i B — 6 skladowych)

E, =~ (E,—fBc By) - 0 tym sie jeszcze przekonamy



Aby opisac transformacje wspétrzednych E i B konieczne jest uzycie tensora wyzszego rzedu.
Tensorem kontrawariantym 2 rzedu nazywamy obiekt geometryczny

opisywany przy pomocy n? liczb, ktérego sktadowe transformuja sie
zgodnie z transformacjg wspotrzednych.

Lbé) 5
Z Z 8§,u1 iyl Tﬂl 1

n1=0v1=0

10 11 12 13
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Liczbe niezaleznych skladowych mozna ograniczy¢ narzucajac 730 31 32 33
warunek symetrii lub antysymetri.

Symetria tensora nie zmienia sie po wykonaniu transformacji do nowego uktadu odniesienia (jest zachowana)

Tensor symetryczny

THY — Vi

Tensor antysymetryczny

THY — _TVh
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niezaleznych sktadowych. niezaleznych sktadowych.




Tensory kowariantne

Z wielkosci wektorowych mozemy utworzy¢ wielkosci skalarne

np. przedziat czasoprzestrzenny tworzymy korzystajac z czterowektora czasu i potozenia.
WielkoSci te mozemy definiowa¢ postugujac sie oprocz tensoréw kontrawariantnych,

takze tensorami kowariantnymi.

Tensor kowariantny (1 lub 2 rzedu) to obiekt, ktorego sktadowe transformuja sie
zgodnie z transformacjg odwrotng (jak dla przejscia z uktadu O’ do O)

cdt = y(cdt' + Bdz")
dr = vy(dz' + B cdt)
dy = dy’
dz = d2’

Macierz transformacji odwrotnej

()= (5) =1 %"

o O
o V=, O O
_ O O O




Uwaga: dla odréznienia tensorow kontra- i kowariantnych, w tensorach kowariantnych
wskazniki umieszczamy na dole

(x*) - tensor kontrawariantny

(x,) - tensor kowariantny

Transformacja tensora kowariantnego 1 rzedu




Przy uzyciu obu typow tensoréw mozemy zapisywac wielkosci fizyczne.

Utworzmy wielkos¢ skalarng

roo dx M , Oz
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Zdefiniowana przez nas wielkos¢

> gt = 80" b =Y a"py
n m
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jest zachowana przy zmianie uktadu odniesienia, wiec jest skalarem.




Tensor metryczny

Obliczmy kwadrat odlegto$ci dwoch punktéw w czasoprzestrzeni

= Zgw/daj“dxy

p,v

Co sie stanie jes$li zmienimy uktad odniesienia?
Wykonajmy transformacje ds?

ds®> = Zgwdx“da:”

= Y G

w,v o p1,v1

o /2_ / /,ul ,1/1
= ds* = E Gy, dx M da

r1,V1

skad otrzymujemy regute transformacyjna dla g, (zgodnie z tranformacjg odwrotna)
ox* Ox¥
gM1V1 Zg“'/ .CU "1 833 V1

g, - jest kowariantnym tensorem metrycznym (okresla metryke przestrzeni)




W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej odlegtos¢é (miedzy punktami) definiujemy jako

ds® = dx? + dy2 + dz?
wiec tensor metryczny ma postaé
E _§
gy,y - Yuv

ale w czasoprzestrzeni odlegto$¢ (miedzy zdarzeniami) definiujemy nieco inaczej

ds® = Adt* — do? — dy? — dz°

co zmienia postac¢ tensora metrycznego

(g,uv) —

oS OO =
O O~ O
|
O~ O O
_ O O O

Wiasnos$ci tensora metrycznego
Jak transformuje sie tensor metryczny przy zmianie uktadu odniesienia?




’ 8.%“’1 c%’/l

Sumowanie wykonamy korzystajac z zapisu macierzowego I = ; ox'* Ox'v I
1,V1
/ OxHt Ox¥?
() = (5) omes (5o
v 68 0 0 1 0O 0 0 v 8 0 0
B 3 v 0 O 0 —1 0 0 v v 0 O
- 0 0O 1 O 0 0 -1 0 0 0O 1 O
0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1
vy 6 0 0 vy 8 0 0
_ 6 v 00 -8 = 0 0
0 0O 1 0 0 0 —1 0
0 0O 0 1 0 0 0 -1
,)/2 ’7252 252 . 52 0 0
B 7252 72ﬁ2 7262 . 72 0 0
- 0 0 -1 0
0 0 0 -1
1 0 0 0
0 -1 0 0 . .
— 0 0 —1 0 - (g,w) 1) skh_adqwe tensora metrycznego nie ulega_Jq ‘
0 0 0 1 zmianie przy przejsciu do innego uktadu inercjalnego



2) Tensor metryczny pozwala zamieni¢ tensor kontrawariantny na kowariantny
. v
Pp = E JuvP
1%

Przyktad
(dx") = (cdt, dz, dy, dz)

1 0 0 0 cdt cdt
O -1 0 0 dv | | —dz
0O 0 -1 0 dy | | —dy
0 0 0 -1 dz —dz

(dx,) = (cdt, —dz, —dy, —dz)

Z tym przyktadem juz sie spotkaliSmy przy liczeniu odlegtosci

2
ds” = Zgu,,dx”dx“ = Z dxt Zgwda:’/ = Z dxtdz,,
L,V / j2 14 % \
ten wyraz definuje metryke ten wyraz wprowadzilismy
czasoprzestrzeni gdy definiowaliSmy skalar




Przykiad. kontra- i kowariantny czterowektor energii-pedu

L E
P = zapwapyvpz

Pu = Zg,uvpy

E
Pu — ;7 —Pzxy, —Py, Pz

Uwaga: mozemy zdefiniowac rowniez kontrawariantny tensor metryczny
ds* = Zg“”dwud:c,, = Adt* — (—dx)? — (—dy)* — (—dz)?
uv

ale ma on takie same sktadowe co jego kowariantny odpowiednik (wtasnosc 3)

gt = Juv

* jest to ogolna wlasnosc¢ ptaskiej czasoprzestrzeni

* w przypadku zakrzywionej czasoprzestrzeni (ogoélna teoria wzglednosci)
oba tensory majg rézne sktadowe




Poniewaz przy pomocy tensora metrycznego mozemy zamieniac

* tensor kowariantny - tensor kontrawariantny (podnosimy wskaznik)

* tensor kontrawariantny - tensor konwarianty (obnizamy wskaznik)

wobec czego mozemy podobne operacje wykonac na tensorach wyzszych rzedow

tj. podniesc¢/obnizy¢ np. jeden ze wskaznikow
/
T, = ZQVV’T'LW
V/

otrzymamy wowczas tensor mieszany

Tensorowe wilasnosci operatorow rézniczkowych

Operatory rézniczkowania po zmiennych przestrzennych podlegajg okreslonym regutom
transformacyjnym przy zmianie uktadu odniesienia - zatem posiadajg wtasnosci tensorowe

np. operator rézniczkowania po kontrawariantnej zmiennej przestrzennej

0 = 0z¥ 0
ox'n — Oz’ Oz”
jest kowariantnym tensorem pierwszego rzedu,
czesto oznaczanym jako i — 8“

oxrt




Operator rozniczkowania po sktadowych tensora kowariantnego

0,

ox,,

ma wiasnosci tensora kontrawariantnego.

Mozemy takze utworzy¢ operator rézniczkowy drugiego rzedu
rézniczkujgc po sktadowych tensoroéw: kontra- i kowariantnego

0,0 — 192 92 9 0
- H 2 ot2  OJx?  0y? 022
ktory jest niezmienniczy wzgledem transformaciji Lorentza
CO nam przypomina jego postac?

jaki ma zwigzek z pierwszym postulatem Einsteina?




