W2. Plan wykfadu

* Transformacja Galileusza, jednorodnos¢ i izotropowo$¢ czasu i przestrzeni
* Funkcja Lagrange’a: czastki swobodnej, w polu potencjalnym, uktadu wielu czgstek
* Transformacja ze wspotrzednych kartezjanskich do wsp. uogolnionych
* Funkcja Lagrange’a we wspotrzednych krzywoliniowych
* Przyktady zastosowan formalizmu Lagrange’a:
+ czastka w polu centralnego potencjatu
+ wahadto matematyczne

* bryla sztywna




Podstawy fizyki teoretycznej — wyktad 2

Uktad inercjalny — to uktad w ktérym ruch swobodny odbywa sie ze stalg predkoscia.
W uktadzie inercjalnym przestrzen jest jednorodna i izotropowa, a czas jednorodny.
Oznacza to ze:

- W przestrzeni nie ma wyroznionych punktéw i kierunkow
- W czasie nie ma wyréznionych chwil czasowych

Dowolny ukiad odniesienia poruszajgcy sie wzgledem uktadu inercjalnego ze stalg
predkoscig jest rowniez inercjalny.

Wynika stad ze w dowolnym uktadzie inercjalnym obowigzujg te same prawa fizyki
(w odrdznieniu od uktaddw nieinercjalnych, w ktorych pojawiaja sie np. dodatkowe sity
nie wystepujgce w innych uktadach — sita Coriolisa, sita od$rodkowa itp.)

Inercjalno$¢ uktaddéw odniesienia pozwala na duza swobode ich wyboru w trakcie
rozwigzywania problemow. Przejscie pomiedzy dwoma uktadami odniesienia nazywamy
transformacjq.

W mechanice klasycznej duze znaczenie ma transformacja Galileusza.



Transformacja Galileusza

Opisuje ona zwigzki pomiedzy potozeniami i predkosciami przy przejsciu pomiedzy
dwoma ukfadami inercjalnymi (a dlaczego nie pomiedzy przyspieszeniami?)
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R(t) = R(0) + V't

7=R(t)+7 =R0)+Vt+7

Rézniczkujac ostatnie wyrazenie
F=V 47
dostajemy klasyczne prawo dodawania predkosci
Zrbzniczkujmy jeszcze raz
F=7
PrzySpieszenia sg takie same, wiec:

F(f) = F(7)

druga zasada dynamiki Newtona ma takg sama
posta¢ we wszystkich uktadach inercjalnych

Uwaga 1: transformacja Galileusza zaktada istnienie czasu uniwersalnego (bezwzglednego)

we wszystkich uktadach interacjalnych (t=t")
Uwaga 2: prawa fizyki sg niezmiennicze wzgledem transformacji Galileusza



Konstrukcja funkcji Lagrange’a czastki swobodnej w uktadzie inercjalnym
Zatozenia:

* uktad nie oddziatuje z otoczeniem (izolowany)
* polozenie czastki okresla trojwymiarowy wektor wodzacy
» skiadowe potozenia i predkosci traktujemy jako wspotrzedne uogolnione

L(q,q,t) = L(r,7,1)

Ze wzgledu na jednorodnos¢ przestrzeni translacja nie powinna zmienia¢ L (wybér uktadu wsp. jest arbitralny)
Whniosek: L (czastki swobodnej) nie moze zalezeC od potozenia

L = L(?)

Ze wzgledu na izotropowosc¢ przestrzeni (brak wyrdznionego kierunku), L nie moze zalezec¢ od kierunku predkosci
a jedynie od dtugosci wektora V, np.
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v, U, U0,

Czy mozliwa jest inna zaleznos¢ L(V)? np.:
7], Vv

Co wybrac?

Warunek: nalezy wybrac takg zaleznosc L(V), ktoéra zapewni niezmienniczosc¢ réwnan ruchu
wzgledem Transformacji Galileusza.

Taki wyboér zapewnia funkcja: L(”L_f) =C- 272, C' = const




Jak zachowa sie L podczas transformacji Galileusza? v=r v =T

/ — 2 / / = — / d /] — —
L(7) = CF? :C(U +v) = C5"2 4205V + CV? = 072 + (207 V + OV
Jaki jest wptyw f(r,t) na rownania ruchu? %f(ﬁt)
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Pomijajac nieistotny wkiad od zupetnej pochodnej czasowej f otrzymujemy

= = — —»2
L(7) = C3? <= L(v') = Cv’
zatem, taka postac L umozliwia identyczny opis zjawisk w obu uktadach (identyczne réwnania ruchu).

Wartosc¢ statej C jest dowolna, przyjmijmy
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i wOwczas otrzymujemy znane wyrazenie
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gdzie T jest energig kinetyczng uktadu.




Uzyjmy L do znalezienia réwnan ruchu — wstawmy je do rownania Lagrange’a

0 0 (m ;2) d 0 (m ;,2) d . .
= — | =T — ——— \ —Tr = ——mr; = —mr;

Zgodnie z oczekiwaniami otrzymalismy

réwnanie ruchu opisujace czastke swobodng w ukladzie inercjalnym.

Zauwazmy, ze:

* wychodzac z ogdlnych rozwazan dotyczgcych wtasnosci przestrzeni i czasu
oraz narzucajac warunek niezmienniczosci réwnan ruchu wzgledem
transformacji Galileusza uzyskaliSmy poprawng postac funkcji Lagrange’a

» wykorzystalismy tez wiasnosc¢ niejednoznacznosci L — patrz zupetna pochodna czasowa f

« zaproponowana funkcja Lagrange’a spetnia postulat najmniejszego dziatania
dla ruchu rzeczywistego - bo otrzymalismy poprawne réwnanie ruchu.




Uogolnijmy wynik na uktad N nieoddziatujacych czastek
N N
L=) Ly=)» =T,=T
n=1 n=1

- lagranzjan jest catkowitg energig kinetyczng uktadu.

Funkcja Lagrange’a dla czastki w polu potencjalnym.

Funkcje L musimy zmodyfikowac o wyraz zawierajacy informacje o potencjale.
Energie potencjalg ktora jest funkcjg potozenia

U = U(#)

wstawmy do L np. odejmujgc go od T (wymiar obu wielkosci jest identyczny — energia)
L(r,7t) =T(r) = U(7)

i wyznaczmy rownania ruchu (aby sprawdzi¢ czy znak przy U jest wtasciwy)

doL oL _ . U@ _
ator, o T Tan
.U oU
o F=_—2—
M= or; or;

OtrzymaliSmy rownanie Newtona dla sit potencjalnych — nasza modyfikacja jest zatem poprawna.




Funkcja Lagrange’a uktadu wielu czagstek (uogolnienie)

N N
L= T,—U(f,f,...,7N) =Y T2 = U(F, 7., 7N)

a=1 a=1

U(Fla 7727 IR ,FN) - jest suma energii potencjalnych czastek
Uwaga:

* U(...) opisuje nie tylko oddziatywania czgstek z polami zewnetrznymi

(zalezne od potozenia pojedynczych czgstek), np.
U(ry,7,...)=U(r) +U() +

« ale réwniez oddziatywania miedzyczasteczkowe
(zalezne od aktualnego potozenia dwoch lub wiecej czastek), np.

N N N
U(ry, 7o, ...) = E g U7y, ™) + S S S U(To, Ty, Te) + - .
a=1b>a a= 1b>ac>ab

( znak ,>" w sumowaniu oznacza ze kazde oddziatywanie uwzgledniamy tylko raz )




Transformacja ze wspétrzednych kartezjanskich do wspétrzednych uogéinionych

Konstruujac funkcje L czesto (przynajmniej na poczatku) bedziemy jg zapisywac
we wspotrzednych kartezjanskich - czes¢ kinetyczna ma wowczas prostg postac

ale ze wzgledu na symetrie przestrzenng potencjatu, preferowany jest inny
uktad wspotrzednych. To wymaga transformacji czesci kinetycznej T.

Dla utatwienia uzyjmy oznaczen Tai=To, a=12 ... 3N

T = Zma?

I wyrazmy wspotrzedne kartezjanskie we wspoétrzednych uogolnionych

To = falq1,q2,...,q5)

o,
Z

8%

wstawmy to wyrazenie do rownania opisujgcego T.




Podstawy fizyki teoretycznej — wyktad 2

o Mo [ Of O Mo o O O RSN,
T:Z% %% :Z%ZZL ! QBQB’:;B/Z_ltB,B’QBqB’

Powyzsze wzory definiujg transformacje enegii kinetycznej przy przejsciu do innego uktadu zmiennych.
Zauwazmy, ze energia kinetyczna jest formg kwadratowa predkosci uogolnionych,

dla ktérych wspotczynniki multiplikatywne sg funkcjami wspotrzednych uogélnionych.

Ogolny przepis na tranformacje czesci kinetycznej funkcji Lagrange’a, mimo iz stuszny,

rzadko jest stosowany w praktyce.

Dzieki rozwazaniom geometrycznym, bardzo tatwo mozemy zapisa¢ T dla najczesciej
stosowanych wspotrzednych krzywoliniowych: cylindrycznych i sferycznych.

Zanim to jednak uczynimy — przesledzmy szczegotowo transformacje T do uktadu cylindrycznego.
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Funkcja Lagrange’a czastki swobodnej we wspétrzednych cylindrycznych

Zapiszmy energie kinetyczng we wspotrzednych kartezjanskich

T:%($2+yz+z2)
i wyrazmy wsp. kartezjanskie (x,y,z) za pomocg howych zmiennych (P, Y, < )
T = pCcos
Yy = psine
z=2z
Liczymy ich pochodne czasowe
T = pPCosSy — P sin @
Y = psing + pY cos
| wstawiamy do T

T = %( p2cos?y —W+ p*p?sin?p
+  p?siny + 2p pp stnpcosy + p2p2cos® o + 22)

T —

% (p2+p29b2+z'2)




Interpretacja geometryczna wektora predkosci we wspoétrzednych cylindrycznych

Szukamy sktadowych v wzdtuz
A 3 ortogonalnych kierunkéw
7

V= €pU, + €LV, + €0,

UV, = P
Vp = PP
UV, = 2




Jak mozna inaczej okresli¢ predkosc¢ we wspétrzednych cylindrycznych?
Zapiszmy wektor wodzagcy w tych wspotrzednych (wkiady dajg tylko kierunki e ie)

T=pe,+ zé€,
zrozniczkujmy go wzgledem czasu

T =p€,+ p€,+ 2€, - pamietajmy, ze ukiad cylindryczny obraca sie
wraz ze zmiang wektora wodzgcego w czasie

Wyrazmy jeszcze wersory ukt. cylindrycznego poprzez wersory kartezjanskie
(wyznaczajg one state w czasie kierunki)

€, | | cosp sing €
é, | | —sinp cosg éy

[COSQ& —singb][ép]_[éx] \
Sin @ COS ¢ €y €y macierz obrotu (ortogonalna)

. Oto=1

e, = €x(—sing)p+ é,cospy 0T O =T
= $(—€ysinp + é,cosy) O-1_ OT
— gpé(p

Po podstawieniu otrzymamy




Wspétrzedne sferyczne

Analogicznie jak w poprzednim przypadku moglibysmy
zapisac (x,y,z) jako funkcje zmiennych (7, ¢, 6)

="
2

T =71 cosy sinf
y =1 siny sinf

2 =17 cosl

i liczy¢ pochodne wzgledem czasu.

Skladowe predkosci w nowym uktadzie
wspotrzednych otrzymamy szybciej stosujac
rozwazania geometryczne

¥ =ré,

7= U = Up€r + V€, + Vgly
Vp =T

vV, =71 sinf ¢

vg =10

(7'“2 + gb27“2 sin? 6 + 927“2)




Przyktady zastosowan formalizmu Lagrange’a

P1. Czastka w polu centralnego potencjatu.

O wyborze uktadu wspotrzednych zazwyczaj decyduje postac potencjatu, ktéry oddziatuje na czastke |
pojawia sie w L. Przyktadem uktadu, w ktérym czastka porusza sie w polu potencjatu o symetrii
sferycznej moze by¢ ruch planety wokot gwiazdy (jesli zaniedbamy zaburzenie ruchu gwiazdy przez
planete) Potencjat mozemy zapisac¢ w postaci

U(r) =U(|r]) = U(r)

Lagranzjan we wspotrzednych sferycznych

L = % (7"2 + @*r?sin® 0 + 92r2) —U(r)
Korzystamy réwnan Lagrange’a
oL d OL
— ———===0 =1,2,3
aqa dt aQa (a y < )
pochodne czgstkowe
oL 0L 9 .o oL o
e — =myr’ sin“6 — =mr-0
ar op 7
OL
OL : oU OL — —m 22 i
E:m<¢2rsin20+r92)—a o5 gy — T coslsmd



Po wstawieniu pochodnych do réwnania Lagrange’a otrzymujemy réwnania ruchu

oU

mi“'—m(gb2r Sin219—|—r6’2)—|—a——0
r

mr2sin?0 @+ 2mr sin? 07 o+ 2mrcosf sinfh o =0
mr2é+2mr9f—mr2gb2cose sinf =0

e rownania ruchu stanowig uktad trzech réwnan rézniczkowych drugiego rzedu wzgledem czasu

* ma on dos$¢ skomplikowang postac, a jego rozwigzanie mozna znalez¢ po wyspecyfikowaniu potencjatu

* bardzo rzadku mozna znalez¢ rozwigzanie analityczne, w przeciwnym wypadku pozostaje
rachunek numeryczny




Podstawy fizyki teoretycznej — wyktad 2

P2. Wahadto matematyczne.

Rozwazmy bardzo prosty uktad i poréwnajmy sposob otrzymywania réwnan
stosujgc bezposrednio zasady dynamiki Newtona (rozwazamy sity dziatajace w uktadzie)
oraz podejScie Lagrange’a (bazujemy na energii kinetycznej i potencjalnej)

Rozwigzanie problemu przy uzyciu funkcji Lagrange’a.

wahadto drga w ptaszczyznie, diugos¢ niewazkiej nici jest stata
wybieramy biegunowy uktad wspotrzednych jako wspétrzedne uogolnione
we wspotrzednych uogdlnionych jest tylko jedna zmienna niezalezna (@)
jako poziom odniesienia (zero potencjatu) wybieramy punkt zawieszenia

7" p2 57
2

U=U(p) =—mgRcosp
L=T-U = %R2¢>2 +m g Rcosp

h = R cosp D R Z réwnania Lagrange’a dostajemy réw. ruchu

{ mR*% 4+ m g R sing =0
— | ostatecznie
|9
® Rp+ gsinp =0

(nieliniowe row. rézniczkowe 2 rzedu)
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Teraz podejScie Newtona.

Zapiszmy réwnanie ruchu w najogolniejszej postaci (dwa wymiary)
mr = F = mg+ F,

zawiera ono site grawitacji oraz F, - site reakcji wigzow (nacigg nici)

Z rysunku mozemy wywnioskowac o wielkosci sktadowej
sity grawitacji prostopadtej do nici

L .
F-=mgsing
Sktadowe sity w uktadzie kartezjanskim

ML = —Mm g SINY Cos

mij = —m g sin’y

Dokonujemy transformacji zmiennych:
kartezjanskie — uogolnione (biegunowe)
xr = Rcosyp

y = Rsin p

r=—Rypsinyp
y = Rpcosp




Liczymy drugie pochodne

¥ = R cosp — R$? sing

.o

y=—-Rpsinp — Rgb2 COS(p

ktére wstawiamy do rownan ruchu
m (R ¢ cosp — Ry sz'ngo) = —m g SINP COSYP, /- cosyp
(+) m (R ¢ sing + R p? cosgo) = —m g sin’yp /- sinp

Ry =—gsiny

Czyli uzyskaliSmy to samo réwnanie ruchu.

Co byto problemem? -> konieczno$¢ wyznaczenia drugich pochodnych




P3. Opis ruchu bryty sztywnej przy uzyciu formalizmu Lagrange’a

Kulka o promieniu r moze sie poruszac bez poslizgu po wewnetrznej stronie
walca o promieniu R. Os walca jest nachylona pod katem o do osi poziomej.
Uktad znajduje sie w polu grawitacyjnym.

Rozwazania rozpoczniemy od zdefiniowania wspotrzednych uogdlnionych.
Najwygodniesze —> walcowe.
Ze wzgledu na réwnanie wiezow

f(F)=p—(Rw—Rk) =0

uktad ma dwa stopnie swobody

(¢, 2)

wiec funkcja Lagrange’a bedzie miata ogolng postaé

L= T(va <, Sb7 Z) T U(QO, Z)




o o moment bezwtadnosci kulki
Energia kinetyczna: Iw muv
— + 2 5
2 2 I'=zmk,

jest suma energii kinetycznej ruchu postepowego i obrotowego kulki.

Ruch postepowy jest ztozeniem ruchu w kierunku ,,z”

: _ ) Uwaga: ciato porusza sie w kierunku prostopadtym
oraz ruchu kulki po pobocznicy (zmiana kata)

do osi ,z" z predkoscig katowg @', dodatkowo ze

U= Uqbégo + v, €, wzgledu na brak poslizgu kulka obraca sie wokot
] wiasnej osi z predkoscig obrotowg w
Vp = (Rw — Ry)¢
V, = 2 W,

Analogicznie znajdujemy sktadowe predkosci obrotowe] (w)
pamietajac, ze kulka toczy sie bez poslizgu

Wy Rk =z
Wy - Rk; = ngb - liczymy w miejscu stykania sie
kulki ze Sciankg walca

Energia kinetyczna kulki

T:@(22+(R —Rk)2¢2)+1mR2 Bw 2¢>2+£
2 v 5% [\ Ry




Energia potencjalna _ _ L _
Zapiszmy jg w ogolnej postaci

7 U=mgqgh
5 D Z rysunku odczytujemy
""""""""" h = hy + ho
hq ‘ hy = z - stn«
5 /
0

/ ” ho = (Ry — Ry )sing cosa

U =mglz sina+ (R, — Ri)sing cosal

Funkcja Lagrange’a
R? n (Ry — Ry)?
5) 2

) ¢* —mg (zsina+ (R, — Ry)sing cosa)

7
U 1Omz —I—m(



7 R2 (R, — Rp)?
[ = — 22 w
]ﬂmZ%ﬂn(5 L

) ¢* —mg (zsina+ (R, — Ry)sing cosa)

Liczymy pochodne

oL Tm oL (QRi 2)'
o - P GE 5 ( k) )@
oL . OL

5, = ~mgsina 90 = —mg (R, — Ry)cosy cosa

z ktérych dostajemy rownania ruchu

mm ., :
72+mgsma=0

2R?
m (Tw + (Ry — Rk)2> @+ mg(Ry — Ri)cosp cosa =0

 jest to uktad dwoch réwnan niezaleznych, czyli uzyskaliSmy separacje zmiennych

 ruch ciata wzdtuz osi walca i po okregu mozemy zatem opisywac niezaleznie

* mozliwos¢ separacji zmiennych pojawia sie wowczas, gdy T i U sg sumag
wyrazow zaleznych tylko od jednej zmiennej




