
Podstawy fizyki teoretycznej.
Zestaw 4: formalizm Lagrange’a i Hamiltona

(transformacja Legendre’a, zmienne cykliczne, całki ruchu, potencjał
wektorowy) - przykładowe rozwiązania

24 kwietnia 2020

Uwaga: poniżej znajdują się treści kolejnych zadań natomiast ich rozwiążania są podne na kolejnych stronach.

1. Cząstka o masie m porusza się w płaszczyżnie xy po krzywej y = y(x) (więzy). Na cząstkę działa siła
grawitacyjna F⃗ = [0,−mg].

• korzystając z formalizmu Newtona zapisać równanie ruchu, w którym zmienną niezależną będzie
długość drogi s jaką przebywa cząstka a następnie należy je przekształcić do postaci zależnej od
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• zapisać lagranżjan i wyprowadzić równania ruchu, które należy porównać z równaniem Newtona
• wyznaczyć funkcję Hamiltona i odpowiednie równania ruchu, porównać je z równaniem Newtona

2. W formalizmie Newtona na cząstkę o ładunku elektrycznym q poruszającą się z prędkością V⃗ w polu
magnetycznym B⃗ działa siła Lorentza F⃗L, którą opisujemy wzorem

F⃗L = qV⃗ × B⃗ (2)

W formalizmie Lagrange’a i Hamiltona, w których funkcje L i H mają wymiar energii, pojęcie siły nie
pojawia się w sposób jawny. Oddziaływanie cząstki z polem magnetycznym opisuje uogólniony potencjał
(który nie jest jednak energią potencjalną, z prostego powodu - siła magnetyczna nie wykonuje pracy)

U(r⃗, v⃗) = −q A⃗ · v⃗ (3)

gdzie: v⃗ to wektor prędkości, A⃗ = A⃗(r⃗) = [Ax(r⃗), Ay(r⃗), Az(r⃗)] jest potencjałem wektorowym. Potencjał
wektorowy nie jest wielkością mierzalną, jednak jest ściśle związany z indukcją pola magnetycznego B⃗
relacją

B⃗ = ∇⃗ × A⃗ (4)

• Dla potencjału wektorowego w postaci symetrycznej
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B
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[−y, x, 0] (5)

określić wektor B⃗

• zapisać lagranżjan cząstki w polu magnetycznym w układzie kartezjańskim, wygenerować równania
ruchu, określić pędy uogólnione, znaleźć całki ruchu

• znaleźć rozwiązania równań ruchu operując na zmiennych x i y, dla założonych warunków początko-
wych (t = 0): x(0) = x0, y(0) = y0, ẋ(0) = Vx,0, ẏ(0) = Vy,0,

• znaleźć rozwiązanie równań ruchu transformując układ równań różniczkowych (ẍ, ÿ) do pojedynczego
równania dla zmiennej zespolonej z(t) = x(t) + i y(t), gdzie i =

√
−1
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